Soluciones del final de junio de Calculo (grupo C) (2015)

a) Clasificar los puntos criticos de g. [2 puntos]
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1. Sea glx,y) =x"+2y"—dx. b) Hallar los valores maximo y minimo de g sobre el circulo x>4+y><9.

gx=2(x—2)=0
gy=4y=0

a) - 3

— (2,0). Como Hg= ‘3 2‘ >0, el punto es un minimo.
[Poniendo g=(x—2)?4+2y?—4 queda claro (y que el minimo es absoluto)].

b) Ambos extremos han de existir, por ser g continua en un conjunto compacto.

x—2=2Ax x==2,y=++5
Sobre el borde del circulo: 2y=Ay — A =2T,y=0 1 . 5 candidatos:
K4y*=9 x==3

g(—2,£+/5)=[22] maximos, g(~3,0)=21, g(3,0)=-3, g(2,0)=[—4] minimo. ==

[Las curvas de nivel de g son elipses, que, como deben, son tangentes en los puntos calculados a la circunferencia].

2. Sea f(x,y)=+/x*+y?> —x. a) Estudiar si tiene derivadas parciales y si es diferenciable en (0,0).
b) Dibujar la curva de nivel f(x,y)=1 y precisar para qué vector % unitario es minima Dy f(0,—1).
o) Hallar | fD f,siendo D el semicirculo x>4+y?><1, y<x. [2.5 puntos]

a) f(x,0)=|x|—x, f(0,y)=|y| no derivables = A parciales en (0,0). £(x,0)
Como no existen las parciales, f no es diferenciable en (0,0) . SI

[Que f es continua en R? es obvio, pues lo es la raiz para valores positivos]. 0.9)

b) f=1= x>+y?=x>+2x+1, x=1[?—1] [pardbola con x'(—1)=—1]. E l f
- 1

— x y D=(—1— —| (L 1
Vi=( T 1, \/}MZ) , VAO0,—1)=(-1,—1) = u= (ﬂ, ﬂ) ,
pues la derivada direccional el minima en sentido opuesto al gradiente.

[En polares: Vf:f,er—l—%fg eg=(cos6—1,senb) ] .

[También se deduce del hecho de que el gradiente es perpendicular a la

=y 770-x

curva de nivel en el punto y de que apunta hacia donde crece el campo]. " dibujo de f
2/4 con Maple
m/4 -2
) ./737:/4/ (1—cos6)drd® =% (m—[sen6]” 3ﬂ/4) 2.
[En cartesianas las integrales son bastante comphcadas] .
[Pensé preguntar también: d) Af = { =(x? +y2)*1/ 2 (mejor en polares)} .
3. Calcular una de las dos integrales triples f f f f dxdydz siguientes: [1 punto]
\4

a) Si V es el sélido acotado en x>0, y>0 por x=y, z=0 e y*+z=1, ysiendo f(x,y,z)=e?.
b) Si V es el sélido encerrado entre x>*+y?>=1, z=0y z=x*>+y?, y siendo f(x,y,z) =z

a) Es importante elegir un buen orden de integracion:

1y 1-y 1
/o/o)/o ye_zdzdxdy:%/o y(l—eyz_l)dy:%[yz—eyz_ll(l): 2le :

[Por ejemplo, con /0 1 / 1 /0 1_yze*Z dzdydx aparece /]eyzfldy no calculable].

b) Claramente las coordenadas adecuadas son las cilindricas:
21 ol pr? 1 -1 5 T
L[ [ rzdzarde =2x} [ Far=| .
2
[En cartesianas es largo: / / — / zdzdydx—Z// (x*+2x2y*+y*) dydx —5/ (8x*+-4x>+3)V/1—x2 dx

/2
= l/ (8sen*t+4sen’t+3)cos’tdt = - |.
0
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4. Sean c(r)= ( 2t2) . a) Hallar la longitud del tramo de curva descrita por ¢ cuando 7€ [—1,0]. [2 puntos]
b) Hallar su recta tangente en (—1,2) y el punto en que esta recta tangente vuelve a cortar la curva.
©) Si h(x,y)=e**Y, hallar la integral de linea de VA desde (0,0) hasta (1,2) sobre la curva descrita por <.

a) 6’( t)=3t%,4t), ||c'(t)|| = VOr*+16% = |t| /92 +16 .
/ VIR T16dt = [~ (97 +16)32)° =524 = | 8L

27 27 |*

b) &(—1)=(~1,2), &(~1)=(3,~4) . Tangente: x(s) = (3s—1,2—4s) 5 (1,0).
Corta la curva para t y s que cumplan: 13 =3s—1,2t2=2—4s —

(3s—1)2=(1-2s)%, 85°=3s>=0, s=3 = | (3,5) | [y s=0—> (-1,2)].

[O bien, la curva y=2x%/3 ylarecta y= %

se cortan si 27x% — (1—-2x)*].
-1 -0.5 0 0.5 1

1
c) /7 Vh-ds =h(1,2)—h(0,0)= :/0 (61> +4t) 22 g — 62[3+2t2](1) (cdlculo innecesario).

5. Sean S la superficie z=4—4x>—y?, con z>0 y f(x,y,z)=(y,2x, 1 +yz) . a) Hallar divf y rotf. [2.5 puntos]
b) Calcular la integral de linea de f sobre la elipse que limita S. ¢) Comprobar el teorema de Stokes.

i j k
o 0y O
y 2x 1+4yz

V4

a) divf=0+0+y =[y]. rotf= =1(z,0,1)]. 2

b) Parametrizacién mas sencilla (en el sentido del dibujo): ¢(f) =(cost,2sent,0).

21
jgsf.ds :/O (2sent,2cost, 1)-(—sent,2cost,0) dt

B o 2 2 . 21 .
_/O (4cos“t—2sent)dt —/0 (1—1—30032t)dt—.

¢) Una posible parametrizacién de la superficie S es
F(x,y) = (x,3,4—4x2—y?), T x Fy=(8x,2y,1), con (x,y) €D, regién eliptica. Dl i
[El pvf apunta en el sentido adecuado al recorrido de dD para aplicar Stokes].

ffrotde ff [8x (4—dx?—y2) + 1] dxdy ffl —dreade D=7-2-1],

impar y D simétrico

oS

Para hallar este drea lo més util es (ejemplo de apuntes) el cambio x=cos8,y=2sen8, con J=2r —

Area de D :/2”/1 2rdrd0 = . [Sin usar la imparidad, aqui saldria una /(;ZH/(;I 16r2c(4—4r*)drd6=0].

1 dydx = 8/01\/1—x2dx:/0”/2cosztdt =2m].

2
[En cartesianas (atn sin simplificar) acaba saliendo: / /

24/1-x2
También podiamos parametrizar S usando las polares anteriores tipicas de las elipses:
<, < ik
r =(rcos®,2rsenf,4—4r?), Osr<l — r,Xrg=|c 25 -2/=2r(8rcosf,4rsenf,1).
OSGSZTE —rs 2rc 0

Con ellas queda: ffrotf' ds :/02”/012r(4—4r2,0, 1)-(8rcos0,4rsen6,1)drdd =2x como antes.
S p p



