Solucion de los problemas evaluables 1 (19 de octubre)

la. Sea f(x)= |2x+4| . Determinar los reales x que cumplan: i) f(x)=1,1ii) f(x)<5.(Es imf=R?
1b. Sea f(x)= ‘2xx+6| Determinar los reales x que cumplan: i) f(x)=1,1ii) f(x) <4.(Es imf=R?
2ty e[—2,00)— {1} DH o] 5 x=-5(<-2)

. Ningan x lo cumple.

W f0={ L

x—17

xe(—oo,—Z] )@_1—”— 1(>-2)

2ot 055300 0 5 x<1 6 x>3 = xe[-2,1)U(3,00)

ii) x€ (—o0, 1)U(3,00) |.
2"+4<5<:>7" 1<O—>x<%éx>1 — x€(—o0, 2] f’ ( Ul )‘
246 xe[-3,00)—{1} . E=1x=-8(<-3)
b = 2 . Ningtin x lo cumple.
) %) { 2;+26,xe(—oo,—3] )@_lﬁx——f(> _gy e P
2x+6 2(7—-x)
<46 75 <0 = x<26x>T = x€[-3,2)U(7,00) \,
.o -2 xX—
D Ly oo > et

F <4 & S5 )<O—>x<30x>2 — X € (—o0,—3]

Como para ningiin x es f(x)=1,la im f no puede ser todo R (1, al menos, no pertenece a ella).

’ 2a. Sea g(x)=2sen2x—cos4x. Hallar todos los reales x tales que g(x)=3.;Es g inyectiva en su dominio? ‘

’ 2b. Sea g(x)= cos4x—2cos2x. Hallar todos los reales x tales que g(x)=3.;Es g inyectiva en su dominio? ‘

cosdx = cos?2x —sen2x = 2cos22x — 1 = 1 —2sen?2x .
sen2x = —2 (imposible), o
sen2x =1 — 2x=Z + 2k, [x= T +km|.

a) 2sen’2x+2sen2x— 1 =3, sen’2x+sen2x—2=0 —

cos2x = 2 (imposible), o
cos2x=—1 — 2x= 2k+ )7, [x =5 +km|.

b) 2cos?2x—2cos2x—1 =3, cos?2x —cos2x—2 =0 —

a)sen2x=1, cosdx=—1

[Con un poco de vista: las tinicas soluciones posibles son los x que, a la vez, hacen
b) cos2x=—1, cosdx=1

].

Acabamos de ver que infinitos x distintos tienen la misma imagen 3, con lo que la funcién no es inyectiva.
(De hecho, ninguna funcién periddica lo puede ser).

W

a. Calcular (\/§ — i)5 trabajando en coordenadas a) cartesianas, b) polares.

2

b. Calcular (H— iv3 )5 trabajando en coordenadas a) cartesianas, b) polares.

()=371=10=(3).
a) (V3 —i)’ = (V3)°=5(v3)4 +10(v/3)3%2 = 10(+/3)%* +5v3i* =i

=9v/3 —45i —30v/3+30i +5V3 —i =|—16V/3 — 16i

V3 —i|=V3+1=2, tanf=—% — 0=1; (26717/6)°= 2% *‘5”/6—32(008——1sen5”)

7cuadrante4 6 6
) (1+1v3)° = 145v3i + 10(v/3)%2 + 10(v/3)%3 + 5(v3)4* + (V3)i°
= 14+5V3i —30—30V3i +45+93i = 16—16J§i

1+iV3[=V143=2, tan6=v3 — 6=1%; (261”/3)5:25695”/3:32(cos F —|—1 sen %)

cuadrante 1




Solucion de los problemas evaluables 2 (12 de noviembre)

la. Sean las sucesiones a,= Vn3>+3 —2ncosn y b,= 7s2111n+ 4\[ . i] Hallar hm an y hm b, .

ii] Para la que tiene limite finito, encontrar razonadamente algin NeN tal que para n ZN los términos de
la sucesion disten del limite menos de €=

1

o=

1b. Sean las sucesiones a,=nsenn—+Vn3+2 y b,= ‘/;1571—4;108” . i] Hallar lim a,, y lim b, .
n—soo n—soo

ii] Para la que tiene limite finito, encontrar razonadamente algiin N € N tal que para n> N los términos de

la sucesion disten del limite menos de €= % .

Tsenn _ 1
a) ay=n[\/n+% —2cosn] —s e 6 an:n3/2[w/1+n3—3—zc%] — o0, bn:"—ﬁ%g:O.

oo — acotado 1 — acotado/eo
7senn|+ 7+ 7+
|b,—0| < | SeSr”fLLf_ 5nﬂ£— 5;1/5 +5\f 0+20 si n>28 y \/n>4. Basta N=28.
[Mis posibilidades: 27 < b & (yn)*—2y/n+$-14>0, cierto si y/n>1+,/15-% = N=25,...].
1 _ 4cosn 0
b) a,=n[senn— n+n22]w;>°)—oo 6 an=n3/2[%— 1+n%]mz>)—oo. bn:\/ﬁsTﬁgzO.
acotado — oo

acotado /oo — 1

4 cos 4 4 .
by —0] < VB < i < Vit = L b o Sty si V>4 y n>16. Basta N=16.

[Mis posibilidades: Y5 < L & (y/n)*~2y/n+1-8>0, ciertosi v >1+,/9-1 — N=16,...].

2a. Sea f(x)=log(4—x)+ %_x . i] Hallar la ecuacién de la recta tangente a la graficade f en x=3.
ii] Determinar los puntos del dominio en los que se anula f”(x) .

2b. Sea f(x)=1log(4—x)— ;= . i] Hallar la ecuaci6n de la recta tangente a la grifica de f en x=3.

ii] Determinar los puntos del dominio en los que se anula f”(x) .

a) f(3)=3. fl(x)= —ﬁ—kﬁ,f’@):l Recta tangente: y =3+2(x—3), 6 .
'x)= —(4jx)2 + (42) = (frxz); =0 si , punto del dominio (—o0,4).

f3)=—1. f'(x) :—ﬁ—ﬁ,f’@):—z Recta tangente: y = —1-2(x—3), 6 .
1

f'x)=— T (4_2x)3 = (2;6)3 =0 si x=6. No se anula en el dominio (—o,4).

3a. Sea g(x)=4arctanx — x°. i] Hallar, si existen, los valores mdximo y minimo de g en el intervalo [—1,4] .
ii] Precisar cudntas veces se anula g en dicho intervalo. iii] Determinar la imagen de g.

3b. Sea g(x)=x>+4arctanx. i] Hallar, si existen, los valores maximo y minimo de g en el intervalo [—4, 1]
ii] Precisar cudntas veces se anula g en dicho intervalo. iii] Determinar la imagen de g.

Como g es continua en el intervalo cerrado (lo es en R), los valores extremos se alcanzan en dicho intervalo.

Y como g es derivable en R, esos valores se toman o en los extremos del intevalo o en los puntos con g'=0.
>0
=2 Phx—2 (x—1)(x>4+x+2) g crece hasta 1

/
a) g'(x)= 1+ 2 Tr2 = 2 142 y luego decrece

g(4)=4arctand —16 < ¥ —16 < 7-16=—9 <—n—1=g(—1) = |4arctan4 —16 | valor minimo.

Como g(—1)<0, g(1)>0, g(4)<0,y g es estrictamente monétona en [—1,1] y en [1,4], el teorema de
Bolzano, junto con la monotonia, dice que g se anula exactamente 2 veces en el intervalo (una en x=0).

= Valor maximo g(1)=|n—1|.

g continua, 7—1 mdximo absoluto, y lim g= —co = ’ img = (—oo,m—1] ‘
>0
, P42 (x+1)(x®—x+2) g crece desde —1 . T
b) ¢'(x)= 2x—i-]Jr 7 =2 =2 1+x2 y antes decrece = Valor minimo g(—1)=|1-7|.

g(—4)=16—4arctan4 > 16 — 5F > 16—7=9 >n+1=g(1) = |16—4arctan4 | valor maximo.

Como g(—4)>0, g(—1)<0, g(1) >0, y g es estrictamente monétona en [—4,—1] y en [—1,1], el teorema
de Bolzano y la monotonia aseguran que g se anula exactamente 2 veces en el intervalo (una en x=0).

g continua, 1—7z minimo absoluto, y lim g =co = ’ img=[1—m,o) ‘
X oo




Solucion de los problemas evaluables 3 (17 de diciembre)

. . . R (n5)
1a. i] Precisar para qué valores de x converge la serie n; (SR

ii] Hallar un racional que aproxime para x=—1 el valor de la suma de la serie con error menor que 1072

[0.25 puntos]

. . ) - 17) X"
1b. i] Precisar para qué valores de x converge la serie ) (n+17)x [0.25 puntos]
n

2 .
=~ (n*+1)27"

ii] Hallar un racional que aproxime para x=—1 el valor de la suma de la serie con error menor que 1072,

. . on+6 nP+14 33 P converge si |x| <2 _ , ,
la. i] Cociente: [ 2t 15 8T [ — 5 = diverge si [x|>2 (R=2 radio de convergenc1a).
- . +5 : P 1 _ 13
Para x=2 queda la serie } -5 i3 que diverge, pues su término general ~ (W 14 — 1) y Y diverge.
_ n_ntS 4
Lade x=-2, ¥ (1) §’+14 , converge por Leibniz, ya que a, = 2+14 —0 yes decrecwnte
+5 n+6 3 2 3 :
ap>ay4 & 2+14 > s N + T2 4+25n+75 > P+ 6n2+ 14n+84 < n*+11n>9 si n>1.
Por tanto, la serie converge exactamente |Vxe€[—2,2) .
ED'"0ts) 1 7 - s ~| _1 7 1
ii] Z +14 e = —20 T 1153 — - (serie de Leibniz). La suma es ~| — 55 | con [error| < 1153 < 1g5 -
. . Contl18 nPl o7 PP converge si |x| <3 _ . .
1b. i] Cociente: [~ 22 27T [a — 5 = diverge si [x|>3 (R=3 radio de convergencia).

+1 a, 1+% 1 a1
Para x=3 queda la serie } 7> que diverge, pues su término general ~ H ( i/n =Tk — 1)y ¥ diverge.

_ n n+17 g _ n+t17
Lade x=-3, ¥ (1) 21 » converge por Leibniz, ya que a, = pre

an>apy1 & > S o 3419074361434 > 3+ 180+ n+ 18 & n?4+35n+16>0 si n>1.

Por tanto, la serie converge exactamente |Vxe[—3,3) |.

D417 1 19 . o ~l_1 19 1
ii] Z n2+1 S = —3+ 3555 — - (serie de Leibniz). La suma es ~| —3 | con |error| < 3z < 155 -

— 0 y es decreciente:

e Marctanx — x(1—2x)
3
ii] Definiendo f(0)=0, hallar, si existe, f"/(0). [0.25 puntos]

1/2

2a. i] Hallar el limite cuando x tiende a 0 y —eo de f(x)=

2b. i] Hallar el limite cuando x tiende a 0 e oo de f(x)= ¢ arctanx x3x (1+3x)

ii] Definiendo f(0)=0, hallar, si existe, f"/(0). [0.25 puntos]

1/3

2a.i] e tarctanx = [l —x+ i — i+ [ x—f0 4 ] =x -2+ (A1) 4+ (si x| <1).
(1+x)1/2:1+lx+w 2_|_ = (1_2x)1/2:1—x—§x + (Sl |x|<%)

P R S I 28 40(x3 ,
flx)= 6 = 2 =3 3 () — . (Por L’H mucho més largo).
xX—

(1— zx)1/2

Cuando x — —eo, — 0, arctanx — —7 y <5 — —oo. Por tanto, f(x) i [eo].

ii] Como f no es continua en x=0, no existe ninguna derivada de la funcién f.
2a. i] e*arctanx = [1+x+ 1%+t 4+ [ x— I+ ] =x+2+ (3 -D)P 4+ (si x| <1).

(1+x)1/3:1+§x+w 2h = (1-30) 3 =14x 22+ (six]<1).
x+x2+%x3+---fxfx a3 4 6x3+0(

fx) = 3 =T 3

(lJrB’)c)l/3
x2

l (Por L’H mucho mas largo).

x—0

Cuando x — o, — 0, arctanx — 5 y & + — oo, Por tanto, f(x ) — [e].
X—ro0

ii] Como f no es continua en x=0, no existe ninguna derivada de la funcién f .

[No es ii] lo que yo pensaba preguntar, queria ver si sabiais que todas las derivadas se ‘ven’ en un desarrollo de Taylor.
Una posible pregunta hubiese sido ‘hallar la derivada tercera del numerador g(x) en x=0", y en cada caso seria:

///0 ”/0
a. g(x):%x3+-~~ = 83(! ) :%7g///(0):4' b. g(x)Z%x3+--- - 83(!):%,6,///(0):7]'




Solucion de los problemas evaluables 4 (25 de enero)

/3 3 4
sen X 0x ; ii]/ logx

1a. Hallar las integrales, simplificando el resultado: i]
m/4 COSX

7/4 cos3x dr il /2 log(x+2) dx
2 1 .

1b. Hallar las integrales, simplificando el resultado: i]
Jr/6 senx

(I—cos®x)senxdx __ [[senx 1 2 11 1 1 _ |1 _1
a) il / coox */[Tosx senxcosx|dx= 5 cos’x—log| cosx| :>./”/4 =g—gz—logy+log iy =| 5log2—3

loxdx logx , [ d logx | 1 (T 1 1 log(x—2 xlogx 4 log2  4log4 | 3log3 3 3
ii] [P = ] =g [ i ax =T ey = [ 2t 3 | Jlog

partes s x—2 x(x=2) x-2T2

b) il / (1—sen’x) cosx dx _/[COW_Senxcosx}dX—log|Senx| 1 sen’x :>/ logzﬁflog%—%Jré = %logZ—é

_ log( +2 . log( +2) 1 +2 2_ |3 3
- +/ =) 2 1 /f—m]dx—%—)‘z—xlog(x—iﬂ) :>./1_ 5logs

senx senx
ii] /log (x+2)d.
pdrtes

1
2a. Sea H(x)= /S ) e~""dr. il Hallar H'(2). ii] Determinar el x€ [1,3] que hace maximo el valor de H

fos 2
y probar que este valor maximo es mayor que 3 .

1
2b. Sea H(x)= /2x e~"°dr . i] Hallar H' (1). ii] Determinar el x€[0,2] que hace maximo el valor de H
—1

Lo 2
y probar que este valor maximo es mayor que 7.

a) i] H'(x) =2¢ 2" = |H/(2) =2e7!|.
ii] Como H' >0, H es estrictamente creciente en todo R, con lo que el valor maximo se toma en x=3.
cl-11]=> <l =e>e! = H(3) :f_lle*f4dt > [lelar=2>12.

[Se podria usar Taylor: H(3) =2y [1—t*+.-Jdr=2-2+...> 8> 2]

b) i] H'(x) = —2¢~ @ 1° = |H/(1) = —2¢7!

ii] Como H' <0, H es estrictamente decreciente en todo R y el valor maximo se toma en x=0.
el-1,1] =<1 =e”>e ! = H(0) = file_tﬁdt > file_]dt =252,

[Se podria usar Taylor: H(l):2f01 [1—t6+--~]dt: 7+ 72>%].

3a. Estudiar si converge la integral impropia /2 w(-qrzglix\/iz .
X X —

3b. Estudiar si converge la integral impropia /3 wm—lfixﬁ .
P X X—

a) Hay dos impropiedades, la del infinito y ademds otra en 2, pues se anula el denominador.

1
(x4+2)vVx=2 __ 1 1

+ dx . 2
En 27 se comporta como la convergente [, . Nk T, _?2+ i
1
Y en co como la también convergente [74%: B — L — 1,
x3/2 (1“1’;)\/ 1*; X—ro0

Como ambas impropias convergen, la integral dada es convergente.

b) Hay dos impropiedades, la del infinito y ademds otra en 3™, pues se anula el denominador.
1

En 3% se comporta como la convergente de . ihvad 1 L
p g J3+ o3 JXIT3 G+ 5 4
1
Y en o como la también convergente [©-25: A= = L 5
X 32 (143)4/1=3 x—00

Como ambas impropias convergen, la integral dada es convergente.

[Lo podiamos asegurar sin hacer uso de criterios en ambos casos, por ser las primitivas calculables:

_dx  uEVAa gy (1/2)du _ u_ Vica “_
/(x7a+4)\/x /4+u = ,/1+(u/2)2 = arctan 5 = arctan “—— = /a = 5 paralas dos].




