Practicas de Analisis Matematico I - Matematicas - Universidad de Zaragoza (modificadas por Pepe Aranda)

Aplicaciones del calculo integral

El objetivo de esta practica es usar Maple para hallar integrales definidas y estudiar aplicaciones del
célculo integral: calculo de sumas de Riemann, areas, volumenes de revolucion, longitudes, etc.
Y 1. Comentarios generales
| Para escribir y calcular integrales definidas utilizamos los siguientes comandos:
[> Int(x"2+2*x-3,x=1..5);

I (,1'2 +2x—3) dx

1
:El comando value (Int(...)) o directamente int nos dan el valor:

> Int(x*2+2*x-3,x=1..5)=int(x"2+2*x-3,x=1..5);
5

[m (}(2 +2x—3)dr= !ﬂ
1

;Para hacer cambios de variable, necesitamos cargar el paquete student:
> with(student):a:=Int(1/(4*x + 17)76,x=1..2);
al:=changevar (u=4*x+17,a,u);value(al);
2

1

a = 76 d/l’
. (4x+17)
25 |
al = G du
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V 2. Sumas de Riemann

Vamos a dibujar y calcular algunas sumas de Riemann de /" (x) = =522 +x+10enel
intervalo [—1, 4]. Para eso, introducimos el paquete student y dibujamos la curva.

> restart; with(student):f:=x->x"3-5*x"2+x+10:

> plot(f(x),x=-1..4,thickness=2);

1

Vamos a dividir el intervalo en subintervalos; dibujamos un rectangulo sobre cada subintervalo de
altura igual al valor de fen el extremo derecho del subintervalo. Para ello usamos el comando
rightbox del paquete student. Calculamos el valor del 4rea encerrada y su aproximacion
(cambiando right por left o middle podemos considerar rectangulos de altura igual al valor
de fen el extremo izquierdo o en el punto medio).

> rightbox (f(x),x=-1..4,6);rightsum(£f(x),x=-1..4,6);evalf(%);

1
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;Ahora con 25 rectangulos:
> rightbox(f(x),x=-1..4,25);rightsum(f(x),x=-1..4,25):evalf(%);
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L El valor de la integral es el siguiente:

> Int(f(x),x=-1..4)=int(f(x),x=-1..4);evalf(int(£f(x),x=-1..4)); ¥ 3. Ejercicios resueltos
4 r
3 .o 155 5, @
. (x SaT A at 10) . 12 1) Calcular d dx . Calcular * dr,si0<ac<l.
-1 Jy xt—1 Jo =1
12.91666667 > restart: with(student): int(x"2/(x"4-1),x);
;Programemos este proceso de aproximacion, dandole animacion: L In(x—1) — & In(x+ 1)+ L arctan (.x)
> animateRiemann:=proc(f,a,b) B 4 4 2
local j,Lb; > Int(x"2/(x"4-1),x =2..3)=int(x 2/ (x"4-1),x=2..3);

for j from 1 to 10 do

Lb[j]:=student[rightbox] (f,x=a..b,20*j): 2

1 1 1 1
end do: L ) 7] dr=—1Im(3) — —-arctan(2) — — In(2) + — arctan(3)
plots[display] ([seq(Lb[j],j=1..10)],insequence=true); P 4 2 4 2
L end proc: 2
> animateRiemann(f,-1,4); => int(x*2/(x"4-1),%=0..a);
oY Warning, unable to determine if -1 is between 0 and a; try to use
L assumptions or use the AllSolutions option
> Warning, unable to determine if 1 is between 0 and a; try to use
assumptions or use the AllSolutions option
AN "
x —1
0
5

;Siguiendo los consejos anteriores:
> int(x"2/(x"4-1),%=0..a,AllSolutions);

undefined a< -1
o0 a=-1
Llnl— —Lln +1 +Larctan <0
| 4 (1= @) = 5 In(a+1) +  arctan(a) a<
-1 0 1 3 1 1 1 1
_Zln+ Z]n(a—l)—z]n(a-‘rl)-i-?arctan(d) a<1
-® a=1
undefined 1<a
-5 4 :Podemos usar una primitiva valida a la izquierda de 1 y obtener el resultado:
= . . > f:=x->1/4*1n(abs(x-1))-1/4*1n(abs(1+x))+1/2*arctan(x);
| Calculemos ahora algunas aproximaciones numéricas: Int(x"2/(x"4-1),x=0..a)=£f(a)-£(0);
> for j from 1 by 5 to 26 do 1 1
print(evalf[10] (rightsum(£f(x),x=-1..4,300%j))) S=x— 7 In(lx—1]) — T In(jlx+1]) + > arctan (.x)
end do;
12.87488426 a
¥ 1 1 1
12.90971901 [ dr= T In(|la—1]) — T In(|la+1]) + > arctan (@)
12.91287783 0
12.91406206 ;Maple si sabe hallar la integral si le damos mas datos sobre « :
> assume(0<a,a<l);int(x"2/(x"4-1),x=0..a);
12.91468228 normal (%-(£f(a)-£(0)));
1 1 1
12.91506393 ) In(l —a~) — T In(a~+1) + 7 arctan (a~)

0




nSwngU);f+2y/Lﬂ=2x+5D%@n%gﬂ&%dﬂ%¢mﬁmbmsw&ﬂ%
| mismos ejes y encontrar el area encerrada entre las dos curvas y las rectas x =0y x =6.
| > restart: with(plots):
> g:=x->x"2+2;
f:=x->2*x+5;
plot([g(x),£f(x)],%x=0..6,thickness=2,color=[red,blue]);

g::x—>x2 + 2

S=r—o2x+5
354
30-5
25-5
20
15-5

10

:El area de la figura comprendida entre las dos curvas es:
> Int('abs(f(x)-g(x))',x=0..6)=int(abs(f(x)-g(x)),x=0..6);
6

1/ (x) —g(x) | dr=36
-0

[si queremos calcular la integral a mano, es conveniente estudiar el signo de /' («x) — g () , para
| quitar el valor absoluto:

[> solve(f(x)=g(x),x);

-1,3

:Por lo tanto, el 4rea es:

[> Int('abs(£(x)-g(x))',x=0..6)=
Int('f(x)-g(x)' ,x=0..3)+Int('g(x)-£f(x)"',%x=3..6);
N

6 .
L/(x) —g(x)[de=]| (/S (x) —g(x))drt+ | (g(x) =/ (x))dr
Jo Jo :

3

:Comprobemos que, en efecto, el resultado es el mismo:
> int(f(x)-g(x),x=0..3)+int(g(x)-£f(x),x=3..6);
36

. . . x
3) ;Para qué valores de m encierran una region larectay =mx ylacurva y= ——— ?

41
| Encontrar su 4rea.

> restart: with(plots):
| fi=x->x/(x"2+1) :g:=x->m*x:

No se puede representar la funcion g sin dar un valor concreto a la constante 7z , asi que elegimos
Lun valor para hacernos una idea:

> m:=1/4;
plot([f(x),g(x)],x=-2..2,thickness=2,color=[blue,red]);
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Hallemos los puntos de corte. Pero debemos hacerlo en general, y no para el valor concreto de 7
elegido antes. Asi que primero borramos el valor de 7 con la orden unassign:

> unassign('m');

> solve({f(x)=g(x)},x);

(rmoy, e L ClEm) HF_ m (1 +m)
m m

:Las soluciones no nulas son reales siy solo si 0 < m < 1. El area de la superficie es:
> assume(0<m,m<1):
int (abs (f(x)-g(x)),
=-1/m* (-m* (=1+m) )" (1/2)..1/m* (-m* (-1+m) )"~ (1/2));
-In(m~) — 1+ m~

;O de otra forma; por simetria, el area es:
> 2*int (£f(x)-g(x),x=0..sqrt(-m*(-1+m))/m);

-In(m~) — 1+ m~



4) Encontrar el volumen de revolucion engendrado por rotacion alrededor del eje OX de la region
del plano limitada por las curvas y = sec(x), y = 1/2, x = -1, x = 1. Dar un dibujo de la region del
Lplano y de la seccion del volumen originado.
| > restart; with(plots):
| Representemos la region:

> secante:=plot(sec(x),x=-1..1,color=blue):
recta:=plot(1/2,x=-1..1,color=red,thickness=2):
vertl:=plot([-1,t,t=1/2..sec(-1)],color=black):
vert2:=plot([1l,t,t=1/2..sec(1l)],color=black):
display(secante,recta,vertl,vert2,view=[-1..1,0..sec(1)]);

1.8 1
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_Aunque no es imprescindible, podemos dibujar ahora el sélido generado. Cuando una curva

L=/ () gira alrededor del eje de abscisas, genera una superficie de ecuacion P4 P= ()

> exterior:=implicitplot3d(x"2+z"2=sec(y)"2,
x=-2..2,y=-1..1,2=-2..2):
interior:=implicitplot3d(x"2+z"2=1/4,

L x=-1/2..1/2,y=-1..1,2z=-1/2..1/2):

> display(exterior,interior,scaling=constrained,

orientation=[45,-71],lightmodel=1ight2,axes=boxed);

:Calculemos el volumen:

> V:=int(Pi*sec(x)"2,x=-1..1)-int(Pi/4,x=-1..1);
_2sin(l)m 1

" cos(1) 2 '

2

5) Calcular el volumen engendrado por la rotacion alrededor del eje OY de la parte del plano
 limitada por las curvas y = 5(12— 13) ,y=0.

> restart: with(plots):
g:=x->5*(x"2-x"3);

g=x—5 =55
[Para saber de qué parte del plano se habla, calculamos los puntos de corte de la curva
Ly=>5 (x2 —x3) ylarecta y=0:
> solve({g(x)=0});
{x=0}, {x=0}, {x=1}

:Dibujemos la grafica en el dominio correspondiente para girarla alrededor de OY
> plot(g(x),x=-0..1,scaling=constrained);
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=La superficie que genera la curva y= g () al girar alrededor del eje de ordenadas tiene la

| ecuacion z = g (\/ >4 yz ) Podemos representarla:
[> plot3d(g(sqrt(x~2+y~2)),x=-1..1,y=-sqrt(1l-x"2)..sqrt(1-x"2),
scaling=constrained,orientation=[90,60],axes=none);

;Calculemos el volumen:
> V:=Int(2*Pi*x*g(x),x=0..1)=int(2*Pi*x*g(x),x=0..1);
1

I/:=Jm 2nx(5x2—5x3)(lx=ln
Jy 2




