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4. ;Centros o focos?

Dado el sistema analitico:

Ux' = An(x,y)+An+1(x,y)+...
[S] O -} n+l
Oy' =B (x,y)+B ~(x,y)+...

abordaremos en este capitulo uno de los casos en que no basta el teorema 3.2 para precisar su
estructura local: cuando son complejos todos los 'autovalores' de la aproximacién homogénea
(necesariamente n ha de ser impar). En ese caso sabemos que no hay orbitas que pasen por el
origen con pendiente definida y el punto es un centro o un foco.

Analizaremos en la seccion 4.1 cuando la aproximacién homogénea [H] posee un centro,
un foco estable o un foco inestable. Veremos que esto dependera del signo de la integral:

=I 0 En_l(Z)

_ph n
=) o Pri1@) dz , con Ppiq(2)=B"'-zA (1.2) En1(2) = A" +B y|.2)

con Pn41(2) sinraices reales (cuando sea | =0 habra un centro). En 4.2 avanzaremos en el
problema de determinar analiticamente el signo de integrales de la forma | para n=3 (problema
nada trivial) y aplicaremos los resultados en 4.3 al estudio de sistemas concretos.

Para determinar el signo de | para n=3 comenzaremos hallando su valor en términos de las
raices de los polinomios de tercer grado que aparecieron en la seccion 3.5. Luego trataremos
varios casos de P, factorizables para los que se puede dar una expresion algebraica de | en
términos de los coeficientes, detallando al tiempo cuando P, sdlo posee raices complejas.
Deduciremos a continuaciéon una condicién necesaria para la anulacion de | : debe anularse un
polinomio |y de orden 6 en los coeficientes de E, y Py .

Estudiaremos después lo que sucede al afiadir a [H] términos de mayor orden: los focos se
conservaran, pero los centros pueden convertirse en focos. Primero repasaremos en 4.4 los
muy estudiados centros elementales (su estabilidad la determinan los llamados valores focales
o0 constantes de Lyapunov |, (polinomios en términos de los coeficientes del sistema); para
que el sistema no lineal tenga un centro deben anularse todas las I ). Luego trataremos los no
elementales en 4.5, con mas detalle los de aproximacién cubica. Para estos centros cubicos (es
decir, con 1=0) perturbados la siguiente condicion que da su inestabilizacion sera una integral J
mucho méas complicada que la | (la J vendria a ser la siguiente ‘constante de Lyapunov'):

([ R, Q2 JZ E2
J= J'_OO P45/2 Py 712 ]Edz , con E(2)= exp[ 0Py ]
3,5 A3p5 4 4.0.73p4 3,4
Qg(z) = B°A>-A’B |(1,Z) , Q12(2) = [B*-zA"|[A°B*-B°A ]|(1]Z) .
Esta J (evidentemente no calculable en general) la conseguiremos reducir a otra similar con el

numerador de grado 2 que, en ocasiones, tendra signo definido. Si esto es asi, habriamos
probado algebraicamente que el centro se ha convertido en foco.
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La primera prueba (con errores; ver [31]) de que en un sistema analitico no pueden existir
centro-focos por no poder acumularse los ciclos limites se encuentra en [1].

Que la distincion entre centro y foco homogéneo depende de una integral se puede ver ya
en [3]. En [6], [26] y [35] se utiliza una integral similar a la | que hemos definido pero el
numerador de su integrando es A" . Considerar dicha | (utilizada en [32] y [38]), simplifica aun
mas los célculos al tener el numerador de un grado inferior (lo que la hace estrictamente
convergente; ademas deja claro que se anula, como debe, si el sistema es exacto).

No parece existir ningln resultado similar al teorema 4.2 ni a las demas técnicas de
distincion entre centros y focos (expuestas en [38]). En [32] se dan condiciones algebraicas de
estabilidad de focos cubicos (y de mayor orden), pero a partir de la suposicion de que el
polinomio del denominador de | ya esté factorizado, con lo que se evita la principal dificultad.

Hay muchas referencias sobre los centros lineales perturbados de 4.4. Esta seccién no
deduce resultados nuevos, aunque si presenta, de forma simplificada, detallada y facilmente
reproducible con ordenadores modestos, el calculo de los primeros valores focales. El I3 esta
calculado, por ejemplo, en el capitulo IX de [8] (por la via aqui seguida, pero sin detalles) o en el
3 de [13] (de modo totalmente diferente). Nuestras integraciones por partes para abreviar el
calculo de los siguientes valores focales son similares a las de [12] o [21]. Un camino alternativo,
basado en desarrollos en serie de funciones de Lyapunov, esta descrito en [3], [10] o [15]. No
conocemos expresiones tan reducidas como la nuestra para I en el caso general.

Se han calculado muchas mas veces las |, para sistemas concretos, con el fin de obtener
condiciones algebraicas necesarias y suficientes para la existencia de centros y avanzar en el
principal problema abierto en la teoria de sistemas polinomiales planos, el llamado problema 16
de Hilbert sobre el maximo numero de ciclos limites de un sistema polinomial de grado n, no
resuelto siquiera para n=2 (ver [22] o [30]). Un buen articulo de resumen sobre la integrabilidad
de los sistemas cuadraticos x‘:y+ax2+bxy+cy2; y':—x+ex2+fxy+gy2 (sobre los que hay mas
de 800 publicaciones) es [27] que indica los errores de alguna referencia anterior (la clasica y
muy citada [4] o [16]), ademas de probar condiciones de centro, como las nuestras, en términos
de los coeficientes del sistema inicial (y no del habitual con e+g=0 al que se lleva mediante un
cambio de variable). Se dan condiciones de centro bastante compactas en términos de la forma
compleja de estos sistemas en [29]. Para los centros perturbados con polinomios cubicos se
puede ver [33] que se basa en [5]. Sistemas con términos cuadréticos y cubicos se tratan en
[23], [28] u [34], con términos de orden cuatro en [21] y [35], de orden cinco en [37] ...

Hay muchos menos resultados sobre los centros y focos homogéneos perturbados de 4.5.
Que un foco se conserva esta probado en [35]. Integrales (en polares) en la linea de la J del
teorema 4.4 (presentada en [38]) aparecen en [3], [9], [18], [19], [25] o [28], pero casi nada se
dice sobre la determinacion efectiva de su signo, ni se realizan nuestras reducciones. Y los
sistemas con focos no elementales analizados son mucho més faciles que los nuestros (por
ejemplo, es P4=1 en [28]). En relacion con este tema es importante tener en cuenta el articulo
[7] que prueba a través de un contraejemplo que, en general, el problema de distinguir entre
centros y focos de este tipo de sistemas es, a diferencia de lo que ocurre con los lineales,
algebraicamente irresoluble. Hay reflexiones sobre esta idea en [14], [20], [24] o [25] .

Un breve y buen repaso de la poligonal de Newton (que se utilizara en este y, sobre todo,
en el siguiente capitulo) se puede leer en el capitulo 2 del [11]. Libros de geometria que tratan
este tema (y que también exponen resultados sobre polinomios) son [2] y [17].
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4.1 Sistemas homogéneos.

Consideremos primero el sistema analitico homogéneo

H] H x' = A"(x,y) =anox"+...+agy"
Oy =B"(x,y) =bpex"+...+bgny"

Escrito en polares [ c=cos8, s=sen6, como en el capitulo 3 ], adopta la forma:

r' = [cA"(c,s)+sB"(c,)]" = M (8) " dr _ Mp(®)
[P] Oe = [cBn(c,s)—sAn(c,s)]rn_1 = m,(6) M=l 7 de T my(6) '

Supondremos que el denominador mp(0) = bnocn+1+ ...—aOnanrl no se anula para ninguin

8 (por tanto, debe ser el producto b,g-ag, < 0 ). Entonces sabemos por el capitulo 3 que no
existen variedades que lleguen al origen con pendiente definida y por tanto [H] tiene un centro
o un foco en el origen. Recordemos que para que mp no tenga raices reales es necesario que
n seaimpar. Como Mp y mp son entonces Te-periddicas, esta claro que la r de las orbitas
tendera a infinito con 0, sera funcion periédica de 6 o tenderd hacia 0 al tender 6 hacia
infinito, segun sea mayor, igual 0 menor que cero, respectivamente, la integral:

_ W2 M, (6)
1‘va mn(®)

;>0 ;<0
[H] tendra entonces un centro en el segundo caso y un
foco en los otros dos. Para precisar la estabilidad del

8'>0
foco no basta precisar el signo de la integral. Es @ @
HCAO)

necesario conocer, ademas, el signo de mp(6), o lo que
es lo mismo, el signo de bpg oelde agn (si agn>0, 6
decrece con t,y crece si agn<0):

Hagamos algunas operaciones para facilitar el calculo de la integral. Observemos primero que

d _ n 25N 2,n n n n. _
dg Mn = —CsB'y+c"By+ s"Ay—csA'y —B's-A'c =

= Al + By —c(cA+sA" ) — A'c — s(cB"+sB")) - B"s = A"y + B", — (n+1)M,,
puesto que para cualquier polinomio homogéneo P(x,y) de grado n se cumple que:

XPy(x,y) +yPy(x,y) = nP(x.y)
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Por tanto, si llamamos | E,_1(x,y) = AnX (xy) + Bny(x,y) , Se tiene:

1 W2 En_41(c,S) 1
W= ———d0—- —~
n+1l J—m/2 mp n+1

2 1 (W2 En_4(C,S)
[nimal] ) = et wp om0

Olvidamos la constante positiva, hacemos el cambio de variable z=tan8 en esta Ultima integral,
utilizamos para su denominador la notacién del capitulo anterior y definimos:

_ (W2 Ep_g(cs) J.oo En_1(1.2)

= Lo Mp(8) oo Prpg@ %2 Pra@ =B (12)-zAN(12)

[Si no hay ninguna érbita de [H] que llegue al origen con pendiente definida es Pp41(z)#0 Uz ].

Recopilando lo anterior se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.1

Supongamos que P,41(2)20 [Jz. Entonces:

Silaintegral 1=0, el origen de [H] es un centro.
Si 1.agn,>0, el origen de [H] es un foco estable.
Si I.agy<0, el origen de [H] es un foco inestable.

[Si el sistema es exacto se tiene |=0 vy el origen es un centro, como debia ocurrir].

Veamos la forma particular que adopta el teorema para los dos casos mas sencillos: n=1 y n=3.

X'=ax+hy

Si n=1, el sistema es lineal: { ,
y'=ex+fy

y se tiene:
P2(z)=—b22+(f—a)z+e , Eg=atf.

Para que tenga centro o foco debe ser P,(z)#z0 Uz - (f—a)2+4be<0 [0 be<0]. Como

_readt o omad) _
= I—oo —bz2+(f-a)z+e dz = ~sg(b) vV —(—a)*~4be s0ll-bl = ~sgla+]

y por tanto:

si a+f=0 el origen es un centro,
si a+f<0 el origen es un foco estable
si a+f>0 el origen es un foco inestable

( Resultado inmediato a partir de los autovalores del sistema: A = % [ fratV (f—a)2+4be] ).
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Oy’ = 4x34hy? 2, 4,3
Si n=3, nuestro sistema es [H3] O X ax3+ bx2y+cxy2 +dy3
Oy'= ex +iX%y+gxy“+hy
Para que tenga centro o foco debe ser:

P4(2) = —dz*+(h—c)23+(g-b)z%+(f-a)z+e%0 Oz (O de<0).

dz

2
Ahora | = J’°° (c+3h)z"+(2b+2g)z+(3a+f)

~ _dz*+(h-c)z°+(g-b)z%+(f-a)z+e

es la integral que informa sobre la estabilidad. Para calcular | necesitamos factorizar el
denominador. Esto, en teoria, se puede hacer ya que, como vimos en 3.5, existen formulas
para el célculo de las raices de un polinomio de cuarto orden. Pero son poco Utiles en la
practica. En la seccion siguiente abordaremos el problema de precisar con detalle cuando el
denominador no tiene raices reales y el problema general de determinar el signo de 1. Pero por
ahora, nos limitamos a hallar directamente | en dos casos en los que la descomposicién del
denominador es especialmente sencilla.

Primero, supongamos que Py(z) = —d[22+Az+C]2 , siendo 4C-A%>0 .
Debe ser entonces:

h—c=—2dA , g-b=—d(A%+2C) , f-a=—2dAC , e=—dC?
Por tanto:

A=y C= pHdboeh?) ~ 4C-A%= 5 [edlb-g-3(e-)]

y han de satisfacerse las siguientes relaciones entre los coeficientes:

c-h 2 1 272
f=a-"7[4d(b-g)-(c-h)7] , e = — 5 [4d(b-g)~(c-h)“] @)
8d 64d
Es facil de calcular una integral de la forma:
2
0 asz<+aqz+a 2a,C+2ap—aqA
[ 2T 0z = o™ 2 D @
—© [z22+Az+C] [4C-AT]

De lo anterior se deduce que:

8d%a+d(5bh—3gh-bc—gc)—h(c—h)?
[8d(b-g)-3(c—h)2>/

| = —sg(d) 161

Asi pues, si 8d(b—g)>3(c—h)2 y los coeficientes del sistema satisfacen las relaciones (1),
concluimos que el origen de [H3] es del tipo esquematizado a continuacion:

2 9 <0 - foco E
8d“a+d(5bh-3gh—-bc—gc)—h(c-h) =0 - centro
>0 - foco |
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Otro caso facilmente resoluble aparece si a=f y c=h, entonces:

Pi2) =—dZ+(gb)re=0 - 2=t [P 448 ]

Las cuatro raices de Pg4(z) han de ser complejas. Esto puede darse en dos casos que
conducen a las dos posibles factorizaciones diferentes del polinomio bicuadrado P4:

Si % > 2'\/ - g =2S, el corchete es real y negativo y hay cuatro raices imaginarias puras. Asi:

P4(2) = —d[z%+C][z%+D] , C,D>0

Como

co a222+alz+a0 a0+a270D
I_ 2, 2. O T - ®)
®[2°+C][z"+D] 7CD[\/C+\/D]

y se tiene que

vcp =S, C+D:% ~ VYc/p :;7 IC-’_Tg+2s

deducimos que

00 2
I_J- 4cz +2(b+g)z+4 dz a+cS )

—© _q[z2+C][z%+D] dSV-bTTg .\ 9

sg[d.l] = —sg[ a+ cS]

Asi pues,

Si -2S <b—_g <2S, 22 es complejo, las raices de P4 tienen parte real y entonces:

P4(2) = ~dlz+Az+Cllz%-Az+C] , 4C-A%= 29 42550, C=5

Ahora:
2
o arz +aqz+ag agtasC
02 ) dz = L] Sp—— (5)
[z7+Az+C][z7-Az+C] cV4c-A

y obtenemos para | exactamente la misma expresioén (4) que en el subcaso anterior.

Si % =2S, es P4(z)=—d[22+C]2 , C>0 yelvalor de |=—2T[Lg/82 esta recogido en (4).
ds

bg

Y, por ultimo, si d

<-2S, el denominador P,4(z) posee raices reales.

Resumiendo, en el caso de que sea

a=f , c=h y b—;g>—2'\/—%

deducimos del teorema 4.1 que el origen del sistema [H3] tiene la siguiente estabilidad:

<0 - foco E
cV]e|+aV]|d| | =0 - centro
>0 - foco |l
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—5u3 ,,2 .3
= 22x3 Xy~ -y y 3 - P4(2) = Z4+2mz%+m? = [2%+m]?

. X'
Ejemplo 1. 2
y' = mXxXT+2XTy+2mxy -y

[ |

Este sistema posee un centro o un foco si m>0 . Para precisar su estabilidad podemos
acudir a las formulas de los dos casos analizados. De cualquiera de ellas deducimos que:

0<m<2 - foco | m=2 - centro m>2 - foco E

Integrando graficamente con el ordenador para los tres valores de m indicados abajo:

= _xby+rax3y2_ys

X'
y'= 3x5+6x4y+2x3 2

O
Ejemplo 2. O
jemp O y+ax2y3

- Pg(2) = 25+3 [z+1]2 >0 paratodo z.

o Ex(l,z L 2
Tenemos que ags=—1<0 y que 'ZI_OO Ff'é(z))dz = 6_]’_00 226(;)1 dz.

Por el teorema 4.1 esta claro que si a=0 el origen es un foco inestable. Pero para discutir lo
gue sucede si a<0, al no disponer de una expresion exacta de | (que es lo habitual),
tenemos que evaluar numéricamente las integrales:

2

® 2 47=1.7456 ® L1 _4z~1.0857
I—oo Pg(2) ' ' I—oo Pg(2) '

El cambio de estabilidad (el centro) se da, pues, aproximadamente para a=—1.615 .
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4.2 Célculo de laintegral | para n=3.

En la seccion 4.1 vimos que, si no existen variedades que lleguen al origen, la distincién
entre centros y focos de un sistema con aproximacion homogénea de tercer orden se reducia
al célculo de una integral de la forma

_~ E2@
=[, P,2)

siendo E» un polinomio de segundo grado y P4 uno de cuarto sin raices reales. Denotaremos:
- 2 R 3 2
Ex(z) = ayz™+agz+ag y P4(z) = mz +pz~+qz +rz+s

y usaremos la notacidn introducida en la seccién 3.5 para el estudio del P4(z) . Alli vimos que
dicho polinomio tenia cuatro raices complejas si D4>0 y V2<0 6 Q<0 o bien si D4=V2>=0, Q<0
y R£0 (= F=V2=0, Q<0 y en ese caso las raices eran dobles). Una condicion necesaria para
que esto suceda es que sea ms>0 . Suponemos desde ahora que ambos coeficientes son
positivos: m,s>0 . El valor de | seria facil de hallar si tuviésemos factorizado el denominador:

P4@) = m[z2+Az+C][22+B2+D] = m[z?—(z+2,)2+212,]|[2°~(25+24)2+2524)

Damos los siguientes nombres a las partes reales e imaginarias, a los médulos y a los
argumentos de las parejas de raices complejas conjugadas 21,z y 73,24 :

295=—% iy VAC-A? = axiB = r; [cosy tisend; ] , 4C>A%, B0, 6,001
2g4=—-5 iy VAD-B? = y£id = ry[cos8, tisend,] ,4D>B2, 50, 8,0(0,1

Tedricamente, utilizando las técnicas de la seccion 3.5, podriamos llegar a calcular A, B, C,
Dy las raices, pero obtendriamos una expresién nada manejable para | . Lo primero que vamos
a hacer sera escribir | en funcién de las raices de los polinomios de tercer grado que nos
surgieron en el calculo de las raices de los polinomios de cuarto grado. A partir de ahi podremos
expresar | en funcion de los coeficientes de los polinomios del integrando en varios casos
particulares. Recordemos que:

Z =m[C+D] = mla2+y 2+p%+3] , X=m[AB]=m[day] ,
Y = m[2(C+D)-AB] = 2m[(a-y)?+p%+5?]
satisfacian, respectivamente, las ecuaciones:
Z2-qZ2+KZ-N =0 , X3-2gx®+qX-qy=0 , Y3 -3RY-S=0
A partir de cada una de ellas podiamos calcular las otras:

xsz=q , x="0 2=
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Puesto que los discriminantes de los polinomios de tercer orden son positivos (al serlo Dg),
sus raices son reales. Z=Z1, X=X1 e Y=Y1 seran las descritas arriba y las otras tres parejas
Zp3,X23 € Yp 3 apareceran al agrupar de forma diferente las raices de P4(z):

[z—~(a+iB)] [z—~(y+1d)] = 2° — [a+y +i(B+3)] Z + [ay —BB+i(By+d)]
[2—~(@~iB)] [z~(y=18)] = 2° — [a+Y ~i(B+3)] Z + [ay —B3~i(By+0d)]
[z—~(a+B)] [z~(y=10)] = 2° — [a+Y +i(B-3)] Z + [ary +BB+i(By-0d)]
[2—~(@~iB)] [z—~(y+1d)] = 2° — [a+Y ~i(B-3)] z + [ary +B3~i(By-0d)]

Asi pues las otras raices, si llamamos E = Vac-A*J4p-B? = 435 , son:

Zg=m([2ay-2p 3] =7 [AB-E] < Z, =m[2ay+2B ] = 5 [AB+E] < 2,
X3 = m[(cx +y)2+([3 +6)2] :% [2(C+D)+AB+E] > Xy = m[(a+y)2+([3—6)2] :% [2(C+D)+AB—E] > X1
Y3 =m[-6B5— (a-y)°~p?-&%] < Y, =m[6B5— (a-y)>-p?-8 < Y,
satisfaciéndose:
ZyZ3= XgXo =3 [Y-Ya] = m4B3] = mE> 0
2)-23= XgXq =3 [Y1-Ya] =m[(a—y)>+(B+8?] = T [2(C+D)-AB+E] > 0

Z1-Z5 = Xo—Xq :% [Y1=Yo] = m[(a—y)2+(B—6)2] >0 (=0 si raices dobles)

Otras relaciones que utilizaremos y que se comprueban sin dificultad son:

X1 =243, Xo=21+Z3, X3=2Z1+Zy, O =Z1+Zy+Z3, 29 = X1+Xo+X3
K-L = 2122+2123+ZZZ3 s lez = K—L—23X3
2 2 2 2
Y1+Y2 = —Y3 , Y1Y2 = Y3 -3R y (Yl_Y3)(Y2_Y3) = 3(Y3 —R) y (Yz—Y3) = 3(4R—Y1 )

Pasemos ya al calculo de la integral. Si tuviésemos factorizado P,(z), podriamos hallar |
utilizando, por ejemplo, integracion por residuos. Tras unas pocas cuentas se obtiene:

|22 [ Ea(z1) N Ea(z2) O_
m U[z1-25][21-23][21-24] [23-24][z3-25][z3-24] U

_ 2mi Haz[ 2129(23-24)+(21-23)2324 | + ag[ 21-25+23-24 | + a4[ 2123-2,24 ] H
m [ [21-25] [23-24] 21-24? 0

_ @5+ (P +89)B] + ag[5+p] + 2a1[as+py] _

- 2 2
m By [(a-y)“+(B+5)“]
m azrlrz[rlsenezﬂzsenel] + ao[rzsen62+ rlsenel] + 2a1r1r2[sen(61+92)]
m rirosendisené, [r12+r22—2r1r2cos(61+92)] -

Lo 2a,[CVaD-B*+DV4C-A?] + 2ay[V4D-B*+V4C-A’] — a; [AV4D-B*+BV4ac-A%]

6
m V4D-B? V4C-A? [2(C+D)-AB+V4D-B*V4C-A?| ©
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Observemos que, puesto que los denominadores de las fracciones largas son positivos,
para determinar el signo de | bastaria determinar el signo de sus numeradores. Observemos
también que dichos denominadores los tenemos ya expresados en funcién de las X, las Z o las
Y. Veamos que el numerador también se pueden escribir en funcion de dichas variables y de
los coeficientes de P4. Esto se puede hacer de varias formas. Teniendo en cuenta que:

[o2 = [ VaD-B + Vac-A® ]2 = 4(C+D)+2AB+2E — (A+B)?
[,2 = [ CV4aD-B? + DV4C-A? ]2 = 2CD[2(C+D)+AB+E] — (AD+BC)?
[,2 = [ AV4aD-8? + BVac-A? ]2 = 4(A+B)(AD+BC) — 2AB[2(C+D)+AB—E]
deducimos:
m? []o2 = 4mX3—p2 = 4mZ3+4mq—p2 :% [8mq—3p2—4mY3]
m? |:|22 = 43X3—r2 = 4szg+4qs—r2 :% [8qs—3r2—4sY3]
m? I]12 = 4[K-X;%,] = 4[L-257] =§ [oL~a+Y3)]

Los corchetes [|g y [l son positivos. Por tanto:

177 2 177 2
[lo = a 4mX3—p y [l2 = E 4SX3—I’

El tercero, sin embargo, no tiene signo definido, pero puesto que:
sg [I; =—sg [sen(81+8,)] = -sg [cosB;+cosB,] = sg [AVD+BV C]

y como
m32[AV D+BV c][VD+V c] = m*?[(A+B)VCD+(AC+BD)] = [pVs+rVm]

deducimos que

0y = Y ey

Hemos encontrado, pues, una primera expresiéon de | en funcion de las X:

- o azo 4SX3—r2 + ao ;; 4mX3_p2 _ Sg[pVS-Fer] al;; K_XlXZ
[Xg-Xo] [X3—X4]

| (7)

Podemos también expresarla utilizando exclusivamente del Y3 (la menor de las raices),
cuya expresion en funcion de los coeficientes del P4(z) conocemos desde la seccion 3.3:

az_\/3§7—P—4sY3 +agV 3V-Q-4mY3 — sg[pVs+rVm] alv 9L—(q+Y3)?
T
2
Y3?-R

| =2

+

= 2n
con Y3:2\/Rcos(p3

. S
, Siendo @=arc COS 32
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Otras expresiones pueden deducirse del hecho de que también los productos de unos
corchetes del numerador por los otros pueden también expresarse en funcién de las X, Y o Z:

oo = 8CD—(A+B)(AD+BC) + (C+D)(AB+E)
o1 = 4(AD+BC) — (A+B)(AB-E)
[l [l = 4CD(A+B) — (AD+BC)(AB-E)
Por tanto:

m? [l [l = 2L—K+2Z,Z, = K—20Z3-Z3° = % [2Y32-2qY3-4q°+9K]
m? lo 01 = 4mr-2pZ5 :§ [6mr—pg-pY3]
m? 0,01 = 4ps—2rZg :é [6ps—qr-rY3]
Asi, multiplicando el numerador y el denominador de (6) por [J; obtenemos:

a2[2L—K+22122] + a0[4m23+4mq—p2] - a1[2mr—p23] _

| = 2m 9)
[25-2,] [23-24] V 4mZa+4ma—p?
o a2[2Y32_2qY3—4q2+9K] +3a,[-Q-4mY3] - 3a, [V-pYq] 10

V3 [Y32-R] V-Q—4mY,

Podriamos obtener formulas analogas multiplicando por [], . Y, por ultimo, en el caso de que

sea [[1#0 (es decir si pVs+rVm # 0 ), podemos multiplicar también arriba y abajo por dicho
corchete para obtener una nueva expresion (en funcion solo del Z3):

a2[2ps—rZ3] + ao[2mr—pZ3] - al[L—Z32] ~

| =sg[pVs+rVm] 21 a
plewrn [3232—2q23+|<_|_] VL_—Z32
3a,[W-rY3] + 33, [V-pY3] - a, [oL~(q+Y3)?
= sg[pVs+rVm] 2n a2[ Yg] + aO[ pY3] al[ (+Y3)] w2

[Y32-R] V9L—(q+Y3)2

A partir de ahora deduciremos férmulas para casos particulares en los que las ecuaciones
de tercer orden son resolubles. En primer lugar, vamos a volver a hallar el valor de | en los dos
casos sencillos analizados ya en la seccién 4.1: si existen raices complejas dobles y si p=r=0 .

De 3.5 sabemos que hay raices dobles si F=V,=0 (si Q<0 son complejas, si Q>0 reales y
si Q=0 hay raiz cuadruple). Otra caracterizacion de esta situacién se obtiene definiendo:

M Emrz—pzs
y observando que:
2V, = 2mQM—(rQ+qV)F (13)
pues entonces:
si p#0 , hay raices complejas dobles < Q<0 y M=F=0 (14)

[si p=0, las complejas dobles aparecen si ademas r=0 y g=VL ]
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Sea | F=V,=0 | = p>~4mpg+8m?r =16m2gs—6p2ms—18m2r2-3p>r+14mpqr+p2g2-4mg3

_p
8m?2

- p?] 5= p2]? - rai
r [4mg—p?] | s m[4mq p?] raices dobles.  |[..... ~
[ysi p£0, siys6losi M=F=0]

Las raices de P4(z) son complejas = Q<0 = 8mq>3p2

Haciendo B=A y D=C en (6) obtenemos (si m=1) de nuevo (2): ol

| J—OO 6.222+3.12+ao d 211 2&2C+28.0—8.1A
= S dz = —F— 555

232 ~— |=4

[4mq—p2]a2+8m2a0—2mpal
It
~ m[z2+Az+C]2 M [ac-A?]

15
o2

puesto que A=p/i2m , C=Vs/m= [4mq—p2]/8m2

Siahoraes | p=r=0 |, entonces D4:4L[q2—L]2 , V2:4mq[L—q2] , Q=—8mq . Asi:

g>VL — Dg>0,Vo<0 ; g=VL — Dy=V,=0,Q<0 ; 0<g<VL - Dz>0,Q<0 ;
—VL<q<0 —» Dg>0,Vo<0 ; g=—VL - Dg=V5=0,Q>0 ; q<—VL - DyVp,Q>0

En los cuatro primeros casos hay raices complejas (dobles si g=VL ). Asi pues:

Bs>q2/4m ,siqs0

Si p=r=0 las raices son complejas = g>-VL o _
gs>0,sig=20

Las dos posibles factorizaciones del P4(z) nos llevan a las férmulas vistas en 4.1.
Haciendo A=B=0 en (6) obtenemos (3) cuando m=1:

] a222+alz+a0 211 46.2[CVD+DVC] + 4a0[v D+VC] i ao+a27CD
— A A5 Qz = — — — — — = — — —
— m[z2+C][2%+D] m 4V DV 2[c+D+2VDV (] M VbV e+/D]
Y si B=—A y D=C aparece (5):
. .............. . 2
(o) a22 +a12+a0 dz _ E ao+a2C
I—°° m[22+Az+C][22—Az+C] m cVac_p2
U S ®
El valor de | lo podemos deducir de las férmulas anteriores o a partir,
por ejemplo, de (7). La ecuacién para las X es ahora:
— - a_\/s +a \_/ m
X3 29X+ L)X =0 - X15=06GgVL, Xa=g+/L - I=2m2——90°"= (16)
1,2 3 _ -
ViV VL

[Las cuatro raices estan en el eje imaginario cuando A=B=0, o
lo que es lo mismo, si la menor de las X es 0. Esto ocurre
o cuando g2VL,es decir, si 0<s<q?/4m, g>0.Si —VL<q<VL (si
s>q2/4m ) estaremos en el otro caso: las z se sitlan sobre una
circunferencia. Si g=VL hay dos raices imaginarias dobles].
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Consideremos otras situaciones en las que podemos dar una expresion algebraica de la
integral 1. La caracterizacién (14) de las raices dobles sugiere estudiar las dos siguientes.

En 3.5 vimos que haciendo z :% en Py(z) sellegabaa Py(x) = x4—2Qx2+8Fx +G=0.

Si|F=0 | = p3—4mpq+8m2r er= #[4mq—p2] , €s inmediato comprobar que entonces:

G=256m>s-16mp2q+5p* , G-Q? = 256m>s—4[4mq—p2]? , p’[G-Q?] = —256m°M

Como las raices de P4(z) son complejas silo son las de P4(x) , deducimos del caso p=r=0:

O 2 Ds *[q— , si gsq
Las z son complejas = [ >Q '?IQZO = N 4= %
0G>0,siQ<0 @s>4m2[q 16m] s|q>qQ
e | oo Las raices de Pg4(z) [traslaciones de las de Py4(x) ]
? tienen iguales, o bien las partes reales (si O<G<Q2 .
Q<0) o bien las imaginarias (si G>Q2 ).
: (si escribimos p, g, r enfunciénde A,B,C,D se
; llega a las mismas dos posibilidades, pues se tiene:
P R . . ..
o F=m° [B-A] [ @C-A?)—(4D-B?) ] )

Para calcular | basta hacer explicitamente el cambio z = —J y utilizar la formula (16). Se obtiene:

o a2x2+[4ma1—2paz]x+[l6m2a0—4ma1+p2a2] - az[VG+p2]+l6aOm2—4a1mp
I= 4I . 20246 dx = 2V2m 77 (17)
B B vGVVe-Q

Podemos obtener (17) por un camino mas largo, pero que permite relacionar este caso con
el siguiente ( M=0). Si fuese p=0, seria también r=0, caso conocido. Sea p#0 y definamos:

f= g = p2+8mzé -4mq , h=Q-2f = p2—16m2§

En estos términos se tiene que si f=0 las z son complejas si:

2 .
{M<O,sih20 %S>m[*] sih=0
e
G>0,sih<0 — Hes Py 16m] si h<0

Se ve sin dificultad que las raices de P3(Z) son:

—om ! _1 2.7 1 =
Zo=2m ), Zy =g [P /6] 0 Z5Z =5 [V6-h]

Asi,lamenordelas Z es Z_ tantosi h<0,comosi h<0 y M<0 (pues G:h2—256m3M/p2).
(si h<0 y M=0, Z,=Z,>Z_ y volvemos a comprobar que hay raices dobles complejas).

Se podria calcular (17), por ejemplo, a partir de (10). Usariamos que Yg=3Z3—q = i [Q-3VG],

pQ _
4m » R= 64m?

y otras identidades que se deducen de (3-12) como V=— [Q2+3G] .
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Sea| M =0

M = m3[c-D][B>C-A%D] , WmzpVs=m>?[Vc=VD][BVC+AVD]

= mr°—p“s . Busquemos primero la geometria de las raices. Se comprueba que

Portanto, rVm+pVs =0 (M=0, K<0) « _i:—i = 01+0=m -
e D 2|
» K>0 /.,---'- \‘o - .:.
¢ f' N rVm=pVs (M=0, K<0) S| K<o
: \ cp 6 A =B F
‘ . K vc Vb
-*. ‘\______‘_ ,’. « r1:r2 o) 91292
¢Cuando las z son complejas? Sean las f y h de antes. Se tiene: Q = 2f+h, V—fn:.
Supongamos que p#0 (= r#£0) y despejemos s:m(r/p) . Sustituyendo se llega a :
V2 4r
(5) -

Vo=tV , Vy Eq2+2méq—3pr ;

D4 ()fDM , DM [q+2m ] 4pr—

Las raices de P3(X) son:
1y V
=5[-, -Vom]

r 1 I
X0=q—2m6 , Xy =§[q+2m6 +Vbv ] - XogX4 =

Y las de P3(2):

Si | K<0

JL

Comprobemos que las z son complejas < <0 « a> 4

. 2 2 5
Si >0 - Q>0 , V=0 +(2m5) -5 =5
Si f=0 setiene que Q>0, V,=D4=0 . Raices reales y dobles

Sea f<0. Sifuese Q<0,todas las z serian complejas.

. 2 9
Si Q>0 - Vy=q 4Py

Para calcular | podemos usar (7). Se tiene que: ;74SX3—I’2 é;/ X3 —p2 .
Si f<0 - v <0 - Xg=Xy>X>X_. Entonces 4mX3—p2 Yy [Xg=Xil[Xg—X ]—*
Asi pues:
7_ " larag) ] (18)
Podemos dar una expresién valida también si p=r=0.Como - :?\;m y —f= 4m[q+?/L—4
S
2
e (19)

aZVs + a \_/m

VL \_/o

| =21 , Siendo 0:q+\/L—4m

(0 pVs+rVm=0, Zmé =—VL) es h>0, Dy>0, D420 (=0si f=0)

—VL:

f>0,V,>0, Ds>0 - lascuatro z son reales.

! Q>0 - Vo<0, Dg>0 ytodas complejas.

2
P~
m]
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Seaahora | K>0 | (O pVs=rVm#0, \/L:Zmé , h:;}@ [K=4L] , —f:4m[q—\/L—%] ).
L

La situacion es mas complicada. Probemos que las cuatro z son complejas siy solo si:

2 -
%q > PZ 4 YL (<0), si K24L (h20)

@q >2VK-VL , si Kg4L (h<0)
2
Recordamos que Q = 2f+h . Ademés es Vy, = ( % +55[n=T] ~ VyDy =55 [F+h].
Sea h=0: si >0 O Q>0 ; siademas Dy <0, es Dy<0 y hay raices reales.
si D=0 entonces D4=0, V>0, V>0 y reales.

si =0 0 D4=V,=0 ycomo Q=0 hay z reales.
si <0 O Dy>0 O Dz>0,V)>0, V,<0 y todas son complejas.

Ahora supongamos h<0 - 4mVK>p2. Resolviendo Q,f,V,V)\ y Dy en g se tiene que:

_ 3p? _p? r o
Q=0 =qg=aq=g, : FO =q=0g=  +2m;  ; V=0 = q=q,=6m;

VM=0 = g=qy = - mé +V (mr/p)2+3K ; DM=0 = g=qps+= +2VK —Zmé

Se comprueba que si h<0 : qD_<qV_<O<qQ<qv+<qf<qV Y Op+<Qy+ - Y ademas:

Si g>q;, Q<0,f<0,Dy>0,Ds>0 - complejas
Si g=g;, =0, Vo=D4=0, Q<0 - complejas y dobles (M=F=0)
Si qp+<q<cg; , =>0,D,>0y6 Q06 Vyson<0 - complejas

En los demas casos 6 Dy<0 0 Dy4=0y V570 & Dy4,V5,Q>0 ylas z son reales.
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Por tanto son complejas si g>gp, . Reescribiendo h, g; y qp+ enfuncionde K y L sellegaal

resultado. Y se ve que en los distintos casos con z complejas las Z estan ordenadas asi:
Si f<0: Z,>Z,>Z =735 ; si =0,h<0: Z,=Z,>Z =75 ; si >0,h<0: Z>Z,>Z =73
(cuando C=D < rq=r, debe ser Z:Zmeé ; esto ocurre si 20 ; si <0, se tendra 6,=6,)

El valor de | lo podemos deducir de (11):

[a2r+ aop] [Zmé -Z5]- a1[4m2(£)2—232] ar+agp-a, [Zo+Z ]

| = sg[p]m = sg[p]en (20)
r V - ;7 +
[21-25][25-25] 4"12(5)2—232 Vo VZo-2-VZorz-
Y tras unas cuantas cuentas se puede dar una expresion valida también cuando p=r=0:
_ [a Vs+a Vm][q+VL+Vm]—2a pVs _
I=m/2—2 0 1 ,siendo @ = (q+VL)°—4K (21)

V(,) VL-‘; q+VL—;77L+VQ)
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Antes de seguir con los demas casos particulares vamos a dar algun resultado general. Una
condicion necesaria para que las raices de P4(z) sean complejas es que sea su discriminante
D4>0 . Miremos este D4 como un polinomio de tercer grado en s:

Dy(s) = pss‘q’+q582+rss+sS = 256m3s3 — (128m2q2-144mp2q+27p#+192m2pr)s2 +
+ 2(8mq4—2p2q3+72m2r2q+9p3rq—40mprq2—3mp2r2)s - r2(4mq3 p2q2—18mprq+27m2r2+4p3r)
Con el ordenador es facil comprobar que este polinomio tiene por discriminante:

27F2 Q

D3g = _16F%H° , con H =32mq3-9p2q2-108mprq+27r (4m2r+p3) = 16m2

=4mS-3QR

Sies F£0, el signode H nos dirasi Dy(s) tiene 3,20 1 raices reales. Probemos que:

Si F£0, las raices de P4(z) sontodas complejas < s>sp;, siendo sy, laraiz mayor de Dy(s)

Como F#0 no puede haber raices dobles complejas. Asi si D4<0 hay raices reales.
Sies Q<0 O H>0 sdlo hay unaraiz real (s),) de Dy . Si s>sp, es D4>0, Q<0 y son complejas.

—H-16m2QR
96m?2

3 g2
Si QH>0 y s>s O 4R27S =Ds,>0 O R=0 O [por (3-12)]V, = <0 . Complejas.

Si Q>0, H=0 O V, :—% S= 3QR , Dy= 27 [R 2] Asi D, tiene una raiz simple sy; y

una doble sy<s); . Si s>s; O D4>0 0O R200 VZSO ycomplejas. Si ssspy es Dy<0.
Enfin, si Q>0, H<O0 hay tres raices reales de Dy : Sp>Sp>S, -
Si sy es laUnicaraiz de V,=0 se puede comprobar que:

7\
2.2 2
HF : 9HF / \ s /
D4(Sv) =— 4m2Q3 <0 , D4 (Sv) = <0 V

mQ? / Sm
La posicion relativa de Vo, y D, es la de la derecha, y por tanto,
sélo son complejas las z si s>sy; (si sO(sy,Sg) hay cuatro reales).

Podemos deducir la expresion general del sy, a partir de las formulas de 3.3:

Sm =

|:|768m3[27Rs cos( arccos 3/2) qs] si H<O

2/3

donde Rg=Q[8R7F)+Q] |, Sq = 8(27F2)2+20(27F2)Q3-Q° [(27FA)-Q3] .

Para g grande la expresion del sy, es la primera (H>0). Si g es muy negativo (H<0) la segunda
(y Dgy(s) tiene 3 raices reales) ¢Y en general? El discriminante de H respecto a q resulta ser:
D3q = 4r(27ph)°

Asi, si Kh<0 hay un Gnico cero gy de H(q), con lo que hay sélo una raiz real de Dy(s) para
g>gy , una doble y una simple si g=gy Y tres raices si g<qy .Si Kh>0, H(q) tiene tres ceros
01<02<03 Y Dy(s) tiene un unico cero para q(qq,0,) Y 9>03 . No es dificil ver que qg, tnico
cero de F, esta situado respecto de los de H de la siguiente forma: si K<O (O h>0) es gg<qy;
si K>0, h<0 es gy<qg;ysi K,h>0 se tiene que q,<0<qy<qg<q3 . Los casos h=0,p=0 y r=0
son mas faciles de tratar por la presencia de raices dobles (si r=0 ademéas es s=0 raiz de Dy).
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Viendo sy, como funcion de g, ¢qué aspecto tiene sy,(q) ?
Para hallar su forma asintética podemos utilizar la poligonal de
Newton del D4 considerado funcion de q y s . Los términos
de D4 en negrita son los relevantes para este estudio. Para q
grande, la Unica raiz de D4=0 es entonces de la forma:

;q2/4m doble ?7?

s:r2/4q+,..
sm(@) = [r/4]/q + o(1/q) . q
El otro segmento exterior, por la duplicidad, aun no nos aporta informacion.

Pero haciendo s:s*+q2/4m , Se obtiene el nuevo polinomio:

s* =—q2/4m+...
D4(q,s*) = 8g2(8m3s+2+p2g3)/m+256m3s*3+...

S*

3/2
. _ , _ s =+|p|[-g/2m] > “+...
Y su poligonal permite concluir que para —q grande se tiene:

sp(@) = g2/am + [p|l—a/2m]*’2 + o(-q13/2)

(ademas es sp = g2/am—|p|l-q/2m]32+... |, sy =r2lag+...) q

r
p
El (dg.Sg) es un punto singular de la grafica de D4=0 porque anula también las derivadas de

D, respectoa q y s. Trasladamos al origen haciendo: q=g*+qq, S=s*+sp -

2 2
Analicemos, si p#0 , laforma de D,=0 cercadel (qg,sp) = (fl)ﬁ +2m mFrTZ) en el que F=M=0.

s* Da(q*,s*) = h2(s*2 +[p2/am2-2rip]a*s* +(r/p)2q*2) +...
¢ = [iipp?len? 4(0*,s*) = h=(s*<+[p plg*s*+(r/p)<q*<)
+ipiht/%8m?] g+ +...  Portanto, (dg,Sp) es un punto aislado de la grafica si h<0.
Si h>0 , D4,=0 consiste en dos curvas que se cortan en
o o0

q* (dg,sg) con las tangentes distintas dadas por la poligonal.
[si h=0, se puede ver que D,=0 es una curva derivable].

Para hacer dibujos globales de D,=0 simplificamos P,4(z) haciendo (si p,r#0) los cambios

de variable z:er/p si K>0, z:y7:r/p si K<0 que lo convierten en polinomios de la forma:

Pamy) = yHpry>+qry?+pry+s si K30, Py(y) = yH+pry>+qry?—pry+st si K<0
[es p*:pr/r/m , g*=pg/mr si K>0, p*:pvzp/r/m , g*=—pg/mr si K<0 y s*:pzs/mr2 en los dos casos]

Para ambos polinomios los K*:ip*2 , f*:p*218—4q* (K>,<0), h*:p*2116 (K<,>0) y M*=1-s*
tienen el mismo signo que los K, f, h y M iniciales. Las zonas del plano g*s* en que las y
sean complejas describen asi donde lo son las z . De lo visto hasta ahora se deduce que estas
zonas son, en esencia, las del dibujo de abajo en trama mas densa (en las menos densas las
cuatro raices son reales y hay dos reales y dos complejas en el resto), limitadas por la o las
curvas (en trazo grueso) que forman el s*\ (g*) . Las curvas de trazo fino son las otras ramas de
D4=0 (sus puntos singulares saldrian de H*=0). En el punto con f=M=0 hay raices dobles.
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Volvamos a hallar | en casos factorizables. La forma de las ecuacionesen Z, X e Y nos
lleva a considerar, respectivamente, los tres ultimos:

N =0 | = mr2+pzs—4msq O g= %20 o F :% [2L-K] . Comprobemos que:

todas las z son complejas < K| #0.

Llamemos W =q%-4K, . Se satisface: L2W = N?-4L2(K-L)% = M?+L(2L—K)? 2 0 .
Como R= q2—3K|_ , S= 2q3—9qK|_ deducimos que:

D4 = 5 [4R*S?] =KW O Dg0

Si K =0 = pr=4msz0 [ F=4m?r£0 y las raices mdltiples son reales.

Si W=0 = M=0,K=2L O F=M=0, p2:2mq¢0 (0 Q<0). Raices dobles complejas (y K <0).

Sir=00 4mq:p2 .Si p=0 es g=0.Si pz0 es F=0, h>0, M<0. Complejasy K <0.

Sir£00 s= mr2/[4mq—p2] con q>p2/4m , describe una curva continua en el primer cuadrante
del plano gs . Esta curva, formada por puntos con D420 , ha de estar dentro de cualquiera
de las regiones de z complejas del dibujo de la pagina anterior. Solo tocara sy, (si K>0) en
el punto de z reales en que sea K;=0. En los demas puntos seran, pues, complejas.

Obtendremos dos expresiones para | dependiendo del signo de K| . Las raices de P3(Z) son
1 -
Z=0y Z, =§[qi\/w]

Si K| >0, la menor de las tres raices (Z3) es 0 y como sg[st+rV m] = sg(p) deducimos de (11):

a»ps + apmr — 2a,ms
| = sq(p) 4rr 2222740 1 (22)
VLKL

Si K <0, lamenores Z_ y se obtiene a partir de (9):
9 2a2[2L—K] + 2a0[2me+2mq—p2] - al[p\_/ qJ—pq+4mr]
= 21

Vo [V y—q] V 2m y2ma-p?

¢ COmo estan situadas las z en el plano complejo? Poniendo p=m[A+B], g=m[AB+C+D] ,
r=m[AD+BC], s=m[CD], A=—2r,c0s8, , B=—2r,c0s6,, C:r12 : D:r22 y factorizando:

(23)

3 2 2 ‘- @
0 = N, = m°[C+D][A“D+B“C—-4CD] = .~s’/‘§.-' NS
S ')_):"«"
4m3r12r22[r12+r22][Coszel—senzeﬂ / A
K S
T 31 T T N Rt
= el+62: E , ? s 61—62: E ,— E -*;‘\‘ ‘® .",0,.‘."
e . Como Z3= m[2ay—2[3 6] = 2mrqr,cos(8,+6,) , las primeras dos
"N\ ' situaciones se daran cuando sea Z3=0, lo que sucede, como
. hemos visto, cuando es K| >0 (estaran a la izquierda o a la
_-'\/ derecha dependiendo del signo de p ). Cuando K <0, se
e '@ , 0 . .
. daréa la tercera, 81—8,=%172 , dibujada a la izquierda.




75

gNn=0 | = mr2+p25—prq .Si p=0 = r=0 yel valor de | nos lo da la férmula (16). Sea p,r£0 .

Despejando s y sustituyendo en Py(z) : * °
_r r — 24 2P A T
s=plam 10 Py@)=miz™ 2% ze ]

Las raices del primer corchete son complejas siy sélo si K>0. + °

El discriminante del otro es D, = ﬁ [K-L] .

Concluimos que, cuando Kz0 , las cuatro raices de P,4(z) son complejas < O<K<L .
Para el calculo de | podemos basarnos en la expresion (6), pues conocemos

A=0,c=1 ,B=B p=03 _I =P yp A2 P p g
p m m p mr mer

Tras unas pocas cuentas, y llamando Z=-K, , se llega a:
— - r r = r =
a2[2ps+r\/Z] + a0[2mr+p \/Z] - alK _ T[a2 p[2q—2m 0 +\/ ]+ a0[2m D +\/ 3]~ ajr

V= g+V=1 VK Vs [g+V=] Viip

I'=sg(p) TT (24)

S=0 = 2q3—9qK—18qL+27N . Se deduce de las férmulas (3-12) que entonces:

1

SRQ . m*QR=5[Q%-27F7]

_4 03
Dy=57 R, Vo=

Por tanto, si Q<0 , todas las raices de P4(z) son complejas. Si Q>0 hay raices reales.

Y sitambién Q=0 O q= 3%12 , r= 15:12 0 R= %[4L—K] ylas z son complejas si 4L>K .
Como las raices de P3(Y) son:

Y;=V3R 2 Y,=0 2 Y3=-V3R )
concluimos a partir de (10) que: ( (y,gé) ’
e =T a,[2qV 3R+6R—-4q+9K] + 3a[4mV 3R-Q] — 3a [pV 3R+V] AR . iv‘? .édfﬁ'%)

3 R V 4mV3R-Q ,
°

La geometria de las raices es menos clara. Se comprueba que

S=0 o (a—y)>+B>—6p5+5°=0
Y asilaraiz (a,B) se halla sobre la circunferencia de centro (y,30) y radio 228 (o viceversa).
[Si R=0 también es facil resolver la ecuacion en Y , pero hay raices reales por ser Dy<0 ].

Una vez analizados los casos particulares prometidos, vamos a resumir los valores hallados
de |I. Como sabemos, lo que nos interesara para analizar centros y focos sera Unicamente su
signo (es decir, el del numerador de las férmulas que hemos ido obteniendo). En las paginas
anteriores ha quedado precisado en cada caso cuando las z eran complejas. Tenemos pues:
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© Es(z
(26) Sean P4(z):mz4+pz3+q22+rz+s sin raices reales, E2(z):a222+alz+a0 e I:I 2 )dz.

—00 P4(Z)

Entonces:
Si F=0 O sg(I)= sg(az[VG+p2]+16a0m2—4a1mp)

Si M=0,K<0 O sg(l)=sg(ayVs+agVm)
Si M=0,K=0 O sg(l) = sg([agVs+agVm J[g+VL+Vw]-2a;pVs) , w=(q+VL)*~4K
Si N =0,K >0 O sg(l)=sg(p)sg ( a2ps+a0mr—2a1ms)
Si N =0,K <0 O sg(l)=sg ( 2a2[2L—K]+2ao[2mVw+2mq—p2]—a1[pv y—pg+4mr] ) ] =q2—4K|_
Si qn=0 O sg(l) =sg(p) sg( a2[2ps+er] + a0[2mr+sz] - alK) , 2 =K
Si =0 O sg(l) = sg( ap[20V3R+6R-4¢%+9K] + 3ap[4mV3R-Q] - 33, [pV3R+V] )

En estos casos podemos ver cuando la integral se hace cero. Aunque no estemos en
ninguno de ellos, disponemos de férmulas (trascendentes) como la (8) para el calculo de | .
Vamos a acabar la teoria de esta seccién probando la siguiente condicion general (por
desgracia, Unicamente necesaria) para la anulacién de | :

(27) Si F£0, 1=0 O

Ip = sp2(6a0a2a1+a13)+(rK+2rL—4spq)(a2alz+a22a0)+(4sq2—r2q—25K—4sL)a22al+ (r3+852p—4rsq)a23—
—mr2(6a0a2a1+a13)—(pK+2pL—4mrq)(a0a12+a02a2)—(4mq2—p2q—2mK—4mL)aozal—(p3+8m2r—4mpq)a03 =

= [ raz-pag ] [ (rag+pag)?—d(rag+pag)as +pras 2 | +

+ [ 4qag2(ray+pag)+2rag(pag-3rag)as—a; (2qag-ras)? ] m —

- [4qa22(ra2+pao)+2pa2(ra2—3pa0)a1—al(2qa2—pal)2 ]s +

+ 8 [rag—pag ] [ ayag+as? ] ms + 8pay3 s2 — 8rag3 m?2 + 16ay2a; m?s — 16a,%a; s2m=0

En efecto, partamos, por ejemplo, de (9). Si 1=0 debe anularse su numerador cuando Z3 sea
la menor de las raices de P3(Z). Asi pues, Z3 es raiz comun de este polinomio y del:

R,(2) = 2a222 + [pa1—2qa2—4ma0] Z+ [Ka2+(4mq—p2)a0—2mra1] (28)

Debe anularse la resultante en Z de ambos polinomios. Calculandola y factorizandola (mejor
con el ordenador), se obtiene que esa resultante es el producto F. lg y de ahi el resultado.

[Se llega a la misma expresion del g, suponiendo que M#0 y partiendo del numerador de (11);
la condicién Fz0 (6 M#0) no causa problemas, pues en ese caso sabemos calcular | ; que lg se
anule no implica, desde luego, que lo haga |, pues el Ro puede ser anulado por otras raices de
P3(2) ; era esperable la simetria con que aparecen en Iy las parejas r—p, m—-sy ag-az ]

Es claro que si P3(Z) es factorizable (como en los casos de arriba) también lo sera Iy . Sin
embargo, precisamente entonces no es necesario hallar 1y . Pero, aungue no podamos hallar |
(sin formulas trascendentes), el conocimiento de Iy nos puede garantizar que [£0 .
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Ejemplo 3. Py(z)=z*+22%+37%42z42 - F=0, M=—4, N =-12, qy=0, S=-162.
Puesto que M<0 (o bien porque 0<K=4<L=8) las z son complejas.
Podemos hallar | através de (17) 6 (24). Sustituyendo en ellas VG=20 ,VZ =2:
ap[20+4] +16ag-4a;2 _ T[az [6-2+2] +a,[2+2]-a,2

| =2Von - =5 [3ay+2ag—a4]
20 V 20+12 2[3+2] V1 5
Factorizar P4(z) esinmediato por ser gn=0: Py(z) = [22+1][22+22+2]. ___________ o

Mas largo seria resolver Py(x) = x*+24x%+400 = 0 y hacer z=x/4-1/2,
oresolver P3(Z)=Z°-37°-47+12 - Z3=C+D=3, Zy=2, Z3=—2
ycalcular A,B,C y D (sabiendo que A+B=2 6 AD+BC=2 6 CD=2)

Las z son las del dibujo de la derecha (a=0, =0=1, y=1) :

Ejemplo 4. P,(z)=2"-273+27%+82+16 - F=72, M=0, N; =0, qu=—160, S=1456.
Como K=-16<0, f=—36<0 (o porque K;=-80#0)todas las z son complejas.

Para el calculo de | podemos usar la formula (18) [6 la (19)] yla (23). V-f=6 ,VW =18.
2a,[2.64+16] + 2a,[2(18+2)-4]-a, [4.8-2(18-2)]

Tt
= 75 [4artag]
18[18-2]V 2(18+2)-4 12 ¥4274o

2n 2
I="¢ [ax+agg |=2m

® Las raices de P3(Z) son Z=C+D=10 (Z,=0,Z3=—8) y CD=s=16.
.f \ Por tanto C=2, D=8 . Asi 8A+2B=r=8, A+B=p=—2 - A=2,B=-4:
Y PA(2) = [ 22422+2][ 22-42+8] — 2 ,=—1%i , 23 4=2¢2i

"o [como (-)1—92=12J y 0;1+6,=1 debia ser a=p, y=—0]

Ejemplo 5. Py(z) =z*+625+182%4362+36 — F=72, M=0, N/ =0, qp=1296, S=0.
Las z son complejas: K=216>0, h=—60<0, q=18>12V6-12 , K =7220, Q=-36<0.

Utilizamos (21) [6 (20)], (22) y (25). Vw=6, V3R =18. " .
_, [ar6+an]36-2a,36 a-6.36+an36—2a/ 36
| = 1o/ 225%20] 136 _ 422 12o72 136 _ .. 0
6.12V18 :
a,72.36+ 3a.3.36-3a,6.36
= _l 0 1 = g[6a2+a0—2al] b
V3 3.36 V3.36

Con Z=C+D=12 sellegaa P,(z) = [z2+(3+V3)z+6] [2°+(3-V 3)z+6]
[Si factorizamos Ig tenemos: lg = 72[6ax—ag][6az+apg—2a1][6arx+ag—3a1] . Si son no nulos
los tres corchetes debe ser 120, pero si alguno es cero no sabemos (sin calcularla) si | se
anula o no (como no tienen el mismo signo los coeficientes de ag y a», el primer corchete
no puede ser el numerador de |, pero no sabriamos si lo es el segundo o el tercero)].

Ejemplo 6. P4(z):z4+4 - F=M=N =q\=S=0 , z; p=—1%i , z34=1#i (complejas).

R Usando (16), (17), (19), (21), (23) 0 (25) — |:’ZT[2a2+a0]
f.{'\"\ Se tiene, como debia ser:

_ 2,42 2 0 oo _ _
o 01-6,=) . (a-y)*+B™-6P5+3°=0 , =5, 61+0,=Tr y r1=r,
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Ejemplo 7. Py(2)= z4+223+q22+s [todo P4 con r=0, pz0 toma esa forma haciendo z:% ]

D, = 16s[16s2—(8q2-36q+27)s+q?—q3] =0 si s=0 6 s= :%2 (8q2-36q+27+[9-8q]3/2) =5,

s . so0 N Asi, las z son complejas si s>0 para g=1 y si
2 o s>s, para g<1 [regién F del dibujo;en E y P
hay 4 realesy 2+2 en N y S]. Ademas:
f=4(1-q), N_=4s(1-q),
qn=M=-4s, S=2(q°-36qs+54s)

Por tanto, si g=1 podemos calcular | (para s>0)
a partir de las formulas (17) 6 (23) . Obtenemos:

7

- ao[rgtl]+dag—2a
s | p7ol _ I=V2n 2lig*i*4ag-22 , con r627163+1
F—NL—O r67T6—1

3
. _ . _ . 4q - . o . 3.
Si s=sg =18[2q-3] utilizando (25) obtenemos tras algunas simplificaciones que para g> 5

a2q2+3a0r2[r8—r2]—alqr2[r8—2r2]

| = 372!’2 T
q2r82§7 rg—2ro

Para los demas valores de q y s debemos calcular | mediante las formulas mas generales
en términos de raices de ecuaciones de tercer orden. Asi, por ejemplo, podriamos utilizar (11):

, siendo r,=V2q-3 , rg=V8g-9

as[4s] + ag[-225] - a1[4s-257]
[323%-2qZ5-4s] V45232

| =2m (29)

siendo Z3 la menor de las raices de 23—q22—4sZ+4s(q—1) , que podria calcularse asi:

_ 2 3_
Z3:%[q+2\/Rco¥] , (p:arccos[ﬂ%?ﬁ] , R=q%+12s

Ademas de esta formula trascendente disponemos de la condicion algebraica (27): para
gue sea |=0 es necesario que se anule:

lg = 4[4ay2(ay—aq)s2+ (a4 [qapy—aq ]2 +agldaga—4agas—4a; 2+6asa1-20a52]))s —ap2(q-1)(da—2ag)]

Hallemos un valor exacto de | en un punto de F que no esté ni sobre g=1 nisobre s=sg.
Por ejemplo, sea q=0, s=2 . Para esos valores P3(z) e Iy resultan ser factorizables:

P3(2) = [2-2][2°-22-4] , Iy = —8[2ay+ag—aj]a; 2-3aga; +2aa; +ag2+2asag—4ay2]>

I AL

Comola Z menores Z3=—2 [:T cos 5, (p:arccoss”\s/i6 ("], deducimos de (29) que:

| = T[[2a2+a0—a1]

La anulacion del factor de primer orden del | equivale, en este caso, a la anulacion de 1.
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4.3 Centros y focos homogéneos para n=3.

Con las técnicas de la seccién anterior, podemos atacar el problema de distinguir entre
centro y foco, continuando el andlisis iniciado en la 4.1 para los casos mas sencillos. En esa
seccion vimos que, en el caso de no existir variedades que llegasen al origen, el sistema

Oy = av3shy 2, 1,3
[H3] HX- ax“+bx“y+cxy~+dy
y

=e x3+fx2y+gxy2+hy3

tenia un foco estable, un centro o un foco inestable dependiendo de que el producto d.l, con

(™ (c+3h)z2+(2b+2g)z+(3a+f) _ ™ Ex©)
I= dz = d
L°—dz4+(h—c)z3+(g—b)zz+(f_a)z+e 2= pa

fuese mayor, igual 0 menor que cero. Supondremos que d<O0 , para adecuarnos a lo supuesto
en 4.2 (si no fuese asi, se cambiaria el signo de los coeficientes y el sentido de las érbitas), con
lo que | <0 implicard la estabilidad asintética del foco. Resumamos algunos resultados de 4.2:

Teorema 4.2

Sean
m=-d, p=h-c, g=g-b, r=f-a, ay=c+3h, a;=2(b+g), ag=3a+f

L=4ms , K=pr, N=mr®+ps , K =K-L , N =N-qL, R=q>-3K| , S=2q3-9qK +27N,
Q=3p%-8mq, F=p3-4mpq+8m?r, V,= % [RQ-2mS], Dg= 55 [4R*-S7], G=3 [64m°R-Q?

Supongamos que o0 bien D4>0 y V2<0 6 Q<0 o bien F=V2=0 y Q<0,ysea Z3 la menor de
las raices de P3(Z) = 23—q22+K|_Z—N|_ . Entonces las raices de P4(z) son complejas y ademas:

si pVs+rVm=0 O sg(l)=sg(ayVs+agVm)
si pVs+rVmz0 O sg(l) = sg( pVs+Vm ) sg( a;Zg°~[ra,+paglZa+2pass+2ragm—a;L)
si F=0 O sg(l) = sg(a,[VG+p?] +16agm?—4a;mp )

si F20, 1=0 O lg= (ferac+h-3ah) (4[fh-ac]?—[b+g][abc+fbc+abh—3fbh+fgc+fgh+agh-3agc])
+ 2 ([fPhg+f2cg+3a2cg+3alhg-8fahg+f2ch—2fach—2fahb+3f2hb+3a2hb—3acblag+[bf+ba—2ag]2a; ) d
+ 2 ([c2ab+c2fb+3h2ab+3h2fb—8cahb+c2fg—2cahg—2cfhg+3c2ag+3h2ag—3h2fgla,+[2hb—gc-hg]2as ) e
— (f-a)ag3d? — (c-h)a,3e? — 2(fc+th+ac—-3ah)(asag+a; 2)ed + 2a,%a,e2d + 2ap2a ed? =0

Ademas de lo recogido en el teorema, en 4.2 hemos obtenido el valor de | en funcion de
los coeficientes en otra serie de casos y hemos caracterizado las raices complejas en términos
de la mayor de las raices del discriminante, visto como funcion de s . Analicemos una serie de
ejemplos, que seran cada vez mas complicados porque iremos introduciendo parametros en el
sistema. Estos ejemplos serviran también para repasar los resultados de 3.6 sobre la existencia
de autovalores cero asociados a vectores propios multiples.
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Oy = Ex3say? 2_3
Ejemplo 8. ik oX ;6X %/+xy 2y 3
Oy'= 8x~+5x"y+9xy~+5y
F.M,N_,qn,S#0 , pero Q=24 , V,=-348 , D4,=53888 , 1;5=171856 : hay un foco en el origen.
Como el discriminante de E, es negativoy ag=20 el foco es inestable.

P4(2) = 24 +475+37°+8 .

Oy' = _ 2 .3
Ejemplo 9. 0% 3xy -y

4 3 2
- Py(z) =z7'+627+18z°+362+36 .
oy'= 36x3+36x2y+18xy2+3y3 4(2)

En el ejemplo 5 de la seccién anterior calculamos el valor de | :g [6ay+ag—2a,] .

Como ay=6, ap=36 y a,=36, deducimos que 1=0y, por tanto, el sistema posee un centro.

0yt = ay3 2_,3
Ejemplo 10. o * = ax t2xyT-y

4 3 2
- Py(2) = z'-22°+2z2°+8z+16 , para todo a.
oy'= 16x3+(8+a)x2y+2xy2 4(2) P

Es el polinomio analizado en el ejemplo 4 de 4.2. De alli: | :% [4ay+ag] :g [4+a]
Hay un foco estable, centro o foco inestable segiin sea a<—4 , a=—4 6 a>—4.
O x'= —x2y—3xy2—2y3

Ejemplo 11. [

D au3a a2 2.3 ~ P4(Z):224+423+622+4z+s.
Oy'=sX +4x“y+5xy~+y

¢ Cuando sus raices son complejas? Se tiene que:

F=0, M=16(2-s) , N =32(1-s) , qn=16(4-s) , S=432(1-s)
Q=h=-48, V,=192(s-2), Dy = 256(85—7)(5—2)2 , G=256(8s-7)
Asi, si s<,=,>7/8 , P4(z) tiene respectivamente dos raices complejas y dos reales, una real

doble y dos complejas o cuatro raices complejas. Primero, calculemos la | para este ultimo
caso. A partir de la expresion (21), siendo a,=0, a;=8, ap=4 , obtenemos:

a,[V8s-7+1]+4ay-2a
_m 2l Ir4ag-2a, =0 O centroenelorigensi s>7/8.

. V8s-7 Q3+ 8s-7

[Para s=1 la expresion de | la podriamos obtener también a partir de (22) 6 (25); para s=2, de
(15), (20) o (21); para s=4, de (24), como hicimos (salvo un factor 2), en el ejemplo 3 de 4.2].

El hecho de que sea F=0 paratodo s, nos permite ademas, utilizando lo visto en 4.2,
factorizar Py(z) = 2[22+Az+C][22+Bz+D] y hallar exactamente sus raices:

Conocemos las raices de Pg(Z): Z,=4 y Z,=1+V8s-7.

Las z del semiplano superior tendran iguales las partes reales
cuandosea M<O0; esdecir,si s=2.Apartirde la Z=2[C+D] ,
se pueden calcular los C, D, Ay B ylas z . En concreto,
hagadmoslo para s<2,y asi tendremos las z reales para s<7/8.

Ahora, A=B=-1/2, C+D=2 y CD=s/2 . Por tanto, si s<2:

P4(2) = 2[z%+ z+1V 1-s/2 | [22+ z+1-V1-s/2 ] -1 -1z 0

Estudiemos la estructura del origen cuando no haya centro. El A asociado a un z real es
A=—2-37°27°= —z(z+1)(2z+1)
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Con esto y el dibujo anterior tendriamos el signo de los A , pero repasemos los resultados
de 3.6. La ecuacién para los autovalores es en este caso:

P4 = 4\* +4(38-11s)\% +s%(85-7) - existe A=0 si s=0 ysi s=1
Por otra parte, los A y B introducidos en esa seccion resultan ser A=0 y B=64(8s-7) .
Sélo pueden existir z maltiples con A=0 si s=7/8, como de hecho sucede:

7

s=g ~ P4(2) =%(22+1)2(422+ 4z+7) - z=—% doble asociado a A=0

En ese caso debe existir un factor comin a los segundos miembros del sistema:

—y(x+y)(x+2y)
1§ (7x2+18xy+4y2)(x+2y)

X

gy

El andlisis de este sistema se reduce, pues, al de:
oXx' = -y(x+y)

) , ﬂ
- Pa(2) =5 (2z+1)(4z"+ 4z+7
3y = (7x%+18xy+dy?)/8 3(2) = g (2z+1)( )

Al z=-1/2 esta asociado un A>0 y su estructura es la de la arriba.
Para el sistema inicial basta incluir la recta de puntos criticos y cambiar
el sentido de las 6rbitas en x+2y<0 (dibujo de abajo).

7
Sea ahora 0O<s<g.Llasdos z reales cumplen —1<z;<-1/2<z,<0
Por tanto, sus A asociados tienen los signos: Aq<0, A,>0.
La orientacion dada por P,4(z) da lugar a cuatro sectores elipticos.

Si s=0 - P4(2) = 22(z+1)#%+2z+2) - 2z=0 -1 asociadasa A =0. Asi

0 X' = =y(x+y)(x+2y) 0x' =—x=2y

O — O - centro
Oy' = y(x+y)(4x+y) oy' = 4x+y

Incluyendo las rectas de puntos criticos y el cambio de orientaciones:
4 Sis<0,lasdosreales: z)<-1<0<z; - A1>0,2,<0.
Como Py(z) es negativo entre las dos raices hay un punto silla.
Integrando numéricamente se identifican las estructuras anteriores:

1/2
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Ox'= — 3
Ejemplo 12. ik y3

4., 3, 2
- Py(z)=z+2z7+qz"+s.
Oy'=sx +qu2+2y3 4(2) a

Este polinomio fue analizado en el ejemplo 7 de 4.2. Las z eran complejas en la region F
alli descrita. La integral | para el sistema ( a»=6, ap=0, a;=2q ) es, segun (29):

2
[ 2 12s-4qs+qgZ
| [- 6z +2qzd I gs+Qq<3

= (30)
— Pa(@) [323%-2073-4s] V45-232

Es facil comprobar que si F=N; =0 osi S=0 es I>0.¢Y en los demas puntos de F ? Como:

lg = 1285s[q3-9qgs+27s]
g3
9[a-3]

2 4 2 2 2
alzg*-ga°1=alzs-5' 1[ 25+ 5' ]

sélo puede haber un centro si s =sg = , >3 . Entonces el numerador de (30) es:

y ademas el P3(Z) es factorizable:

5. 2471529 29%a-1] _q _TM
P3(Z)_[Z_3 ][Z _32_ 3[q-3] ] - Z3_ 6[1_r5]v con rg= g-3

Como Z3#+2q/3 paratodo g>3 deducimos que para ningun (q,s) es 1=0: no hay centro.
Asi pues, en todo F hay un foco del mismo tipo: inestable.

o g V2 :
[tras alguna simplificacién se llega a la expresion: | = 6}/5 HVT5—5 >0, si s=55,0>3 ]

Analicemos ahora los mapas de fases en las demés regiones del dibujo de la pagina 74
(los casos genéricos con z reales). La estructura del punto critico puede modificarse solo
por la aparicién o desaparicion de rectas invariantes (es decir, sobre s=0 y las otras curvas
con Dy=0) o cuando algun autovalor cambie de signo. Como A=z2° , esto ultimo solo
pueden ocurrir al cruzar s=0 . En cada region la estructura es, pues, la misma. Basta analizar
el sistema en un (q,s) situado en cada una de ellas:

N: (0,1) - Py(2)=[z+1][z3+22-2+1] - z1=18, z,=1

E: (11,12) - Py(2) = [z+1][z-2][z%+32-6] — z{=—4.4, zy=—1, z3=1.4,24=2

S: (1,—4) - Py(2) = [z+2)[z-1][z%+32-6] — z9=-2, zp=1

P: (1,-1/16) - Py(z) = [8z2+42-1][822+122+3]/64 — z1=1.2, z29=0.7, 23=0.3, 74=0.2

N N
DI
(jg

Los puntos de N corresponden, pues, a nodos inestables, los de E a puntos con dos
sectores elipticos y dos hiperbdlicos (separados por sectores parabdlicos), los de S a sillas
y los de P a puntos con cuatro sectores hiperbdlicos (y dos parabdlicos).

\\/

7N\
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X'=¢ xy2—2y 3 P4(2) = 27%r12+6 , Q=0, V2:—72r2 ,

g
Ejemplo 13. O - 2
D4=—108(r+8)(r-8)(r"+64)

Oy'=6 x3+rx2y+cy3

Hay, por tanto, cuatro z complejas si —8<r<8 y dos reales y dos complejas para los demas
valores de r.Las z reales seran dobles cuando sea r=+8 .
A diferencia del caso anterior no podemos calcular la | salvosi r=0, ya que:

N|_=2r2, qN=—2r2, S=54r2,F=32r, M=2r

[en ese caso sencillo resulta ser 1= /2314 , lo que da inmediatamente la estabilidad].

Para ver si para algun valor de r puede haber un centro hallamos
lp = -32r2(r>~2¢3r-48c?)

Talvez si r=c3+cVcA+48 lo haya. Lo podemos precisar por otro camino. De 4.2 sabemos
que el signo de | coincide con el numerador de (9) [es decir, con (28)] que resulta ser:

R2(Z3) = 823(023—[')

con Zz lamenor de las raices de P(Z) = 73_487-2r? , que representamos despejando la r:

Se tiene entonces que cuando c(-2,2) habra
Z Z=r (¢1)  un centro para el r(-8,8) interseccion de la
EEETETRRRIY Bl , recta Z=r/c con larama de la curva del dibujo en
: : trazo continuo (ese r vendra dado por uno de
los dos signos de r = 3cVcArag ).

Podemos deducir también la estabilidad de los
r focos a partir del dibujo. Por ejemplo, si ¢=1, se

tiene que hay un foco estable si —8<r<-6 , un

centro si r=—6 y un foco inestable si —6<r<8 .
Z, Para |c|=2 sélo hay focos (estable o inestable
dependiendo del signo de c).

Z=r/2 (c=2)
—6.93

Para analizar el resto de los r utilizamos los resultados de 3.6. Obtenemos en este caso:

P4 = AN 1203 + 12(r2+2c2)0? — (ar3+c32-12c2r+576C)A + 36(4cr+48+c?)
A= 4r%(r+cd) | B = 9c%(256¢+)

Existiran, por tanto, autovalores A=0 si r=— [48+c4]/4c gue podran estar asociados a z
dobles cuando sea A=B=0 , esdecirsi (c,r) es (0,0) , (2,-8) 6 (-2,8).

La estructura del punto critico puede modificarse solo si D4=0 (aparicion o desaparicion de
rectas invariantes), si s)=0 (cambio de signo de algin A)osi I5=0 (el foco puede pasar de
ser estable a ser inestable). El plano cr queda asi dividido por estas curvas en regiones
correspondientes a retratos de fase que son equivalentes. Basta analizar el origen para
valores de ¢ y r pertenecientes a las regiones del semiplano r>0 (las del r<0 son
similares, pues al cambiar y -y, c-»—c, r»—r resulta el mismo sistema con el sentido de las
Orbitas opuesto). Analizaremos solo el caso c=1 . Los demas serian parecidos.
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Sea c=1. Ya hemos visto lo que ocurre si —8<r<8 . A partir de A = 22(1—22) y del dibujo de
las gréficas de 27%+6 y las rectas —rz (tangentes en z=1 si r=—8) podemos deducir:

. 4 - 1
Sir <—79 , las dos z reales distintas cumplen z;<; <z, - A;>0,2,<0.

Como ademas el signo de P,4(z) es positivo en z=0 se tiene un punto silla:

Sir=-% - P42)=}(2z-1)4z%+27%2-24) - 2y=3<z, asociadasa Ay=0,Ay<0.

Hx'=31/2(x—2y) Hx'=31/2
. 2 2 - . 2 2
Oy'=, (x-2y)(24x"—xy-2y") Oy'=, (24x"—xy-2y")
~ Pa(z) =7 (42°+22%+2-24) .

Su estructura es la de la izquierda y la del inicial la de la derecha.

Si —%<r<—8 - %<zl<1<z2 - A1, A<0
r=—8 — Py(2) =2(z—1)2(22+22+3) - z=1 con A=-1
Ambos son nodos estables.

=8 _ Py(2) = 2(z+1)%(z>-2z+3) — z=1 doble con A=3
>8 - 2z1,zp<0 - A, A>0

Los dos son nodos inestables.

Tratando andlogamente el resto de los casos se llega a la siguiente clasificacion:

D4zoj//£é////
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4.4 Inestabilizacidn de centros elementales.

Consideremos ahora un sistema para el que el origen 0 sea un punto elemental cuya
aproximacion lineal tenga autovalores imaginarios puros. Este sistema, con cambios lineales y
salvo un factor constante de los segundos miembros, se podra escribir:

H X" = y+AS(XY)+Ag(XY)+... = y+a20x2+a11xy+a02y2+a30x3+...

S
S} Oy = —x+By(xy)+Ba(xy)+... = —X+bygx?+byxy+bgoy?+bagxC+...

Como se sabe, 0 se trata de un centro, un foco estable o un foco inestable del sistema no lineal
[S]. Escribiendo [S] en polares se tiene [ C=co0s6, S=senB]:

Or= [CA,(C,S)+SB,(C,S)]r?+ [CA5(C.S)+SB3(C.S)]r3+ ... = Mor? + Mg+ ..

Pl g =14 [CBA(C,S)-SAL(C,S)]r+[CB3(C.S)-SA3(C.S)Jr?+ ... = —1+myr+mgr?+...

Desarrollando en serie de potencias de r la ecuacion diferencial de las orbitas de este sistema
en polares obtenemos:

e] % = R(6) 2 + R3(6) B+ R4(6) i+ R5(0) P+ Rg(6) © + R-(6) .. =

2 3 4
Mor®+ Mar™ + Myr ™ + ...
_ 2 3 4 == (Mr® + Mgr® + Mgr*+ . )(1+ mpr + [mgrmy?]e+.. ) =

1—[m2r+m3r2+ o]

= — Myr? = [ Mg + Mymy ] 12 = [ My + Momg + moMg + Momo? ] 1 —

— [ Mg+ moMy +Momy + Mamg + 2Momomg + my2Ma + Momy S ] 1° —

— [ Mg + MoMe+Mome+Mgm, +mg M, + My?M, +2Mymom s +Moms 24+2moMamg +
+3Mom,2mg+my3Mg + Momy* ] 18—

— [ M7 +moMg+Momg+Mgmg+mgMs+Mymy +
+m22M5+2M2m2m5+2M2m3m4+2m2M3m4+2m2m3 My +M3 m32+
+m23M4+3m22M3 m3+3M2m2m32+3M2m22m4+
+my*Ma+aMomoSmg + Mom,® ] 1 - .

La solucion r(8) con r(0)=r, de [e] sera una funcion analitica de ry , que se anula si ry=0:
— 2 3
((6) = U3(B) T + Un(B) 12 + Ug(B) 1g> + ...
Haciendo 6=0:
— 2 3
ro =U1(0) rg + ux(0) ry” +ug(0) ry”™ + ...
Por tanto:

U1(0)=1 , u0)=0 si k>1.
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Llevando la expresion de r(6) a [e] obtenemos:

Ug' Tg+ U To2 + Ug oo + .. = Up2Ry 1o2+ [2uqUsRy + U Rg 1o + ...

Igualando potencias: uq' =0, que junto al dato inicial u;(0) =1 nos lleva a que uq(6) =1.

Ademas:
U2I = R2
ug' = 2U2R2 +Rg
Uy = [2U3+U22] R, + 3U2R3 +Ry
ug' = 2[U4+U3U2] Ry + 3[U22+U3] R3+4usR4 + Ry
Ug' = [2U5+2U4U2+U32] Ry + [3U4+6U3U2+U23] Ry + 2[2U3+3U22] R4+ 5UsR5 + Rg
u;' = 2[U6+U5U2+U4U3] R> +3[U5+2U4U2+U32+U3U22] Ry + 4[U4+3U3U2+U23] Ry +
+ 5[ug+2u,?] Rs + 6U,Rg + R;

Este sistema, unido al dato uy(0) = 0 nos permitiria ir calculando sucesivamente los uy(6) :
2
2= [ Re . 1@ = [ [20Ro +Ra1 . ua®@= [ [@ug?) Ro+ 3ugRa+ Ral . ..

El hecho de que 0 sea centro o foco dependera de que, cerca de 0, el valor de la r(8) en 6=2m
sea igual o distinto que el valor para el inicial 6=0 . En concreto, como 6 decrece con t cerca
de 0, sera foco estable si r(2m>r(0) e inestable si la desigualdad es la opuesta. Nos interesa,
pues, hallar el signo de:

(21 —1(0) = Ux(2M) rg2 + Ug(2M) 1o> + ug2m) 1ot + ...

Este signo, para r, pequefio, nos lo proporcionara el primer término no nulo del Gltimo
desarrollo (0 sera un centro si y solo si todos los uy(2m=0 ). Veamos como calcular los primeros
uK(2m , usualmente llamados valores focales o coeficientes de Lyapunov, con el menor
numero de cuentas posibles. Como My y my son polinomios homogéneosen C y S de
grado k+1,los Ry resultan ser sumas de polinomios homogéneos de paridad opuesta a la de
k . Esta claro entonces que u,(2m=0 . Para el ugz, tenemos que

2 Jz U2R2 = U22 - Ug= U22 + 53 s siendo 53 EIE RS .
Los términos de R3 que contengan potencias imparesde S 6 C tendran promedio 0. Asi:
m
4 22 4
U3(27T) = 83(2T[) = Jé [—a30C —(b21+a12)C S —b03S

6 4.2
—apghpoC™ + (2ax0a11-2bpgb11-a11011-a02b20—a2gbp2ta20P20)CS™ +
2.4 6
+ (2a37892-2b11bpp+a11b11+802b20+a20P02—802D2)C S + agpbgpS” | d6

Laintegral entre 0y 2tde ~ C*, c?s?, s, cb, c?s? ,c%s*, b
vale, respectivamente sm n 3m Bl n n Sm
1 p H 4 1 4 1 4 1 8 H 8 1 8 H 8
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Sustituyendo en la expresion de S3(2m) ,dividiendo por 14 y cambiando el signo del
resultado para que el signo menos esté asociado a la estabilidad, concluimos que:

El origen de [S] es foco estable o inestable si, respectivamente, es menor o
mayor que cero la expresion:

I3=3agg+byg +ajp+3bgg+2ay0by0—2agybgp +b11bgp—a31802+ by 1020—2a11890

El 13 debe anularse (y asi lo hace) si, por ejemplo, las 6rbitas son simétricas respecto a alguno
de los ejes (0 apg=agp=agpg=aip=bq1=br1=bp3=0 0 aj;=agg=aji,=byg=bgr=b1=by3=0) 0 si
el sistema es exacto (0 3agp+by=0, a1o+3bg3=0, 2ayy+b11=0, a;1+2by,=0). Podemos dar
una expresion de I3 mas reducida, que nos sera mas util en el futuro, escribiéndola en funcion
de estos Ultimos binomios y de otros importantes en el estudio de los sistemas cuadraticos:

|3: 920+802+Aelo—8601 , siendo ekj = (k+1)ak+1,j + (j+1)b|(,j+1 , A= asptapy , B= b20+b02

Enelcasodeser | I3=0 | (osea, si S3(2m=0) habra que hallar el siguiente uy(2m) no nulo.

Se podria demostrar en general que el primer u,(2)2z0 es siempre impar (véase, por ejemplo,
el A-L-G-M) pero nos interesa ir poco a poco. Comprobemos que, de hecho, si uz(2m=0 se
cumple también que uy(2m) =0 . Como ugz = u22 +8S3:

Uy = Jg [ (2S5+3uy®) Ry + 3uyRg + Ry ] = Uy + Jg [2S3R, + 3uyRg + Ry |
Integrando por partes:
Jﬁ 83R2 = 83U2 - JB U2R3 - U= 283U2+U23 + Jg[ R4 + U2R3]
0
Demos un nombre a esta Gltima integral: S, = IS[ R4+ UoR3]

Puesto que R4 esimparen C y S, su promedio es cero. Por tanto,
TT
U4(2T[) :S4(27T) = 0 U2R3 .

El Rz esparen C y S. Por otra parte, el u, contendra las potencias impares de la integracion
de R, y ademas la constante K, obtenida al evaluar la primitiva en 6=0. En concreto:

1
up =5 [UrKy]=

1 3 2 2 3
= g [(a11+b20+2b02)C —3820C S+3b02CS —(2a20+a02+b11)8 — (2820+302+b11)]

Como la integral de U,R3 es 0 por su imparidad y la de K,R3 lo es al estar suponiendo que
I3=0 , hemos probado que uy(2m) =0 .

Se trata entonces de calcular el ug(2m) . Comencemos escribiendo ug' en funcion de Sj
y S, .,envezde uzy ug:
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Ug' = 2[S4+3S3Unr+2Us IR, + 3[Sg+2un2]Rg + 4UsR, + R

Utilizando que

J§4U23R2 = U24 , J§283R3 = 832

e integrando por partes de nuevo:

I§S4R2 = Saup - J{;[U22R3+U2R4] , J§253U2R2 = Sgup” - J§U22R3
obtenemos:
Ug = 284U2 + g 832 + 383U22 + U24 + 55 , con 85 = J(E)l [ U22R3+2U2R4+R5]
Por tanto:

- _1 2 _ 1@
us(2m =Sg(2m = § | [U2"Rg+6UR4*9Rs] = 5 |/ Qs

yaque UyR3 y R, sonimparesy laintegral de Rg es nula por estar suponiendo que 13=0 .
Reescribamos el Qg de forma mas compacta para reducir al maximo los calculos finales.
Sustituyendo los Ry y agrupando las potencias del mismo orden se llega a:
Q5 = - 9M5 - (6U2M4+9M2m4+9m2M4+9M3m3)
- (U2M3+3m2M3+6M2m3)(U2+3m2) - M2m2(U2+3m2)2

(los sumandos son polinomios homogéneos en C y S de orden, respectivo, 6, 8, 10y 12).
O bien, llamando,

N = Uy+3my = (ag1+4byq+200)C2+(3bg 1—6a90)C2S—(3a,1-6b,) CS*—(2app+4agy+h1)S°

concluimos que:

Q5 = - 9M5 —9M3m3 - (6NM4+9M2m4—9m2M4) - (NM3+6M2m3)N — M2m2N2

Para hallar su integral entre 0 y 2m (para lo que sera muy util el ordenador), tal vez lo méas
sencillo sea sustituir C? por 1-82 (obteniendo potencias 1, CS, s? Y ey cstt , s12 ), hacer
C=0 y después sustituir s? . st , s . s® , s1o . st? por sus promedios respectivos: 1/2, 3/8,
5/16, 35/128, 63/256, 231/1024 (como se ve, la Unica primitiva que ha sido necesario calcular
explicitamente hasta ahora ha sido la de R» ). Haciendo esto en cada uno de los sumandos de
la ultima expresiéon de Qs , multiplicando el resultado por 64 vy reescribiéndolo en funcién de
los e, del A ydel B se obtiene, respectivamente:

C5 =36 [ 3eggtenp+3eqq ]
C33 = 9(ag3—a21-3b12-5b30)ex0—9(b3g—b1o-3a1-5ap3)en, + 36 [ agg—bps ] €11

Coy = 12 [ (A+2820)821—(B+2boz)e12+(5A—2a20+2610)603—(5B—2b02+2801)e30

+(3ay0+ago+3a04)€01—(3040b22+3bga)e10 |
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c7=-— (e102+13e012+35e10A—13e01B—20a20e10—68b02e01
+70AZ+10B2-80a,pA+16b(,B+64a,02+64by,2) €gp
- (e012+13e102+35e01B—lSelOA—ZOb02e01—68a20e10
+70B2+10A%-80b,B+16a,0A+64bg,2+648502) €20
+ (—9ap1+9ag3—-39b1,—105b3p)egB + (-9b12+9b33—39a,1-105ap3)eg1 A
+12 [ (4ay0B+4bgpA+AB) €1 + (3bgg-az0)en;” - 2(bzg+aga)e1oeor + (3agg-bog)ero”
+ (Pppa21-bp2b12+3bgrag3+4a0bp3+5bg2h30-12a0a30-3a30A+5b3A) €10
+ (agob12-ap0221+3a20b30+4bgoa30+5a20803-12b2bg3-3bg3B+5a30B) €1 |
Ccg= (e102+13e012+35e10A—13e01B—56a20e10—92b02e01
+70A+10B2-140a,0A+40b,B+160a,0+160bg,2) g A
- (e012+13e102+35e01B—lSelOA—SGb02e01—92a20e10
+70B2+10A%-140b,B+40a,0A+160bg,2+160a,02) €10B
+12 [ bgpeq0°A-azgen; “B+5as0e01 B ~5bgse10A” ]

Asi pues, el signo de ug(2m) coincide con el signo de lgq =Ccg+Cyy+C33+Cy+Cg .

Hallemos una expresion mas reducida de ug(2m) (y cambiemos otra vez el signo para que,
como antes, el menos esté asociado a estabilidad). Al ser 13=0 podemos sumar cualquier
mdltiplo de |3 para anular el mayor namero de términos (no son modificables aquellos de 15
que estan entre corchetes). Una buena posibilidad es definir:

|5 E—]:_L*Z [ |51 + |3 (9b30—9a03—9b12+9a21+136102+139012—25610A—25601B
—92&20610—92bozeo1+7OA2+7OBZ+40a20A+40b028+16Ob022+160a202) ]

Entonces resulta ser:

|5 = 38407€22%3€04

+ 3 [ (b12+bzp)enn — (a21+@p3)€02 — (@30—boz)e11 |

— (A+2aypg)epq + (B+2bgr)e1o — (5A-2aypt+2e1g)egs + (5B—2bgo+2eqg1)esq
— (3agp+azp*3aps)epy + (3bgp+bao+3bpg)elg
— (e10°-5€1gA—e01B—6as0e1g—2b0r€01 +5B2+10a,0A+2b,B+8a50°+8bg,2) g2
— (en1°-5€01B—€1pA—6bgpe01—289081 0+ 5AZ+10b0,B+2a,0A+8bg,°+8a202) €20
~ (4a0B+4boA+AB) eq1 - (3bgg-agplens” + 2(bzo+aga)e1oeor — (3a30-bo3)e10”
— (bp2a21-bg2b12+3bgrap3+4a50bp3+5b02030—-12a20a30—-3a30A+5bp3A—4b1,B—8b30B) €1
— (azpb12-820821 +3a20b30+4bg2a30+5a20203-12b02003-3bg3B+5az0B—4a1A-8ap3A) €p1

+ B[5B—eq1] [e10(e01-3bo2)+(A-an0)en1] —A[5A—e1q] [eg1(e10-3a20)+(B-bp2)e1]
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Concluimos que:

Si 13=0, 15<0 el origen es un foco estable y si 13=0, I5>0 es foco inestable

Sitambién el Ig fuese cero habria que hallar el |5 (lo calcularemos hasta el final en situaciones
mas particulares), ... Solo se tendria un centro en el caso de que se anulasen los infinitos | .
Como ocurria con el I3, una buena prueba de que no se han cometido errores en las cuentas
es la anulacion del I para los sistemas exactos (aquellos con los e =0 ) o simétricos. Es facil
ver que asi sucede. Otra propiedad del Ig es que deberia ser invariante al intercambiar los
papelesde x e y (akj o bjk’ kj  €jk - A~ B). Esta escrito de forma que esto quede claro.

Antes de seguir, veamos la forma particular que adoptan I3 e Ig en el caso particular de
gue el sistema proceda de una ecuacion, es decir, si todos los akj:O :

I3e = 3bg3+boq+by1B

l5e = 3(bg1+023+50ps) + 3(b30P21+b21P12+2012003)
2
+3b11bgo+2bgpb3z1+011boo+6bgob13-5b11bgs  + by1bgobgo-b11bgob30—2b11" 003
+ (5b31+3b1 3+6bobog 81 1D30+4b1 1b12+2b11D05°) B — 5(b11bgp+3bo3) B2

Supongamos ahora que | I3=15=0

Para comprobar que ug(2m=0 reescribimos ug' en funcion de los Sy anteriores:

u6' = [235+6S4U2+4832+1283U22+5U24]R2 + [3S4+1283U2+10U23]R3
+ [4U3+10U22]R4 +5UsR5 + Rg

y utilizamos que:
— 3 2
Ie 85R2 = S5U2 - Ie ( Uy"Rg+ 2U2 Rp+ U2R5)
0 0
Ie 284U2R2 = S4U22 — Je ( U23R3 + U22R4) ) Ie 3SSU22R2 = S3U23 — Je U23R3
0 0 0 0
Je S3°Rp = S3°Up - Je 2S3uzR3 Je [UpR3+R4IS3 = S4S3 - Ie S4R3
0 0 ' 0 0
De ello obtenemos:
— 2 2 3 5 3 2
Ug = 255U2+4S4S3+3S4U2 +4S3 U2+4S3U2 +uUy +Je ( us R3+3U2 R4+3U2R5+R6—S4R3)
0

Que ug(2m)=0 se deduce entonces sin dificultad de la Gltima integral, que denotaremos Sg .
Basta utilizar la paridad de los Ry, que u, y S, son polinomios impares mas una constante y el
hecho de estar suponiendo que los promedios de Rz y [u22R3+2u2R4+R5] son cero.
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Pasemos a buscar la integral mas sencilla posible que nos proporcione el u(2r) . Si para el
calculo del 13 no necesitamos calcular ninguna primitiva (basto sustituir promedios de potencias
pares) y para el l5 necesitamos integrar simplemente el R, , vamos a ver que a pesar de la larga
expresion inicial de uy' solo necesitamos conocer u, y Sj.

Primero reescribimos como siempre u;':

U7’ = 2[Se+3S5Up+5S4S3+6S 4U>+ 5 S32Up+10S3uy>+3uy IRy +
+3[S5+4S4Uz+ o S32+10SUy>+5u, R +

+ 4[S4+5S3Uy+5U,° IR, + 5[S3+3U,2]Rs + 6U,Rg + Ry
Hacemos ahora desaparecer los primeros sumandos integrando por partes:
— 4 3 2
-[6 SGRZ = SBUZ —Jﬁ ( [U2 —S4U2]R3 + 3U2 R4 + 3U2 R5 + U2R6 )
0
Ie ZSSUZRZ = 55U22 —Ie ( U24R3 + 2U23R4 + U22R5)
0 0
2
J's 3453R2 = 8453U2 —I(e) ( [S4U2+S3U2 ]R3 + S3U2R4)
Ie 3S4U22R2 = S4U23 —Ie ( U24R3 + U23R4 )
0 0
Ie 4S3U23R2 = 83U24 —Je U24R3
0 0
Je 2832U2R2 = 832U22 —Ie ZS3U22R3
0 0
_[6 2(upSg+Rq)S4 = S4°
0
Ie 55R3 = 8533 —Je ( 83U22R3 + 283U2R4 + 83R5 )
0 0

Asi llegamos al siguiente resultado:

U7(21) = 254U +3S5Sg+3S5Un 25,2 +10S,Sauy+AS U+ 2 S5+ >

2mn
S32U22+533Uz4+uz6] ot
T4 3 2 2
+ 0 ( [U2 R3+4uy," Ry + 6U2 Rg + 4uyRg + R7] + 283 [U2 R3 + 2U2R4+ R5] )
Como hicimos con el |5 veamos que los valores en cero de las primitivas de R, y Rz no son

relevantes. Ya escribimos up = [Up—Ko)/3 y pongamos Sz = Uz-K3 , conlas K; constantes, la
U, polinomio impar y la U3 par. Mirando las paridades y utilizando

Tt TT TU 2
0 R3 = 0 U3R3 = 0 [U2 R3+6U2R4+ 9R5] =0
concluimos que:

Tt
U7(2m) = 81—1]2() ([Uy"R3+12U53R, +54U,%R5 +108U,Rg +81R] + 18U3 [Up?Ry+6U,R,+9Rs] )
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Para el calculo de esta integral de este polinomio de grado 18 procederiamos como
hicimos con el I5 : tras sustituir c? por 1-82 , harifamos C=0 vy sustituiriamos s? , st , sb , 88,
s10 g2 g4 g8 18 hor sus promedios respectivos: 1/2 , 3/8 , 5/16 , 35/128 , 63/256 ,
231/1024 , 429/2048 , 6435/32768 , 12155/65536 . La expresion final para el sistema general
[S] seria monstruosamente larga. Nos limitaremos a calcularla en dos casos particulares: si en el
sistema la parte no lineal sélo contiene términos cubicos o sélo contiene términos cuadraticos.
Estos son los sistemas que tratamos a continuacion.

. 3 2 2 3
Sea | [Sa] H x' = y+Ag(xy) = y+ax +bx“y+exy“+dy

Oy = —X+Bg(x)y) = —X+ex3+fx2y+gxy2+hy3

y llamemos e,g=3a+f=m, e1,=2b+2g=n, egy=c+3h=p . Los valores focales ya calculados son:

|3 =m+p
I5 =3 [(e+g)m - (d+b)p - (a-h)n]

y la ecuacion [e] se reduce a:

;% = R3(e) r3+R5(e) r5+R7(e) r7+... - _M3r3_M3m3r5—M3m32 I’7—,__

Como u»=0, tenemos que:
TU
U7(2T[) = J‘z (R7 + 2U3R5) = - Jz-l(m:g + 2U3) M3m3
Calculando una primitiva adecuada de R3=—M3 y utilizando que 13=0 se llega a la expresion:
Us :% [ (b+e)C*—(d+g)S*+4hs3c-4ac’s |

Operando como se dijo se halla u,(2m) , que, salvo constante (positiva) multiplicativa, se puede

escribir en términos de a,b,d,e,g,h,m,n y p enlaforma:

171 = 2 (35ae+35hd-15ad-15he+9ag+9hb-5ab-5hg) n
+ 2 (—7d%+5de—42e%+2bd+9gd—21be—22ge +h’—bg—4g>—84a>+80ah—44h2) m
+ 2 (—7e?+5de—42d%+2ge+9be—21gd—22bd+g2—bg—4b>—84hZ+80ah—44a2) p
+ 2(35::1—17h)m2 + 2(35h—17a) p2 + 4(a+h) pm — (m+p) (7m2—10mp+7p2)

Que simplificamos sumando mdltiplos adecuados de I3 e Ig (y cambiamos su signo):
1 70
l7=—5( i+ [5 e +60-0)]l5 +

+ [ 7m®—10mp+7p° 2(35a-17h)m — 2(35h—17a)p + 14(e>+d?) +
+ 60de — 4(11b-15g)d — 4(11g-15b)e — 10(b-g)° + 168(a>+h?) — 160ah ] I3 )
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Obtenemos por fin:

I, = 4(a+h)mp + (5bd—gd+b>~10h%)m + (5ge—be+g®~10a)p — (5ad+5he+ab+hg)n

(observemos que el |; también se anula cuando el sistema es exacto o
simétrico y que resta invariante al cambiar a~h, bog, dee, mop).

Veamos un ejemplo de este ejemplo: la ecuacion

X" =- x+ex3—3hx2y—3exy2+ hy3

Entonces I3=I5=0 e I7:—6h(e2+h2).

Asi, para cualquier e, si h<0 hay un foco inestable
en el origen y si h>0 uno estable (y si h=0 hay un
centro: la ecuacion es simétrica). El hecho de que
sean los términos en 1o’ los que marquen la
estabilidad sugiere que las 6rbitas saldran o entraran
con muy poca decision del origen. Por ejemplo,
integrando graficamente para h=1, e=—1 (el Gnico
punto critico sera el foco estable del origen) se
obtiene el oscuro dibujo de la derecha.

= y+AxXY) = y+a><2+b><y+cy2
—X+Bo(x)y) = — x+ex?+ixy+gy?

y sean m=2a+f, q=b+2g .

qx
Sea ahora | [S2]
Ly

La ecuacion [e] y los coeficientes I3 e 5 son entonces ( A=a+c , B=e+g ya definidos) :

% =— M2r2 - M2m2r3 - M2m22 r4 - M2m23 4 Sy

r5—M2m2 r6—M2m2 r—..

I3 = mB—gA
Is = B[5B-q][m(q-3g)+(A-a)q] —A[5A-m][q(m-3a)+(B-g)m]

Por tanto:
_ 1" 4 2 _ 1 et 2 2
U7(2T[) =—81 0 ([U2+3m2] + 18U3 [ U2+3m2] ) M2m2 =—a1 0 (N +18U3) N M2m2
Una buena expresion de Uz es:

Us = 11—2 [ (P+af-2a2+[b+2g]e+2e?) C® + (b?+bg—2g2+[2a+flc+2c?) S° +
+ (3°—3af-3[b—2g]e) C*s? + (3b°—3bg—3[f-2a]c) C?S™* +
+ 4(ab—ag+fg—bf-[b+2g]c—[2a+fle—ce) c3s —12ae C°s —12gc CSS]
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Sustituyendo los promedios adecuados en la integral y sustituyendo c, e, by f por A-a,
B—0, g—29, m—2a se llega, salvo constante positiva, a la larga expresion siguiente para u,(21) :

l71=—1 m(4a—m)(18304a3—17808a2m+5828am2

—645m3)
+9024a°q°+64ma’q°—62464maqg+146432ma’g>
2 2 2 22 32 3 32
—2432am~q +39008am~qg—-89536am g~ +474m~q"-6128m~qg+14176m™~g
+696aq4—51mq4—5088aq3g—1232mq39+9024aq2g2+16832mq292—62464mqg3+73216mg4 1B
+[ q(4g—q)(1830493—17808qg2+5828q2g—645q3)
+9024m293+64m2qg2—62464maqu+146432r:12qg2
2 2 2 22 23 3 23
—2432m~qg~g+39008maq g—89536a g g+474m~q —6128maq~+14176aq
+696m4g—51m4q—5088m3ag—1232m3aq+9024m2azg+16832m2a2q—62464ma3q+73216a4q 1A

— 8 [ 6720mg°+15584aqg°~7088mag°—9004aqg+2662mq°g—349mq°+1396aq°
+15584a°q+6720ma’g-11016ma’q+2432m>ag-3156m->ag+366m-g-163m>q ] A>

+ 8 [ 6720a°q+15584ma’g-7088ma°q-9004m>ag+2662m->ag—349m q+1396m°g
+15584mg3+6720aqg2—11016mqu+2432qug—3156(:1qzg+366aq3—163mq3 ] B2

- 16 [ (gm—ga)(261mg—-830gm—-830ga+2288ag)
+58¢°-5930°g+20220°g°—2288qg°-58m~ +593ma-2022m2a+2288ma° | BA

+ 2 [ 4337q°-30020q°g+534880g°+3265mM>-1260m>g—33960mag+13440mag+74640a°q ] A>

3 2 2

— 2 [ 4337m°—30020m2a+53488ma°+3265mq°—1260aq°~33960mqg+13440aqg+74640mg° | B>

+2] 541q3—4116qZg+7440qg2+301m2q+1924ng—4552maq—5440mag+13168a2q ] A82

3 2

—2[541m~-4116m a+744Omaz+30lmq2+1924aq2—4552mqg—5440aqg+l3l68mg2 ] AZB

— 88 [ 210mg—229mg+916aq ] A%+ 88 [ 210ag—229mq+916mg | 8% 6800 [ mg-aq ] A%B?

+ 16 [ 269m?—1055ma+107qg-53q° ] AB> — 16 [ 2699°~1055¢g+107ma-53m~ | AB

+10699AB* + 16109A%B? + 204499A° — 1969mBA” — 1610mB3AZ — 20449mB°

Pero sumando multiplos de I3 e Ig para anular los términos en A y B de ordenes mas altos:

%B? + gg[19m-286a)A° + 88[19q-286g]B>

_ 25 4 4

721528 [|71 + (20449[A"+B"] + 20090A
— 80[100g-211g]A%B — 80[100m—211a]B2A — 16/5 [2267mq—7460gm—7460aq+21800ag]AB
+ 2[2005m?—16740am+34320a°+43374°~30020gq+53488g° | A
+ 2[2005°—16740gq+34320g°+4337m>~30020am+53488a°] B

— 8/5 [1015m°>-9110am>+25860a°m—22880a"
+862mq2—841aq2—8437mgq+12400agq+17300mgz—22880ag2]A

— 8/5 [1015¢°-9110gq°+25860g°q-22880g"
+862qm°—841gm°>—8437qam+12400gam-+17300gm°>—22880ga]B

+ (M—4a)(645m°-5828am>+17808a2m—18304a°)+(q—4g)(645¢°-5828¢°+17808g2G—18304g°)
+ 14176a%0%+ 14176g°m°>—89536a°gq—89536g°am
—8216amq2—82169qm2+1170m2q+54272amgq+146432azg2) I3 +

+ ( 3696[A%+B?] + 168/5 [37m-160a]A + 168/5 [37q-160g]B
+ 24125 [869(m>+q°)-6380(am+ha)+11200(a>+g2)] ) |5]
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se acaba obteniendo para el 17 una expresion factorizable sorprendentemente sencilla:

I7 = [ aB[m(a-3g)+(A-a)q] - mA[q(m-3a)+(B-g)m] ] [ (5a—2m)(5a-m)+(5g-20)(5g-a) ] = G,F;

(que se anula si hay simetria o exactitud y es invariante al permutar coeficientes como debia)

Veamos que conclusiones podemos sacar de los tres coeficientes obtenidos. En primer
lugar consideremos el caso de la ecuacion:

X"= =X+ ex2+fxy+gy2

Sustituyendo se obtiene:

I3=fB , Ig=(20-5B)gfB , |, =-2¢°fB (2f*+3g?)

Por tanto, si I3=fB=f(g+e)<0 en el origen hay un foco estable y habra uno estable si ese
producto es mayor que cero. Pero ¢qué ocurre cuando se anula? También se hacen cero el Ig
y el | . Esto no prueba, desde luego, que haya un centro en el origen. Deberian ser cero todos
los I, . Pero vamos a comprobar que de hecho lo hay en todos los casos:

Si f=0, las érbitas son simétricas respecto al eje y=0.
Si g=e=0, lo son respecto a x=0.

=y
—x—gx2+fxy+gy2

L g L, . ax
Mas dificil es probar la conservacion del centro si e=—g#z0: [ef] O y
a

Entonces hay también un punto silla en (-1/g,0) de autovalores:
Ay = —21—9 [f+Vi+ag’] (raices de gh%+\—g=0 )

La integracién numérica para g=—1, f=3/2 (A+=2,-1/2)
sugiere que ademas de conservarse el centro parecen
no deformarse las separatrices del punto silla. Esto es
facil de comprobar en general: el campo sobre las rectas
y = A+(x+1/g) esta contenido en ellas. Tal vez un cambio
lineal de variables que lleve estas rectas a los ejes
convierta [ef] en un sistema mas sencillo.

_ Op = x+Asy+1/g
En efecto, haciendo [ X +A_y+1/g

n (y utilizando que A A_=-1, A +A_=-f/g )
U

. . . S Op'=Ayp(l-gn)
nuestro sistema se transforma en el sistema integrable: B '

=A_n(l-gp) -
Asi, una integral primera del sistema [ef] es:

Ix+Asy+ 1] [+ Asy+ 1| explg(A_=A)x] =K .
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Volvamos al sistema general [S2]. Como en el caso particular de la ecuacion, es conocido
(se deduce del teorema de la base de Hilbert) que para que tenga un centro en el origen basta
que se anulen un namero finito de 1 (tres, como probo Bautin en 1952). Aungue no podamos
completar la discusién con los calculos hechos hasta ahora, vamos a obtener una expresion
compacta de las Unicas relaciones entre coeficientes para las que se tiene el centro.

Supongamos que 13=0 vy, por ahora, que g#0. Debe ser entonces A = %B .
Llevando este valor de A alas expresiones de Ig y Gy y factorizando el resultado se tiene:
1 1

donde podemos escoger:
H = qz(qm—3gm+Aq—aq) - m2(mq—3aq+Bm—gm)
Si 15570, el origen seria un foco. Estudiemos lo que sucederia si cada factor suyo se anulase:

i) Sea H=0,y supongamos que también: mz0, m#g, m#z-(.
Utilizando que gA=mB es facil despejar los coeficientes e y c:

_ _qgq gm—29m—ag|+|3a—m|m2 _ . _ m m[mg-2ag-gm +|39—g|g2
e—eH=m m?—q — C—CH=q q°—m

Si e=ey, c=cy , tanto Ig=1,=0, con lo que O podria ser un centro. Demostremos que lo es
viendo que entonces [S,] es simétrico respecto de una recta de la forma y=kx . Hagamos un
cambio en [S5] que lleve esta recta y su perpendicular y=—x/k a los ejes. Por ejemplo:

X =kp+n E p' = n+ﬁfk 1+1[Up2+Vpn+Cn2]
{ ~ convierte [So] en  [S,Y] U 1 ) ,.  donde:
y = kn-p n'= -p+,z.[Ep"+Fpn+Gn°]

U = ak®—(b+e)k?+(c+Nk=g , G = gk>+(c+Dk’+(b+e)k+a ,
C = ck’~(g-b)k*+afNk—e , E = ek>+@a-Nk*+b-g)k+c ,
F = fk°~(2g-b—2e)k’+(2a—f-2c)k=b , V = bk3+(2a—f—-2c)k*+(2g—b—2e)k+f

Si U=C=F=0 0 bien si V=E=G=0, [S,*] es simétrico respecto a alglin eje. Como se tiene que:

F+2U = (K2+1)(mk=q) , U+C = (K’+1)(Ak-B) , V+2G = (K>+1)(gk+m) , G+E = (k*+1)(Bk+A)

podemos concluir que el sistema inicial es simétrico respecto a alguna recta y=mx si existe
algin m para el que se satisfaga alguno de los dos trios de condiciones siguientes:

o bien mk—q = Ak—B = ck®>~(g-b)k’+(a-flk—e =0 [c1]
o bien gk+m = Bk+A = ek>+(a—Hk?+(@-b)k+c=0  [c2]
Si e=ey, c=cy, k=g/m se cumple [cl] ysi e=ey, c=cy, k=-m/q se cumple [c2].

[observemos que la anulacién de los binomios lineales en k de [cl] o [c2]
implica que una condicion necesaria para la simetria es que sea gA-mB =13=0]
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ii) Anulemos otro factor de I5.: Sea B=0 (e=-g) [y, por tanto, A=0 (c=-a)].

Ox'= 2 _ 2
El sistema es [Sii] g X' =y+ax“+bxy-ay

. Se tiene que I3=Is=1-=0.
ij':—x—gx2+fxy+gy2 g S

Puede tratarse de un centro (si a=b=0 ya vimos que lo es). La integracion numérica para varios

valores de a, b, fy g muestra la presencia de rectas invariantes, pero también aparecen
atractores y, en general, no hay simetria. Por ejemplo, para los valores indicados se tiene:

Y
Y
)

Probemos que salvo en el caso trivial a=b=f=g=0 existen 1, 2 4 3 rectas invariantes de [Sii].
Larecta F=Mx+Ny—1=0 es una 6rbita del sistema siy soélosi M y N satisfacen las relaciones:

aM—gN-MN =0 , M?+bM+N-N° =0

pues entonces se cumple que F=F.G , siendo G =Nx—My .

En el caso de que sea g=0 hay recta invariante horizontal fy=1 (si f20)y ademas 2,160
delaforma Mx+ay=1,donde M es solucion de M2+bM+fa—a’ = 0 (salvo si a=b=0).

Si a=0 setiene —bx=1 y ademas —gx+Ny=1 con N2—fN+bg—g2 =0.

Si a,g#0, no hay rectas invariantes paralelas a los ejes ( M,N#0 ). Llamando k=M/N es facil
ver que hay 3, 2 ¢ 1 valores validos para M y N dados por:

M=ak—g, N=a—-g/k, siendo k las raices de ak3+(b—g)k2+(f—a)k+g =0.

Conociendo las rectas invariantes seria posible dar, en todos los casos, una integral primera
de [Sii] regular en un entorno del origen, con lo que siempre hay un centro en ese punto:

Si existen tres Fy distintas, existen ay tales que > aG,=0. Una integral es entonces:

H=F," F,"2F | pues H=H [T axGi] =0

[se puede ver que esta H es valida y acaba siendo real aunque dos de las F sean complejas].



98

Por ejemplo, paralos a), b) y c) de antes se hallan asi, respectivamente, las H siguientes:
— 3 2 _ 3 -6
H = [y—3x-1] [y+x-1]" [2y+1]" , H=[y-2x-1]" [y—x-1] " [3y-1] ,

_ [y2—2xy+’:';x2—2y+2x—1]3
H=
6y-1

3 Ax[y—x—1
exp(i arctanx[y—x]l])

[y=-3x-1][y+x—

En el caso de que existan rectas dobles [como en d) ] o triples [e) ] 0 que una o dos rectas se
vayan al infinito [como en la ecuacién o el ejemplo f) ]las H contienen términos logaritmicos.
Por ejemplo, paralos d), e) y f) se tienen las siguientes integrales primeras:

5 2
H:IogltlL—Zg\ﬂ , H:2Iog[y—1]+x4_2&2 . H=2logly-1] + 2y — x*
y—2x-1 y-1 —1 2

Las dos ultimas se calculan facilmente a partir del sistema. La de d) se puede obtener hallando
la H(f) del sistema con a=1, b=2, g=0 (en general con tres rectas invariantes), derivando esta
H con respecto a f y sustituyendo el resultado en f=1 . Para sistemas generales de estos tipos
se trabajaria como aqui, tras tal vez un giro adecuado para hacer la g=0.

El dltimo factor de I5¢ si nos permite asegurar que no basta la anulacién de los primeros
dos coeficientes para tener un centro:

iiiy Sea 5B=q (e=g[b-3g] ) [0 5A=m (c=g[--3a] )] .
Siendo I3=I5=0, el 17 puede no ser cero:

l7 = % F7H = 2175 F- ( q2[6qm—1Sgm—5aq]—m2[6ma—15aq—59m] )

Esto ocurre, por ejemplo, si a=1, b=5, ¢=0, e=1, =3, g=0 [ B=1, g=5, A=1, m=5, 1,=2500 vy
hay un foco inestable (dibujo de la izquierda)]. Pero la anulacién de F- siimplica que todos los
demas |, se anulan, pues se puede probar que entonces el sistema posee curvas invariantes
P,=0 y P3=0 (de segundo y tercer orden, respectivamente) y que una integral primera es de la
forma H= P23 P3_2 . Asi, para a=1, b=2, c=0, e=-2, f=3, g=4 [ B=2, =10, A=1, m=5, F;=0]
las curvas invariantes (de trazo grueso en el dibujo de la derecha) son P,= 5x2+4x+1—2y =0y
P3= 10x3+12x2—6xy+6x—3y+1 =0 . Para ellas se tiene que:

P,=2(x+2y)P, , P3=3(x+2y)P3 - H=0
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Nos quedan por analizar los casos en que se anulan los denominadores que han ido
saliendo en la discusion anterior.
Sea =0, entonces I3 =mB, asiquesi I3=0 o bienes m=0 o bien B=0.
Si q=m=0, el sistema es exacto y desde luego hay un centro en el origen.
Este es el caso iv) y ultimo en que hay un centro.
Si fuese q=B=0, seria Ig=gmA(5A-m).
Asi, si I3=I5=0 aparecen situaciones ya analizadas:
si g=0=e=b, es H=0 [caso i) : las Orbitas son simétricas respecto al eje y ],
si m=0 hay exactitud [ iv) ], si A=0 estamos en el caso ii) ysi 5A-m=0 en el iii) .

Si m=0, el resultado es totalmente anélogo.

Si g=m, se tiene que I3 =m(B-A).Si I3=0 el sistema es exacto 6 B=A .
Sustituyendo si se da lo ultimo: I = mA(5A-m)(a—Q) .
I3=l5=0 da, a parte de los evidentes casos ii), iii) y iv), larelacion: g=a,e=c,f=b.
Para ella es también 1,=0, como debe, pues hay simetria respecto de la recta y=—x .
Se anula H y estamos en el caso i).

Si g=—m, I3=I5=0 implica ii), iii)), iv) y g=—a, e=—c, f=—b : simetria respecto de y=x.
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4.5 Centros y focos no homogéneos y no elementales.

Consideremos ahora un sistema para el que la aproximacién homogénea posea un centro o
un foco. Es decir, sea:

H x' = ANx,y)+ A L x )+ = anoxn+...+a0nyn+an+1'0xn+1+...

Uy = Bn(x,y)+Bn+1(x,y)+... bnoxn+...+b0nyn+bn+1’0xn+1+...

[S]

con n impary con:

Ph+1(2) =B"(1,2)-zA"(1,2) 20 | [z

Suponemos para fijar ideas que agn<0, sin perder generalidad (si no cambiamos de signo los
segundos términos e invertimos el sentido de las oOrbitas). Para saber si 0 se trata de un centro,
un foco estable o un foco inestable de [S] intentamos seguir los pasos de la seccidn anterior.
Pero pronto veremos que aparecen muchas mas dificultades. Escribimos [S] en polares:

py 077 M P = cafesyesetes)

0o =m, M +mpr"+... . m=cBXc,5)-sAXc,S)

y desarrollamos la ecuacion de las Orbitas de este sistema (lo que es posible cerca de r=0 por
estar suponiendo que la funcién continua mp(C,S)>0 B0 [0,2m] ):

2 3
dr _ 2 3 MA-r+M +1r +M +2r + ...
el 4g = Ra@r + Ry®)r" + Rg@®) '+ ... = n-n e =
My +Mppq M+ Mol + .

Mn N MMt =MpMp+1 2 1 MaMne2—Mpmpeo Mp+1MpMp+1 - MpMpal 7 3
<+ 5 + 3 o+
Mp Mnp Mp

Desarrollamos la solucion analitica r(8) con r(0)=r, de [e]:
1(6) = Uy (6) o + Un(8) rg2 + Uz(8) rg° + ..
Hacemos 6=0 para deducir los datos iniciales para las uy(6) :

(o =U1(0) g+ Up(0) o2 +Ug(0) > + ... = uy(0)=1 , u(0)=0 si k>1
Sustituyendo r(8) en [e] se obtiene el siguiente sistema recursivo para el calculo de los u(6) :
u'=uqR1 , uy(0)=1
up' = u2R1+u12R2 , Ux(0)=0

U3' = U3R1+2U1U2R2+U13R3 ) U3(0):0
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El u; resulta ser mucho mas complicado que la sencilla constante del caso no degenerado:

uy(6) = 1O o S4(6) = Is Ry

Resolviendo las siguientes ecuaciones lineales:
u2(6) = Ul(e)Jf) U1R2

u3(9) = ul(O)J's [ U12R3 + 2U2R2 ]

vamos obteniendo los uy en términos de primitivas, que, por desgracia, no se pueden calcular
elementalmente. Para ver si 0 es centro o foco debemos hallar, para r, pequefio, el signo de:

(21— 1(0) = [Ug(2Mm)—1] g + Up(27) 12 + Ug(2M) 1> + ...

Este signo nos lo daria S;(2m) , si fuese menor o mayor que cero. Como 6 crece con t cerca
de 0, y a la vista de los célculos de 4.1, podemos obtener la siguiente primera conclusion:

Teorema 4.3

1 e En (12 R
Sea | =7 Ji Ry = I_Oo Prs1®) dz , con E, 1 =A+B.

Entonces: si 1<0 el origen de [S] es un foco estable y si I>0 es un foco inestable.

[el sistema se comporta como la aproximacion homogénea si la estabilidad es fuerte]

En lo que sigue suponemos que | | =0 | (que en la aproximacion homogénea hay un centro).

Tt TC
Nuestro objetivo es hallar el signo de u,(2m) :Ji uiRy , uz(2m :Jé [u?Rg+ 2Ry ], ..

Como era de esperar uy(2m=0 . En efecto, R; es meperiodica de promedio 0, con lo que son
Teperiodicas también Sq y uq . Ademas, por las paridades de My y my es Ro(8+1)=—R5(6) .

fame = Lo =5

Veamos cuanto podemos avanzar en el calculo de ug(2m) . Aunque es facil generalizar muchos

Por tanto:

pasos, vamos a centrarnos desde ahora en el caso n=3 . En primer lugar:

T Tt 2 121t mo,
I(z) 2U2R2 ae = Jé 2U1R2 [I(e) U1R2] de = [Is U1R2] |0 =0 - U3(2T[) =I(2) uq R3
Recordando 4.1:

1 1 (OE n - 1 (OE
S1(0)=- 1 In(mg) + 1 Om—é - Uug(2m = Jf) Ramg 1/2exp[5'[§mf23 ]de
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Por otra parte:
miM; — Mm; = [B*AT - ABl] [c?+s7]

Por tanto:

nrg3a5-a38°  my[A%B*-B3A%
ug(2m = JE my>2 + my’2 [ Je ]de

Pasando a cartesianas con el cambio z=tan® y teniendo en cuenta que los numeradores y
denominadores son pares en C y S (de orden menor en dos unidades los primeros)
acabamos obteniendo el siguiente teorema:

Teorema 4.4

Sea I—J' P—_o ysea J= I [ 5/2 Ql7%2]Ed con

E(z)=exp[%.[; PTzl] . Q@)= BA°-A%B%| | ) . Quo(d) = (B2 A%B -BAY| -

Entonces: si J<O el origen de [S] para n=3 es un foco establey si J>0 es un foco inestable.

Esta expresién de J no deja claro que debe anularse en el caso de que [S] sea exacto. Pero:

d k Ak ' Kni _ plrk
4z Pke1 = Excg — (kDA AP — APy, = A'BI-AB

2
6Qg d [ Ps _10Qq2 2Rqo
dz 5/2 E] 5/2 E- P52 E. 4z o 52 Bl = o 72 E= 702 E
4 4 Py
siendo Rg=P4E4—PgE, , Rq,=Pg[P5Es—P4E3]

De esto obtenemos una expresion alternativa parala J:

J = I_io [ REE:,/z Rl?/2] Edz

La primitiva que figura en la exponencial es calculable si podemos factorizar P4 . Pero, aunque
consigamos hacerlo, es imposible en general hallar analiticamente la mucho mas complicada J .
Lo que vamos a hacer es, restando integrales de valor cero, reducir su calculo al de otras
similares en las que los numeradores seran polinomios de grado dos que, en ocasiones,
tendran signo definido. En ese caso habremos conseguido precisar algebraicamente el signo
de J y la estabilidad del foco.

Para abreviar, a partir de ahora llamaremos P4=P , supondremos ag3z=—1 Yy denotaremos los
coeficientes de los términos ctbicos A3 y B3 por:

A3(x,y) = ax3+bx2y+cxy2—y3 , BS(x,y) = ex3+fx2y+gxy2+hy3
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Como se tiene que:

n
:7 Pi+E/2] = PkES/Z [ (n-4k-2)z"*3 + (In-3K]h+[3k+2-n]c)z"*2 +

+ (In-2K]g+[2k+2-n]b)z"* 1 + (In—K]f+[k+2-n]a)z" + nez" ]

o _Nt+3
la integral del segundo miembro de —o a +o se anula si n=0,...,4k+2 . Cada I ;kTJEzdz ,
—00

con n=0,...,4k+1 , queda en funcion de otra similar en que el nhumerador es de un grado
menor.

Asi, si en el numerador hay inicialmente un polinomio Qg+4 (como los de J), eliminando de
forma sucesiva el coeficiente de mayor orden, se acaba teniendo un polinomio R, de segundo
grado en el numerador:

® Qgk+4 _ Ro
Lm pk+372 FdZ = Lx, pok+372 EdZ

Si se tiene la suerte de que R, tiene signo definido, queda precisado algebraicamente el signo
de la integral inicial. Aunque el R, corte el eje z, aun se puede salvar la situacion. En efecto:

z4k+2E

4k+1
d SE Z7E E 4k+4
dz [ oke172 | = peaz [ (k+2lh—ke)z [z ]

pk+1/2 1 = pk+312

4k+4 ] g[
N

y de aqui:

[e<] 00 Q E
0= [ (Z4k+2+([k+2]h—kc)z4k+l)Pk51/2 ]40 = _[_w Pﬂg?z dz

Reduciendo el orden de Q; como antes acabamos hallando un polinomio N, = n222+nlz+n0 ,
con los ng dependientes exclusivamente de los coeficientes de A3 y B3 , 'y tal que:

© 0 © +
[7 fZpdz=0 - [7 SHeteq = [T T2 260 om
Por tanto, si para algun valor de la constante m es M, =Ry,+mN,#0 [z (0 que es lo mismo, si
es negativo su discriminante o si las raices de R, y N, no estan intercaladas), el signo de la
integral con el Qg4 Sera el de este polinomio M, . En el peor de los casos, eligiendo un m
adecuado podremos suprimir el término lineal o el cuadratico de R, , con lo que la integral se
reduce al calculo (numeérico) de solo dos de las tres integrales siguientes Jg, J; 0 Jo:

2
- E _® zE _r° z°E
JO—LX, pk+3i2 92 . Jl—_[_oo ok+3i2 92 . Jz—,[_oo k32 0z

Ala J del teorema 4.4 se le pueden aplicar las reducciones anteriores con k=2 (pues Q8/P5/2

es también un Q*12/P7/2 ). Si los términos de orden 4 son nulos, las reducciones son con k=1,
lo que simplifica los calculos. Pero incluso en este caso las expresiones generales del R, y del
N, son tan largas que no merece la pena reproducirlas. Se puede probar que se llega a la
misma expresion reducida de la J partiendo de los Qg y Qq, 0 partiendo de los Rg y Rq5 .

Desarrollamos los célculos hasta el final en el ejemplo siguiente (continuacién del ejemplo 1 de
4.1). Otros ejemplos apareceran en capitulos posteriores.
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X'= 2x3—xy2—y3

2
, P z +2 =p(z E, = 8+8z-4z" .
v = 43425y raxy?—y3qxosy? T AT = [Z+2 =p(2’°, E;

0
Ejemplo 14. E

Ademas del centro o foco del origen tiene, si g+s#0, una silla en (9/[q+s],9/[g+s]) . Si q=s=0,
yavimos en 4.1 que era |1=0, pero nos conviene volver a hallar | calculando una primitiva:

- 2 z-1
=] g2 4z = 4l I
Para analizar origen del no homogéneo habra que hallar el signo de:

© Q 2[z-1
J= I 172 Edz, con Qqp= [q+SZ] [2-z 23] y EEEXP[ f) ]

Para reducir J utilizamos que:
n
dJzE]_E n+3 ,_n+2 n+1 n n-1
dz[ 55 ]_p7 [(n=10)z""°=22""“+4(n-4)z"" ~+4z +4nz " ]

y que la integral entre —o e o del segundo miembro es 0 si n=0...10 . Haciendo desaparecer
los coeficientes de mayor orden del numerador de J (desde, tal vez, 12 hasta 3) se acaba con
un polinomio de segundo grado en el numerador. La situacion favorable de que este polinomio
tenga signo definido se da, por ejemplo, si:

g=0,s8=9 - Qqp= 817° [2—22—23] . Entonces:

Q12 i$(98

6 36 5, 252 4 288 3 1836 _2 8 6248 576 E
7 -7 dz 8z )
p

zZ+ T 175

+1 52+t 5 27352% 3 27 5% 175

® R
con Ry=-16122+4322-373 —  J= 00 o7 Edz<0
—00

pues el discriminante del R, es negativo. Hay, por tanto, un foco estable en origen.

[Integrando numéricamente se tiene que J=-3.72 ].

Hallamos ahora el N, , dependiente solo de los términos cubicos, y con integral cero:

[ 1 10 9 8 32 7,112 6 632 5 4232 4 22768 3 34336 2 17792 6115522)]_
dz

A2 =32 T T e 2 T 505 27 405 2t 14175
_ 128 E ® Np _
= 14175 7 N2+ 00 Np= 10572%+6662-349 - ] o7 Edz =0

Aproximadamente, N, tiene por raices —0.97 y 0.34. Siparaotros ¢ y s tiene raices reales
el R, pero dentro o fuera del intervalo [-0.97,0.34] , la estabilidad del foco queda precisada
algebraicamente, pues existira un m para el My=Ry+mN, tiene signo definido.

Esto sucede, por ejemplo, en el segundo caso que tratamos:

64 (@ Ro

- - _ 2, 2 3 (R, . _
q=5,5=4 - Qpp=[5+4z"" 22> - J_J'_wp—75d2_ ~ a5 oy p7 E92

con Rp= 41097%-108182+5632 , de raices reales aproximadas 0.71 y 1.92 . Existe algiin m
tal que M, tiene signo definido (si m0[0.79,16.1] aproximadamente). Por ejemplo, si m=16,
My =R5+16N, = 2835(700722—54z+16) >0 paratodo z . Foco estable [J=-1.09 ].
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Lo més desfavorable es que tengamos que utilizar el valor de dos de las integrales:
2
_ (o) E _ _ (o)
Jo= j Sdz=000331 , J; = [ 07 02=0.000525 , J; = J' N ZE 4z~ 0.000762

Por ejemplo, no queda con lo anterior precisado el signo de J algebraicamente si:
Q12 d[sLE 324 E

— _ _ 2 _3 ~12 d|sl E 2
q=9,s=0 - Qqp=81[2-2z"2"] - o7 E- 4z L10 05 [2+22 z°]

ya que las raices de R, son -0.73 y 2.73.

Tenemos que hallar numéricamente:

3% I°° 203-2782° Edz 6 = 324 [ 353+5562
- 37 p’ T 1057 Jw  p?

Edz

Utilizando los valores de arriba de las Jyy, , tenemos que
J=0.45 vy asi se tendria un foco inestable en el origen.
Esto concuerda con el dibujo aproximado de la derecha (la
sillaestaen (1,1) y sobre y=x las Orbitas son verticales).

Una idea que nos permite resolver algebraicamente el problema en el dltimo caso (y que se
muestra productiva en otros ejemplos) es considerar el integrando de J también como un
cociente de polinomios de orden superior y reducir, con las técnicas descritas, estos
polinomios méas complicados. Podemos utilizar, por ejemplo, que:

[203-278z ]9 [ 278 3 139 24 1559 L3 ] _ 24 (® RH
09 (1 =) ~ I=2849)_, 9 B

siendo R*; = 42619z 2_3282z+60518

y como R*, es siempre positivo esta probada la inestabilidad. No se ha necesitado siquiera
hallar un N*, de integral cero, cuyo calculo es ain mas largo que el del Ny :

114, 13 256 _ 2
[ ( +z +...)] 12567525 -7 p7 N*, , con N*=324683z°-5250182+11182
. - o 7 ALz+Bp
Otra forma (no generalizable) de ver que J>0 en este caso es escribir J, :I > T Edz,
—00 :O

utilizar que cada sumando para n=3 se puede escribir en funcion de los posteriores:

J.oo zE I [(n 1)z+2n—3 + 2n 5 ]Ed , I:) pgndzzI:O[(zn—s)Hzn _2n- 5 ]Ed

—ooph 12pn-1
y que ademas: J'jo[p%*'é_%]Edzszli:O'
Operando:
_(®r 115 211 409 753 36
Jo_L»o 1296p2 864|0]EdZ 0 J2= I [1728p 648p a2 JEZ — = I [ ap2 T p JEdz

Esto no precisa el signo de J. Pero haciendo en la Ultima expresion z=V2tanu , desarrollando la
exponencial, quedandonos con las potencias pares y escribiendo todo en funcién de c=cosu:

753 2 1,2 4 14 6.1 4,68
I=V2 Img _18] [1_C +5(2c7—C)— g (6c™-5¢7)+ 5, (4c"+4c—TCT)—... ] du

Asi expresamos J como una serie numérica cuya suma se puede probar que es positiva.



