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5. Utilizando la poligonal.

Consideraremos en este capitulo de nuevo el sistema analitico:

ox'=f(xy) = A" (x,y) + AP y) + ..

S
1) Oy =g(xy) = B"(x,y)+BP(xy) + ...

y analizaremos los casos pendientes del teorema 3.2, especialmente el estudio de v; multiples
con \; asociado igual a cero [siendo y=vix raiz de A(x,y) = xB"(x,y)-yA"(x,y) y Ai=A(L.v) ],
generalizando los resultados de dicho teorema.

Comenzaremos en la seccion 5.1 estudiando algunos ejemplos de ese tipo (v;=0 en todos
ellos) para sugerir las técnicas y las dificultades de los resultados generales que se daran en
5.2. Estos resultados los emplearemos en el estudio de sistemas concretos en 5.3 y
acabaremos tratando en 5.4 el caso A=0 (y similares) y los centros y focos que no son
analizables con las técnicas del capitulo 4. Demostraremos que con una utilizacién adecuada de
la poligonal de Newton, casi nunca sera necesario realizar explicitamente ningln blow-up para
precisar la estructura local de estos puntos 'mas degenerados' que los del capitulo 3.

Veremos en 5.1 que buscar variedades de [S] cuyo desarrollo comience por términos x>
es equivalente a buscar ramas de esa forma de la curva algebraica Hg(x,y) =xg—syf=0 . Estaes
la razén que lleva a utilizar de forma natural la poligonal en el analisis de estos sistemas (la s sera
diferente para cada potencia, es decir, para cada segmento de la poligonal). El primer teorema
gue probaremos (el 5.1) asegurara que a cada rama simple o mltiple con el nuevo 'autovalor'
asociado distinto de cero corresponde una variedad de la misma forma que pasa por el origen.

Mejorando un primer teorema 5.2 (y a la vista de su demostracion) establecemos el aln mas
Gtil teorema 5.3 que permitira analizar el origen con pocos célculos (y sin cambios de variable):
si ningun polinomio asociado a un segmento de la poligonal se anula idénticamente para el s
correspondiente, si existe alguna rama real y las asociadas a cada segmento son del tipo de las
del teorema 5.1, estas ramas (y tal vez otras asociadas a los vértices) dan todas las variedades
que pasen por el origen, y la estructura queda determinado con el flujo sobre ellas, el signo de
Ay, excepcionalmente, el de algun polinomio mas. Este resultado generaliza el teorema 3.2 (y
el estudio de los puntos elementales): los términos homogéneos se sitlan sobre un segmento
de pendiente —1 y las ramas son los 'vectores propios'. El papel de la aproximacion homogénea
lo cumplen ahora los términos que proporcionan puntos sobre la poligonal y son, si todos los
nuevos 'autovalores' son no nulos, los Unicos necesarios para fijar la estructura del origen.

Los teoremas son de demostracion larga y exigen la realizacién de sucesivos blow-ups,
pero insistimos en que una vez probados hacen, en general, innecesarios los cambios. Sélo
dejan por analizar los casos con polinomios idénticamente nulos, las ramas mdltiples con
‘autovalor' cero y la distincion entre centros y focos. En 5.4 se daran ideas de como atacar los
dos primeros casos sin cambios de variable y se estudiaran los centros y focos. Para estos se
vera que si la poligonal se reduce a un segmento, uno o dos cambios de variable reduce el
problema a uno o dos de los estudiados en el capitulo 4.
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La explotacion intensiva de la poligonal de Newton en la forma presentada aqui para el
analisis del origen no se encuentra en la literatura sobre el tema. El clasico [1] (ver las paginas
295-302 de [3]) ya utiliza la poligonal para estudiar las soluciones de dy/dx=g(x,y)/f(x,y) , con g
y f analiticas que se anulan en el origen. También se utiliza en [5], aunque en un método de
estudio de puntos criticos que més bien se basa en la determinacion de las curvas f=0 y g=0.
Nuestras primeras ideas sobre el tema se mostraron en [13]. El método local de analisis de [18]
(en el que es omnipresente la poligonal) consiste en dividir un entorno del origen en sectores
(asociados a cada segmento y cada vértice), en utilizar formas normales para el estudio de las
orbitas en cada uno de ellos y en 'pegar' las 6rbitas de cada sector. Su ejemplo erréneo citado
en la introduccion es x'=4y2+xy—2x2 ; y'=y2+2xy+2x3 , al que asigna dos sectores parabdlicos
y dos hiperbdlicos, pero el teorema 3.2 ya asegura que consiste en seis sectores hiperbdlicos.

Mas préximo a nuestras ideas es el trabajo de Berezovskaya recogido en el libro [21]: "The
main topological part of plane vector fields with fixed Newton diagram”. En él caracteriza los
sistemas 'no degenerados' para los que bastan los términos sobre la poligonal (su 'parte
principal’) para fijar la estructura (descarta entonces la posibilidad de ‘autovalores cero' recogida
por nuestros teoremas). Su método de analisis (mucho mas complicado que el nuestro)
simplifica el de [18] realizando en cada sector blow-ups de la forma x=x, y=xSv (no parece
detectar las dificultades que citaremos en la pagina 123). Tal vez existan mas detalles en su
preprint de 1978 ("A complicated stationary point of a system on the plane: structure of a
neighborhood and index"), uno de cuyos teoremas se reproduce en la pagina 88 de [17]. El
articulo [20] también caracteriza cuando basta considerar la 'parte principal'. Para el analisis de
los sistemas asociados a cada segmento sustituye los blow-ups sucesivos por un (inico cambio
a las coordenadas quasi-polares introducidas por Lyapunov ([2]). Como aplicacién clasifica,
como nosotros en el ejemplo 17, los mapas de fases de las ecuaciones de segundo orden,
aunque no reproduce los calculos y no podemos comparar los métodos (por otros caminos mas
largos estas ecuaciones habian sido ya estudiadas en [4], [7] o [10]).

Los resultados para el caso A=0 estan basados en [7]. Sobre el problema complicado de
distinguir centros y focos de los tratados en 5.4 se puede consultar [17] (para una vision global),
[18] y sobre todo [22] ya que ataca el caso (para el que 5.4 sdlo sugiere sus dificultades) de que
haya mas de un segmento de la poligonal, ‘pegando’ las 6rbitas de los sectores asociados a
cada segmento. Su caracterizacion de los sistemas 'no degenerados' con centro o foco a partir
de la poligonal es similar a la nuestra de la pagina 136 (o de [26]). Sistemas de forma particular
con este tipo de centros o focos se estudian en [2], [6], [20], [24] y [25].

El proceso habitual de analisis de los puntos de este capitulo mediante cambios de variable
(Ilamado proceso de desingularizacion o o-proceso) precisado por Dumortier en [9] se puede
encontrar descrito también en [10], [12], [15], [17], [19], [20] o [23]. [Se podrian dar muchos
ejemplos de lo largo que puede resultar este proceso; por citar uno: en las paginas 361-364 de
[12] se analiza x'=y+ax?+... ; y'=bx2+... con tres blow-ups sucesivos; basta una linea para
estudiarlo con nuestro teorema 5.3 (expuesto en [16])].

En nuestros estudios no hemos considerado el indice de los puntos criticos, del que otros
autores si obtienen abundante informacién, como [8], [11] o [14].
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5.1. Ejemplos introductorios.

Ux' = 3
Ejemplo 1. %X ax

e A— —
y' = y2_'_)(4

Aunque no sabemos si existen, busquemos variedades horizontales que pasen
por el origen probando en la ecuacion de las 6rbitas soluciones de la forma :

y= chS+o(xS) con s>1 - [C52X25+... ] +xt =ad [scsx5_1+...]

El valor mas pequefio de s para el que cg puede ser no nulo es s=2 . Asi que:
c22 —2acy+1=0 - Cy= atVa’-1

Si |al<1 no pueden existir variedades reales que comiencen por términos de orden 2.

Si a=1 (cp=1 doble) y a=—1 (c,=—1 doble), las posibles variedades serian,

respectivamente, de la forma: y= .. e y= X%+

Si |a]>1, tenemos dos posibles comienzos del desarrollo de las variedades horizontales.

El flujo sobre cada una de estas posibles variedades viene gobernado por x'=ax®.
Comprobemos que en los célculos anteriores reside toda la informacién necesaria para precisar
la estructura local de 0 . Para ello comenzamos haciendo el cambio x=x; y:x2v . Obtenemos:

X' = ax3

a
2 9 cuyas orbitas (salvo x=0) son iguales alasde O
v' = x°(vT-2av+1) 0
Este sistema tiene 0, 1 6 2 puntos criticos en x=0 dependiendo de que |a] sea menor, igual o
mayor que 1. Los diferentes mapas de fases en el plano xv son:

Av v A VoA :lv: %%V§
V' N

N1/ NI/

71T JTV X x X

N |

a<-1 =-1 la]<1 a=1 a>-1

(los dos puntos son elementales si |a]>1 y uno de sus autovaloreses Oy el otro es a si |al=1).

Deshaciendo el cambio comprobamos que existen las variedades previstas [aunque haya
infinitas, todas ellas son de la forma buscada y = 02x2+0(x2) ]-
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Los posibles mapas locales del origen 0 seran los siguientes:

y y y y y
X X \
X X X
a<-1 =-1 a=1 a>-1

lal<1

Observemos que al mismo resultado habriamos llegado simplemente reflejando las nuevas
variedades descubiertas con su flujo correspondiente en la estructura homogénea:

Como muestra el ejemplo a un punto multiple con A=0 pueden no llegar variedades o
llegar mas de una con primeros términos csxS diferentes (e incluso, como veremos ya en el
ejemplo siguiente, con diferentes s , que pueden ser fraccionarios, lo que complicara los
cambios). En general veremos que a cada cg simple estara asociado siempre un punto simple y
por tanto una variedad que llega al origen, lo que no sera siempre cierto para un cg multiple.
También es posible que existan variedades que no sean C” . Por ejemplo, para a=1 las érbitas
vienen dadas por y = X2 + sz/(l—CInx) y todas estas funciones satisfacen y(0)=y'(0)=0,
y"(0)=2 . Pero ninguna de ellas ( salvo y:x2 ) posee derivada tercera en x=0 .

¢Podriamos en los calculos anteriores haber perdido alguna otra variedad horizontal que
no fuese de la forma y = 02x2+o(x2) ? En principio, al deshacer el cambio y:x2v seria posible
gue alguna de las 6rbitas proximas al eje v 'se doblase' hasta regresar al origen. Para ver que
eso0 no puede suceder hay, por ahora, que avanzar paso a paso, siguiendo el camino conocido
de realizar blow-ups sucesivos hasta acabar en puntos elementales o con un Unico autovalor
cero. Haciendo en nuestro sistema y=xv se tiene

2 - XB—VA = x[v2—2axv+x2]
Las Unicas posibles variedades horizontales del sistema inicial son las posibles 6rbitas de este

Gltimo sistema en x#0 que lleguen al origen y, segun el teorema 3.2, estas s6lo lo pueden
hacer siendo tangentes a

v:[aiV?—l]x

lo que nos vuelve a dar las variedades conocidas.
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Ux' = y2—2x3

; 3
Ejemplo 2. a - A== N =0 - N0 o
J P oy' 3x2y+x4 y y

3
Probando y= csxs+o(xs) obtenemos que el menor s es s=, con lo que

712 4 2,3 3113 1/2 _ 3 3 —
[3C3/2X +...+X ] —[C3/2 X“+...—2X ] [E CgoX™ +... ]1=0 - 2C3/2 —6C3/2—0
Hay tres raices simples de esta ecuacion: cg=0, C3/p=—2, C3/=2,

3/2 3/2 3/2) 3/2 3/2)

que nos proporcionan tres variedades: y=o(x~ ), y=—2x~“+0(x , Yy=2X77+0(X

que llevadas a la primera ecuacién del sistema nos da para la primera: x'=—2x3+o(x3) ,

y para la segunda y tercera variedades: x'=2x3+o(x3) .

Para precisar mas el dibujo calculamos algin término no nulo de la primera variedad. Para ello
., . L. . 1
observamos que s=2 también proporciona cg no triviales. De aqui: y = —;x2+... y por tanto

/
I\

(los sectores entre las tres variedades de la derecha son hiperbdlicos y no elipticos como en
principio podria también pensarse; mas adelante justificaremos porqué se puede asegurar esto
312, obtenemos tras simplificar:

s6lo con los calculos anteriores). Haciendo el cambio y=x

' = xv2 - 2X
3 1/2

Dv':6v—3§v + X

X

Los puntos criticos de este sistema en el eje v son: (0,-2), (0,0) y (0,2) . Este
eje esta formado por 6rbitas orientadas como en el dibujo. Podemos evitar la

presencia del término no regular xll2 con un nuevo cambio x=u? que nos da
1
HBu' = —u- Suv?
0 2
. 3.3
@ V' = 6v — SV +ou

Para este sistema los tres puntos son elementales y por tanto hay variedades no
verticales que llegan hasta ellos: v =0+0(1) , v=-2+0(1) , v=2+0(1) .

Deshaciendo los dos cambios realizados obtenemos de nuevo las variedades previstas en la
derecha. Si realizdsemos el cambio y:(—x)3/2v , —x=u? (o bien x=—u’ , y:u3v de un tirdén)
demostrariamos la existencia de una variedad a la izquierda. De nuevo unos blow-up sucesivos
(hasta que demostremos los teoremas de las siguiente seccidn) podrian despejar las dudas
que pudieran quedar sobre la posible pérdida de otras variedades distintas de las detectadas ya
que pudieran llegar al origen con pendiente horizontal).
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Aunqgue, como hemos visto, la utilizacién de series formales ahorra trabajo veamos que adn
podemos simplificarlo mas.

Observemos que determinar el cg probando y = csxs+o(xs) en la ecuacion de las orbitas
a(x,y) —f(x,y)glx =0 - g(x,csxs+...) - f(x,csxs+...) [scsxs_l+... ] =0

es equivalente a determinarlo probando ese desarrollo en la ecuacién algebraica

Q) x g(x,y) —syf(x,y) =0 - xg(x,csxs+...) -S f(x,csxs+...) [chS+... ] =0

(para s=1 aparece de nuevo la ecuacion A=xB-yA=0).

El problema de determinar las ramas de una curva algebraica es facilmente atacable a partir
de su poligonal de Newton. Asi, el analisis de la curva (1) en los ejemplos 1 y 2 nos
proporciona inmediatamente las variedades ya conocidas:

xy2—asx3y+x5 =0 -

y:%[asi\_/azsz—4]x2 .= anVat-1 5%+,
s=2

3x3y+253y-sy> =0 — yzz[g 2pl+.. 7 y=#23P 4
s=3/2
2 _ 2

s=2

3 5

[Observemos que para calcular las variedades al s que aparece en (1) debemos
asignarle valores diferentes segun sea el segmento que consideremos, pues
cada s es la potencia del primer término de la variedad (de la serie) buscadal.

0 '= Oyx'= 2
Ejemplos 3. a] O x|_y 3. 5 b] Dxl_y+x 3. 5
0y'=-4xy—2x~+bx 0y'=-2xy—-2x"+bx

Ambos sistemas tienen la misma estructura homogénea: A= —y2 , A=0 —
Y proporcionan la misma variedad doble a partir de la poligonal:

2:O N

2

aj —2x4—4x2y—sy

2
=—x“ doble
b] —2x4—(2+s)x2y—sy Y

=0 =




114

Estos casos de ramas y = csxs+... multiples (como ocurria en el capitulo 3 con los v; mdltiples)
pueden obligar a proseguir el analisis, pues al hacer y:xsv (o algun blow-up) podrian aparecer
puntos degenerados. En nuestros ejemplos:

Ox' = x Ux' = x+xv

y=X2V - a] g . 2 2 b] t . 2 2
Ov'=-2(v+1)“+bx Ov'=-=2(v+1)“+bx
Ox' = xu Ox' = x2+xu

=Xu - al O b] O

y ] Ou'= —2x2—4xu—u2+bx4 | Ou'= —2x2—3xu—u2+bx4

Para el sistema en v el punto (0,—1) es un silla-nodo en el caso a] pero no es simpleenel b].
Para el otro, es A= —2x(x+u)2 en ambos casos, pero mientras al vector propio multiple u=-x
esta asociado un autovalor cero en el b] , tenemos X'= X%+ .. para el a] . Asi, cualquiera de

los cambios prueba la existencia de la variedad y = X+, para a] y precisa su estructura:

[como se observa, el término bx° no es
relevante para la estructura local de a] ).

Sin embargo, para b] no sabemos lo que ocurre. Podriamos hacer z=v+1 6 z=x+u y usar las
técnicas vistas hasta ahora. Pero mas comodo es hacer directamente y:—x2+w gue nos lleva a:

[
=

W= i[gb X6]1/2

centro _@_
> -*

[sistema ,* .

exacto] r.\‘ l\ {\

Algo tal vez mas rapido que el cambio y:—x2+w es calcular algin término mas del desarrollo de
la posible variedad. Llevamos y = —x2+csxs+... , $>2 ala ecuacion de las orbitas de b] :

b<0

s+l

—2CgX x4 = [—2x+scsxs_1+...] [co+..] - bx+... = sc52x25_1+... -

s=3 - c3==% [2]1/2 - y:—xzi [2]1/2x3+ ..., Si b>0
La presencia de dos coeficientes distintos para X separa si b>0 dos variedades ya simples,
con lo que esta garantizada su existencia. Esto, en general, se probaria haciendo los cambios
adecuados (aqui y=—x2+w , w=x3v 0, de un tirdn, y=—x2+x3v ) y el flujo sobre cada variedad,
como siempre, se determinaria yendo a la ecuacion en x'. Para este sistema b] (es exacto)
podemos confirmar los resultados calculando explicitamente las érbitas:

y =_x? ivig bx5+c

3
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"= xy+3y2+5x2y

, X
Ejemplo 4.
Jemp y'= y2+4xy2—7x4

OoOod

En los ejemplos anteriores bastaba analizar la estructura homogénea, localizar las variedades y
orientarlas. En éste la poligonal no nos da toda la informacion necesaria ya que aparecen
variedades que no estén asociadas a ninguno de sus segmentos. Esta situacion se puede dar,
como veremos, si los dos términos asociados a un angulo de la poligonal se anulan para el valor
de s correspondiente a uno de los segmentos contiguos. Asi ocurre en nuestro caso:

A :§,\2§\2—3y -0 —p

=X (y 2+7x4) =0, imaginaria

X

0

1
:
1

‘= xv+3xv2+5x2v

B X XB-VA = —x(7x2+v2) ,
gv'= —7x2—3v3—xv2 . 3
x=0 variedad centro - v'=-3v

[Observemos que al realizar el blow-up los términos que daban el mismo punto del diagrama lo
siguen haciendo, que el segmento de pendiente —1 (asociado a los términos homogéneos)
se ha convertido en uno vertical (asociado a x=0) y que el de pendiente —-1/2 (asociado a
ramas y:mx2+... ) ha pasado a tener pendiente -1 (asociado a v=mx+... como cabia
esperar). Observemos también que los términos cubicos iniciales, que dan un punto por
encima de la poligonal, no influyen en la estructura del origen].

Queda analizado el sistema en xv y de él podemos deducir la estructura del inicial:

Xy

Como veremos en la seccion siguiente, en estos casos problematicos podremos ahorrarnos
también la realizacién del blow-up, aunque necesitaremos precisar el signo de algun polinomio
mas que el A de la aproximacion homogénea: la orientacion de los dos semicirculos pequefios
del segundo dibujo la podemos fijar simplemente a partir del signo de —x(y2+7x4) .
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Ox'= 7
Ejemplo 5. 0~ xy8 13
Oy =by"—x

1

A=(b-1x2 - x=0 - y'=hy?

13 ,_13
x[(b—g)yS—xB] Y :§y8+...

14

Como veremos, bastara esquematizar el signo de A (es decir, de (b-1)x)yelde x[...] (cerca
del eje x loda x4 ) y las variedades dadas por la poligonal con su flujo para analizar el punto:

b>13/8

oS

h

Mientras no demostremos los teoremas de
5.2, para justificar estos esquemas habria que
hacer varios blow-ups (veremos que 5) para
tener un punto 'poco degenerado' en el
origen, y reconstruir entonces las 6rbitas del
sistema inicial. Pero podemos hallar las érbitas
(es facil ver que todo sistema cuyos términos
se sitlan sobre un segmento de la poligonal
es resoluble (y ademas es de Bernouilli)):

8
8b-13

y8=x8 [ c_8In|x|], si b=13/8

y8= Cx8b+ X3 , Si b#13/8

Como se observa, para b[[1,3/2], todas las
variedades horizontales que llegan al origen
vienen dadas por la poligonal. Ademas, los
cambios de orientacion en la circunferencia
ampliada se producen sélo en los puntos
asociados a dichas variedades. Bastaria, por
tanto, orientar simplemente la circunferencia
inicial [eso basto en los ejemplos 1, 2y 3, que
no tenian dos puntos con el mismo signo
asociados a un angulo de la poligonal].

Esto no sucede si b{J(1,13/8] : a un punto de
‘empalme’ llegan variedades que no son ni
O(X) ni O(|x|13/8) , Silos signosde Ay X[...]
son diferentes a cada lado de dicho punto.
De 5.2 se deducira que si b[1(1,13/8) estos
puntos de empalme seran siempre nodos (y
bastard también el signo de A ). Sélo habra
que mirar x[...] para ver qué tipo de puntos
simples son los de empalme cuando 'se
vayan' angulos de la poligonal ( b=1 6 13/8).

[De hecho, para b=1, en que se anula todo un segmento de la poligonal, las cosas pueden ser
més complicadas y habra que esperar a 5.3 para saber como analizarlos].
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5.2. Resultados generales.

Volvamos al sistema general:

"= f(x,y) = A(xy) + AP(xy) + ...
g(x,y) = B(x,y) + BP(x,y) + ...

[S]

oo™
< X
Il

Consideremos la poligonal de Newton de la curva:

y
Hs(xy) =xg(x.y) —syf(x,y) =0
Fijandonos en el k-simo segmento de la poligonal
anterior (de pendiente —1/si ), llamamos:
Pr(X.y) = XPyg(X.y) — skyPys(xy) = 0 q

a los términos de Hg, (x,y) asociados a cualquiera
de los puntos situados sobre ese segmento (que
son aquellos que dan ramas de Hg, =0 delaforma vy = mkxSk +...), siendo, respectivamente,
Pkg y Py los términos que provienen de las funciones g y f. Sea (bk—sak)xryq el término de
Hs perteneciente a los dos segmentos consecutivos de pendientes —1/sx y —1/sk+1 , donde
ber_lyq esuntérminode g vy aeryq_l es un término de f. Suponemos en esta seccion
que Pk no se anula idénticamente para ningun k.

Supongamos que sk=w/B . Que Py este asociado al segmento de pendiente —1/sy significa
que al sustituir y por mx>k en Hs, los términos no englobados en el P son de orden mayor:

Hsk(x,mx("/B) = Pk(x,mx“)/f’) + ... = P(l,m) xO/B 4 o(xa/B)
Los primeros términos de las ramas de Hg =0 de la forma y = myx> ,x20, 6 y = mjk[—x]sk ,
x<0 , vendran dados por las raices de Py(x,y)=0 . El primer teorema precisa cuando existen

variedades de [S] de esa misma forma local:

Teorema 5.1

Si y=mjx>* , x20, es raiz real simple de Pk(x,y)=0 o mdiltiple con Pyg(1,mik) # 0
entonces existe una variedad de [S] de la forma y = mikxSk + o(xsk) , x=0 . Analogo
resultado se tiene para las raices y = mjk[—x]sk , X0 .

[Observemos que, en particular, para s,=1=sg , los polinomios correspondientes son
los conocidos Pg= xB—yA =A vy Pos= A, que las variedades (validas para x=0 y x<0)
son los vectores propios del teorema 3.2 y que los Pk#(1,mjx) ocupan el papel de los A .
Observemos también que el segmento asociado a A podria reducirse a un punto].
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Demostremos el teorema. Haciendo y = xkv , x=0, el sistema [S] se convierte en

H X' = f(x,x5kv)
Oy = x Skgx,x%kv) — s X v (x,x5kv) = x_sk_lHSk(x,xSkv)

que tiene las mismas 6rbitas en x>0 que
%x' = x~Sk*tl-a/B f(x,x>kv) = XPkf(l,V)+O(Xl+1/B)
Hy' = x™ P Hg, (xx%v) = Py(1,v)+ o)

Haciendo xB = u (o bien tras hacer directamente en [S] x = uB , Y= uv ) obtenemos el sistema
analitico:

u' = lgu Pis(1,v) + O(u2)
v' = Pkf(l,V) + O(u)

g
0
N

en el que el eje u=0 es una érbita o union de ellas. Los puntos criticos en dicho eje se calculan
hallando los ceros de Pg(1,v),y por tanto (0,mjk) es uno de ellos, con aproximacion lineal

1
ngkf(lvmik) 0

[]

U
O E Py (1,my) O
Si mik es raiz simple de Pk(1,m)=0, o si no siéndolo Pf(1,mik)#z0 , el punto (0,mjk) es simple
(sera nodo, silla o silla-nodo) y existe al menos una variedad no vertical que llega al punto de la
forma v =mjk+o(1) , que, tras deshacer los cambios, nos proporciona una variedad y = mikxsk +
o(xsk) gue llega al origen. La estructura de las érbitas cerca de (0,mjk) esta determinada por el
flujo sobre el eje v y por Pki(1,mijk) si no se anula (si es ceroy mig es simple la variedad no
vertical es centro y el flujo sobre ella se determina calculando términos de su desarrollo).

Para x<0 , cambiando x por —x y continuando igual obtendriamos los resultados analogos
para las variedades de [S] que llegan al origen desde x<O .

Generalizamos ahora el resto del teorema 3.2 para poder precisar la estructura del origen
aun en casos en que y=0 6 x=0 sean raices multiples con A=0 . Los ejemplos de la seccion
anterior muestran que surgen complicaciones que no se daban en el caso homogéneo: podian
aparecer variedades que llegasen al origen que no fuesen del tipo de las del teorema anterior,
no era tan facil ver lo que ocurria entre dos variedades consecutivas,... También vimos que se
podria concluir el andlisis a base de realizar blow-ups (método clasico para estos puntos). Pero
lo fundamental de los siguientes teoremas es que no haran necesario, casi nunca, realizarlos.
Comenzamos con un teorema menos fino (el 5.2) para luego, y a la vista de su demostracion,
dar el teorema 5.3 en el que se limitaran al maximo los célculos necesarios para precisar la
estructura del origen de estos puntos mas degenerados.



Teorema 5.2

119

* el signo de los Py

Supongamos que Pg(x,y) = 0 y que todas las raices reales y:mikxsk ) y:mjk[—x]Sk
de Pk(x,y)=0, con mik, mjx#0 son simples o con Py0 .
Entonces la estructura local de 0 queda determinada por:

« el flujo sobre cada variedad [dado por X' = Pif(x,mijix*) 6 x' = Pkf(X,mjk[—X]Sk)
0 por mas términos de su desarrollo si se anula Pk |

Para demostrar el teorema habra que realizar [S] diferentes cambios del tipo y=xv (6
x=uy ). Ya vimos que tras hacer y=xv y dividir por X1 se llega al sistema:

Ex‘ = x1" f(X,XxV)
av

Observemos ademas que dos términos axryq_1
(def) y bxr_lyq (de g) que proporcionan un
mismo punto (b—sa)xryq del diagrama de Newton
asociado a [S] dan lugar tras el blow-up a otro par
de términos: axta~"N4-1 y (b—a)er'O'_n_lvq que
también van al mismo punto del segundo
diagrama: [b—(s*+1):;1]xr+q_nvq , Situado a la misma
altura que el inicial. La poligonal se transforma en
otra poligonal convexa en la que los segmentos
de pendiente -1/sx han pasado a ser de
pendiente

1 1

s* sl

(es decir, como era previsible ya que y=xv , las
variedades y=mx>k +... dan lugar a otras de la
Sly ). En particular, los términos
homogéneos de grado n estan en el diagrama xv
sobre un segmento vertical de x=1.

forma v=m*x

(Cambiando papeles se analiza
igual el cambio x=uy : ahora se
mantiene la primera coordenada
y los términos homogéneos se

= = xA(1,v) + o(x)
"= x " [g(x,xv)=vf(x,xv)] = [B(1,v)-vA(L,v)] + xP"[BP(1,v)—vAP(1,v)] + o(xP™")

s*=0

(b—[s*+1Ja)x T4

colocan en horizontal)

Ny
X

u

En la larga demostracion del teorema consideraremos varias etapas, empezando por la mas

sencilla:
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a) Supongamos primero que el primer segmento después del
de pendiente -1 es de pendiente —-1/m , con m entero.
Sean axryq_1 , bxr_lyq los términos que proporcionan el
punto comudn a ambos segmentos, es decir;

A= ... +({©-a)x'yd (reg=n+1) | P1(x,y) = (b-ma) xyd+ .

ordenados en potencias decrecientes de y . Realicemos en [S] m-1 blow-ups sucesivos
Y=XV1, ... , Vm—2=XVm-1 (entonces y:X]Vj , j=1,...,m=1). Se obtienen los sistemas

Hx' = axvj'q_1+. .

< .
Sy vj' = (b-ja)vid+ ..

para los que Aj = xB-vjA = [b—(j+1)a]xvj'q , J=1,...,m=2
con lo que x=0 es variedad simple en todos ellos ( si b#(j+1)a ) y el flujo sobre ella viene
dado por (b—ja)v]'q ('si b#ja) [seguimos llamando A y B alos homogéneos de menor orden,
gue no son los de antes].

Para j=m-1 hay un segmento entero de pendiente -1

para el que Am—-1 = (b—ma)xvm_1q+... . Las raices simples Vin—1 o
Vm—1=m;ix (o con A(1,m;)#0 ) de este polinomio nos dan las ’
variedades y = mixm+... del teorema 5.1 . Si aplicando el q é’ s*=1
teorema 3.2 a [Sm-1] la estructura de (X,vm-1)=(0,0) -

gueda determinada, también lo estara la estructura de las
Orbitas de [S] cerca de y=0, como desarrollaremos a
continuacion. Si

Vvm—1=0 sigue siendo mdltiple (de menor multiplicidad que y=0 en [S]) con A=0 habria que
repetir el proceso hasta terminar el analisis.

i) Sib/ad[1,m] (osi a=0) todos los numeros (b-a), ..., (b—-ma) tienen el mismo signo:
«— Sg(b—a) sg(b—[m—1]a)—> sg(b—ma)
sg(b-a) sg(b—2a)

-3 —» — - —>

Xy XV XV

y por tanto, todos los puntos con x=0 son
sillas y las posibles variedades que lleguen
al origen con pendiente cero son al menos
O(xm) . Bastara orientar estas y = mixm+... y
llevarlas a la circunferencia inicial (el flujo
vertical entre ellas se deduce del de A ; serd
distinto arriba y abajo si son simples, si
multiples, dependera de la paridad).
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i) Si b/ad(j,j+1) con 1<jsm-1, el sistema [Sj] poseera un nodo asociado a x=0 (y para
los demas | una silla). Hay variedades
y:o(xj) no asociadas a ningln segmento
de la poligonal [haciendo y:xb/av se

puede ver que son del tipo y:O(xb/a) ].

Se vuelve a tener toda la informacion . 3
con sélo el signo de A vy las variedades 3

y=0(x™) orientadas si dibujamos ademas ?

estas variedades asociadas a nodos en Xy
los cuatro cuadrantes (bastara invertir a

partir de ellas los flujos verticales).

sg(b-[j+1]a)

iii) Sib/a=j,j=2,...m-1,es A_1=0 peroveamos que hay infinitas variedades y:O(xj):

%x' = axv]q_l+0(x2) %x' = avJ-q_l+O(x)
ovij = O(x) ovj' = 0(1)

-sy(b-[-1]a) sg(b-{j+1]a)
4
?
XVj
-1

los puntos de x=0 (salvo el origen) no son criticos y las érbitas de este Ultimo sistema
cortan dicho eje [ cada una de ellas es del tipo vj=O(1) ]. Toda la informacion se puede
plasmar sdlo en la circunferencia, como en el caso anterior ( no olvidando las variedades
O(xJ) orientadas segun indica A).

y:XJVj =

En los dos siguientes casos ('se va' un angulo de la poligonal) no basta el signo de A:
iv) Si b=a entonces:

A= .+ er'yq' + O.xryq +0 con r<r,g>q, rtg=r'+q'
A = (b-2a) xv 9+ ...

y x=0 sigue siendo simple (silla, nodo o silla-nodo), pero
ahora la orientacion de dicho eje (que depende de c, ', ") ? A
no tiene relacién con la de la circunferencia (que depende
de b=a y q). Es necesario también determinar el sgAj;
[=sgAm-1]. Los demas puntos de empalme no tienen
problema. Son puntos silla y no hay otras variedades hasta
las y:O(xm) que puedan llegar al origen.

sg(b—2a)=...=
= =sg(b—ma)
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v) Si b=ma, los puntos de empalme son sillas hasta el Gltimo:

sg(b—[m-1]a)=
=sg(b-a)

-1
Ox'=axvm_1 3 +... " "
O m-1 q - Dpg = 0V o v, T+
OVm=1'=avm-1 +...

">1,q'<q, q+1=r"+q" , P10

x=0 es raiz multiple, pero B(0,1)#0 , con lo que el punto sigue
siendo simple y su estructura queda determinada por la
orientacion de x=0 (que contindalade A)ypor c,r*,q".

En estos dos ultimos casos es necesario precisar el signo de Amp—1 , pero no el de los demas
4. Toda la informacion se puede esquematizar en la circunferencia inicial ampliada con dos
semicircunferencias. Para trabajar en la de la izquierda

habria que considerar en principio las paridades de las K\
diferentes potencias, ya que puede haber cambios de Xy
cuadrantes y de orientacion. Pero veamos que esto se

puede suplir con el sencillo andlisis del signo de Pq .

Envez de vy—1 consideremos Vi (Vm—1=XVm ) que nos

da los mismos datos mas claramente. Haciendo el

conocido cambio y:xmvm obtenemos:

x' = f(x,xMv ) = aerr(q_l)mvmq_l + ..
O vy = X Mg06x ™) -mx v fox™vyy) = [b-ma] + ™ @-Dm=1, .
Ox' = xP1¢(1.,vy) + O(x?)

se tiene: oo,
OVm = Pl(llvm) + O(x)

y dividiendo por x"H(@-1m-1

Paravolvera xy (y= xmvm ): r+gm-—m impar
(r+gm impar)

si m es par los cuadrantes se conservan;
si m es impar hay cambio entre segundo
y tercer cuadrantes. Si r+gm-m es impar
[par] no [si] hay cambio de orientacién en
las variedades de la izquierda y en la
semicircunferencia. Las raices reales de
P1(x,y)=0 nos dan las mismas variedades
asociadas a los mismos puntos. El flujo
sobre ella también coincide pues lo da:

r+gm-m par
(r+gm par)

m r+m(g-1
P1i(xmix™) = O(x" ML)
r+gm—m impar

+
Como Pl(x,cxm) =P4(1,0) xam (r+gm par)

la orientacion de la semicircunferencia
izquierda depende de la misma forma

r+gm-—m par
gue antes de la paridad de r+gm . (r+gm impar)
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b) Si el segmento anterior al de pendiente —1 es de pendiente —m , la discusién anterior es

valida cambiando los papelesde x e y:

Hay variedades x=myy™+... con P*;(m;,1)=0,
llamando P*1(x,y) a aquellos términos de
H*,(x,y)=yf-mxg que dan puntos sobre el
segmento considerado; otras variedades, no
dadas por la poligonal, pueden aparecer
cuando a/b0[1,m] ; en ocasiones habra que
considerar también el signo de P*; .

S*lzm - P*l

-1 __1
S_1= m P_l— ~m
5025*0:1

1/m

, . . . X
[ los calculos anteriores son equivalentes a buscar variedades y=(m) +...
|

1 . Lo 1
con P_4(1, mi )=0, siendo P_4(x,y) términos sobre un segmento de Hym(x,y) = xg —ayf ,

teniendo cuidado si gﬂ[% ,1] y considerando a veces el signo de P_q ].

c) Sea s1= m+L , m, B enteros, m=1 , =2 .

B

m blow-ups verticales y=xv1, ... , Vm—1=XVm
(y:xmvm ), transforman el segmento en uno
de pendiente —3 . Las orientaciones de las
diferentes variedades x=0 de los sistemas en
Xvj vienen dadas por b-ja.

X' = axvmq_1+

0
Para O q
OVm' = (b—ma)vy '+...

x=0 pasa a ser de multiplicidad igual o mayor que (d
(pero menor o igual que q ). Hacemos entonces
X=VmUy, -, Vg 2™VmUp—1 (X=VP~lug 1) parallegar a

Hup-1' = [a~(B-1)(b-ma)]ug_yvm+...
Oviy' = (b=ma)vm 3™+

con ug 1B-vpA = B[b—(m+1/B)a]uB_1vmd +..., cuyas
raices reales vmy,= mjug_;+... nos proporcionan las
ramas de [S] de la forma

yB:mi XmB+l+

Hagamos ahora un andlisis de los puntos de empalme similar al del caso a).
Si se tiene b/a0[1,m+1/B] , sg(b—a) = ... = sg(b—ma) = sg[b—(m+1/B)a] , esquematizando

los blow-ups anteriores tenemos:

P*
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d)

y=0(x)+...

/ Xy sg(b—a)// V=00 y=O(x2)+...

Xy sg(b—2a)
XV, ] ~aVm_1=00)+... ~ y=0(x M+...

Vii=0(u B—l)+"' -

sg(b—ma) N
/ y=o("" B)
— sglo-(m+g)al "

-
R

o

obtenemos que son sillas todos los puntos de empalme entre las XVj yentre XVp_ g Y UVpy,.

Si b/a0d(1,m+1/B) ademés aparecen otras variedades y = O(xb/a

En ambos casos con el signo de A vy las variedades orientadas nos basta.

) asociadas a nodos.

Perosi b=a 6 b=(m+1/B) a, es necesario conocer el signo de P .

Todo se podria justificar con detalle como en el caso a) .

Sis_g= 1 ,es el caso c) si cambiamos los papelesde x e y.
m+1/B
Sea sq = % , W>B (6 5—1:% con w<B).

Para los casos a) y b) bastaba, respectivamente, un blow-up vertical de la forma y:vaJ- (o
bien j blow-ups elementales del tipo y=xv ) o uno horizontal x:ykuk para convertir el
segmento inicial en otro de pendiente —1 . En los casos c) y d) habia que hacer primero un
blow-up en un sentido (o varios elementales) y luego otro en el opuesto . Esta claro que, en
general, para conducir un segmento de pendiente —f3/w a otro de pendiente —1 bastara un
namero finito de blow-ups horizontales o verticales, realizados en el orden adecuado.
Comencemos precisando los valores de w/B que exigen un niamero menor del blow-ups
elementales para conseguirlo. Asi, basta uno vertical si s1=2 ; uno horizontal si s1=1/2 ; dos
verticales si s1=3, ... Prosiguiendo el estudio se acaba construyendo el siguiente esquema
en el que se indican los blow-ups elementales necesarios para todos los w/3 que exigen un
ndmero de ellos menor o igual que 4:
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| | | |
1/1 < 1/2 4—1/34— 1/}4<—1/5
A A T .5/4
.443<94/7
‘\'7/3
° o O '
3/2 44— 3/5+-3/8 -,
A i ‘
8/5
( (o]
5/2«=-5/7
.7/2 <€— blow-up horizontal
() ) o .
I 2/l 44— 2/34— 2/154— 217 s, ¢ blow-up vertical
A T O7/5
o
. 5/3+ 5/8
08’3 | casoa)
. blow-ups en un solo sentido
o o - mm Ccaso b)
l3/1€«—3/4<317 -,
T 10 1 @ casos c) y d): blow-ups en un dos sentidos
714
o O blow-ups en tres sentidos
I 4/1<-2/5
I 51 blow-ups en cuatro sentidos

Los que exigirian 5 blow-ups elementales (escritos de abajo a arriba) son los siguientes:

6594 11 v 10 3 1 8 18 5 12 7 9 2
1'6'5'9'4 117 '10°3 '11'8 *13°'5 '12'7'9"
9 v 12 5 183 8 1 3 10 7 11 4 9 561
2'9'7'12'5'13'8'11°3 '10'7 '11'4°9°'5"6

. 5 4 3 2 9 10 9 6
En dos sentidos para: 6°9'10°'9°'2°'3 '4'5
Entres: 2 4 10 1 12 9 7 5 3 7 4 5

5'4°'7°'3°'5°7°9°12°11°10"11"9

En cuatro: 08 s 7 L2 B 1l

11'11'13'12'7 *5 '8 ' 7
Encinco:E&.

8 '13

A cada pareja de nuevas variables uj,vj corresponde una circunferencia (orientada por
uiB-vjA) y las posibles variedades vj=O(uj)+... nos darian, deshaciendo los cambios, otras
y:O(xrij)+... en las variables originales. Como sucedia en los casos c) y d) algunas de
estas rj son mayores y otras menores que w/f3.
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Si expresamos w/3 como una "fraccién continua"

del tipo presentado en el dibujo, se puede 9 =1+, +1+ 1

comprobar que el nimero de blow-ups necesario 1+, . +1+ -1
para llegar al segmento de pendiente -1 esigualal e 1
namero de signos + que aparecen; que el nUmero T4 +l+ 0

de "pisos" de la fraccidn da el nUmero de sentidos;

gue los exponentes asociados a los sucesivos segmentos de la poligonal en los que se
transforma el segmento inicial se obtienen eliminando unos desde la izquierda hasta llegar a
1; que todos los rjj aparecen eliminando unos desde la derecha.

. . . 10 .
Por ejemplo, escribamos asi 7 - Setiene que: 10 _ 1+ 1
. : 7 " 1
como hay 5 signos + son necesarios 5 blow-ups, que +1+ 700
seran en tres sentidos por tener tres pisos la fraccion;
los diferentes exponentes asociados a los sucesivos segmentos son:
0, 1 3, 1 3. 1 3. 1 _2 1
’1+1+1‘7’1+1‘4' i "1 1 7101
1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+1
los correspondientes rj; :
10 . 1 _7 1 _4 1 _3 . 1_2 1
7o ML Ts s Mttt it
1+1 1

1 4 7 U 2
Ordenando estos i 1<3<3 <70 <§ <] .se puede observar que cada una de las

fracciones centrales se puede obtener a partir de las dos contiguas:

4 _ 47 7 _ 4410 0 10 _ 73 3 _ 10+2 an an1+an+1]
2 T+l bn ~ bn_1tbn+1

37145 ' 57 347 ' 7 T 542"

El esquema de la izquierda nos
indica para todas las «/B (0[1,2]
por brevedad ) con numero de
blow-ups menor o igual que 5 todos
los rjj que aparecen, ordenados en
orden creciente (dado un w/p se
siguen las flechas de pendiente
positiva desde 1/1 hasta llegar a él;
luego las de pendiente negativa
hasta 2/1 ; las fracciones que se
han ido encontrando nos dan los
ordenados.
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Con mayores complicaciones técnicas se podria comprobar que la situacion para este
caso e) es similar a los anteriores:

Si b/al[1,s1] (A ) todos los puntos de empalme hasta las variedades O(x*!) son sillas,
pues el signo de b-rja, rjss; , coincide con el de b-a .
Sib/al(1,s1) (B) existen las infinitas variedades O(xb/a) (en los cuatro cuadrantes).

Si b=a (C) 0 b=sja (D) debemos esquematizar también el signo de Pq .

En todos los casos queda precisada la estructura local _
del origen de [S] salvo (tal vez) en un entorno del eje 2 D
y=0 [si pudiesen existir variedades o(xsl)].

[Observemos que de forma mucho mas rapida llegariamos a precisar la estructura de las 6rbitas
de la forma y:O(xw/B) realizando, en vez de los sucesivos blow-ups, directamente el cambio
x=u[3 , y=u‘°v del teorema 5.1, pero entonces no tendriamos informacion sobre posibles
variedades O(xz) con 1<z<w/f3. Para completar esta informacién podriamos considerar los
sistemas que se obtienen haciendo y=xzvz (6 y=[—x]zvz) para todo 1<z<w/f:

H x' = f(x,x*v,)
vy = x_zg(x,xzvz)—zx_lvzf(x,xzvz)

sistemas que, en general, tendran exponentes irracionales. Dividiendo por la menor potencia
de x ambos segundos miembros (nos la proporcionan los términos derivados de los de
coeficientes a y b)) se obtiene un sistema (nada regular) para el que x=0 es 6rbita (0 union de
ellas). Si b/al[1,s1] , no hay puntos criticos (salvo el origen) en dicho eje, que esta orientado
paratodo z de la misma forma ( e igual a la orientacion dada por A).

Si b/ad(1,s1), para z<b/a la situacién es la anterior, b 0(L,s9)

pero para z=b/a, x=0 pasa a ser un conjunto de a
puntos criticos, que desaparecen cuando z>b/a
habiendo cambiado la orientacion del eje.

Si b=a , todos los ejes x=0 tienen la misma

orientacion, pero es independiente de la de y=xv .

Si b=sia, las orientaciones son iguales para todo z b 2:9 z Sb
z<b/a , pero no se contintan con las de y:xslvs1 . 2 2 2
Precisando algo las ideas anteriores se podria dar tal vez una demostracion mas rapida de lo
visto hasta ahora].
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f) Si no hemos terminado el analisis con P4 _ ;
[6 P_q],esdecir,si y=0 es raiz miltiple de \ (b—sa) x yq
rn, q
Pi(xy) = (b—sla)xryq +..+ (bz—slaz)xr2yq2 sy~ 5 (bssa,)x 2y2
y P1#x,0)=0 (debe ser g,=2 ). Entonces 51:% 1
S ~-=a
Po(xy) = (b2—sza2)xr2yqz +... con Qgy=2. 2 X

Tras hacer x=uP , y:u‘*)_l

v el sistema [S] se convierte en otro [S*] cuya poligonal esta

formada por segmentos asociados ahora, como es facil comprobar, a s*=pBs,—w+1 .
En particular, el segmento de A pasa a tener pendiente

positiva o ser vertical y el asociado a P se ha convertido en v
uno de pendiente —1 asociado al polinomio homogéneo:

A* = uB—VA = u [(b-sja)vT + ... + (by-sqay)ut 92v2]

cuyas raices reales v=m;;u nos dan variedades y=O(xSl) .

4

H
é

)

"
"-'

* —1
sl—l

Al sistema [S*] le podemos aplicar lo visto en apartados 3*2 ----

anteriores. Los términos que dan lugar al nuevo angulo son:

[Qu'= ..+ 1§a2 ud-dz*lyaz-1

1 [
[v = ..+ (bz—w_?laz

4-92 492 4
)u v

Ahora el papel de P71 lo cumple el polinomio asociado a s*»=Bs,—w+1 que es:

P*2(U ,V) = (bz—Szaz)

uq_q2+l Vq2 + ...

Las raices reales simples de este polinomio nos dan variedades y:O(x52)+... de [S]. La
orientacion de la circunferencia asociada a P2 lejos de v=0 nos la da el signo de (bo—soay) .

Por lo tanto, si bo/ap [[s1,S2] , conocido el signo de P; y orientadas las variedades
O(XSZ) , el analisis [ salvo tal vez para y:o(xsz) ] esta acabado. Si bao/as [0(s1,S2) , aparecen

nuevas variedades. Si bp=s1ap 6 by=soar es
El estudio anterior de las variedades O(st)

por —x . También se haria para P_p sifuera nec
Repitiendo el proceso un namero finito de

origen de [S] en las hipotesis del teorema 5.2.

necesario ademas el signo de P5.

nos serviria par las O([—x]SZ) , cambiando x
esario.

veces queda resuelto el analisis local del

Como hemos visto en el proceso de demostracion, para ver como son las orbitas entre dos
de las variedades dadas por el teorema 5.1 no necesitamos analizar el signo de todos los Py ya

gue la orientacion vertical que nos proporcionarian
hereda (excepto en los casos descritos ligados al
valor de los b/a) la dada por el A. También nos
basta el A si estamos en una situacién como la B
de la pagina anterior. Podemos, pues, dar un
enunciado mejorado del teorema 5.2 (en él, ¢
representa tanto los i, j de dicho teorema como
los k y —k del dibujo de la derecha ):
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Teorema 5.3

Sitodos los P,(x,y) £ 0 ytodas las raices reales y = m.> e y=m,, [—x]s° de cada P,(x,y)=0
(con m,.#20) son simples o con P.t0 y b./a,#s.,S._1 (+1) («>0 [»<0] ) l*, entonces todas las
St e y = O(|x| ./a.) para cada b,/a,
comprendido entre los s, contiguos. Ademas, la estructura local de 0 queda determinada por:

variedades que llegan al origen son de la forma y = m,,|x

* el flujo sobre cada variedad

+ el signode A yelsignodelos P, paralos que b.J/a,=s,0s,_; (+>0[+<0])

AN P 1/s. .
*) [6 Y =Pug(ly/mee“,y)
) nos la proporciona el hecho de que estan asociadas a nodos] .

[el flujo sobre y =m,, |x|s'+... vendra dado por x' = Pu(X, Ma.|x
sobrelas y = O(|x|b°/a'

Repasemos como utilizar este teorema (y el 3.2) en la practica para analizar la estructura del
origen si éste no es simple. Dado el sistema [S], comenzaremos escribiendo A, hallando sus
raices, representando los puntos asociados a cada una de ellas sobre una circunferencia y
orientando ésta a partir del signo de A . Si A no tuviese raices reales, para distinguir entre
centro y foco acudiriamos a las técnicas del capitulo 4 (y también a las del 5 si fuese n=3). Si
existen raices reales y=mx de A y todas son simples o con A(1,m)#0, el teorema 3.2 basta
para concluir el andlisis (tras calcular, tal vez, algin término mas del desarrollo de las posibles
variedades simples con A(1,m)=0).

Si y=0 6 x=0 son raices multiples con autovalor cero el analisis se proseguira utilizando el
teorema 5.3 [si fuese y=mx, m#0 la raiz problematica, haciendo z=y-mx se reduciria al caso
z=0 (aunque en ocasiones el calculo de algin término mas del desarrollo de las 6rbitas podria
representar un atajo)]. Para ello dibujaremos la poligonal (que puede ser Gtil también para hallar
términos de variedades centro horizontales y verticales al aplicar el teorema 3.2) y calcularemos
las raices y = M X> e y= m..[—x]s' de cada P.(x,y)=0 . Si todas son simples o con P.+0 las
esguematizaremos sobre el punto horizontal (si s.>1) o el vertical (si s.<1)y las orientaremos
(con x'= P.f(x,m..|x|s') , 0 calculando algin término mas de la variedad si es simple con P.#0 ).
Miraremos a continuacion los valores de b./a. (esto sera innecesario si s6lo hay un segmento, o
si no existen dos términos distintos asociados a ningun angulo). Si b,/a, no pertenece al
intervalo cerrado determinado por los s, contiguos para ningin < (sin olvidar el s=1 del A que
podria reducirse a un punto) solo las variedades y = m..|x|s' llegan al origen y se puede dibujar
la forma de las Orbitas entre ellas a partir del signo del A . Para los b,/a, estrictamente
o/ a.) asociadas
a nodos (y tendremos en cuenta que los flujos verticales se invierten a partir de ellas). Con esto
se acaba el analisis salvo en el caso excepcional de que 'se vaya' algin angulo de la poligonal.
En ese caso serd preciso ademas esquematizar el signo del P. correspondiente.

comprendidos entre los s, contiguos afiadiremos ademas las variedades O(|x|b

El teorema 5.3 no dice todo sobre la estructura de 0 en las siguientes situaciones
excepcionales: si existen Mex> 6 m..[—x]s' , M..#0 multiples con P.;=0 , si es alguin
P.=0 (en particular si A=0) o si no existen variedades reales que lleguen al origen, en cuyo
caso dicho punto es evidentemente o centro o foco. La seccién 5.4 esta dedicada al estudio
de las dos (ltimas situaciones. En ella se daran ideas sobre los calculos adicionales que exigiria
la primera si se quieren evitar los blow-ups.
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5.3. Aplicando los teoremas.

Estudiemos varios ejemplos para comprobar la eficacia de los teoremas de la seccién 5.2.
En el primero estamos en las hipétesis del teorema 5.3 y la poligonal nos dice todo:

2y4—xy5+6x6y

Ox'=
Ejemplo 6. ) Zé 4 94y & Hg(xy) = Xy xtOaxy —2sx?yP+sxyP-6sx8y? = 0
Oy'=x“y —x"+y
x=0 - y': y7
7t-
6" A= Xy"r(y_)()2 =0 - y=x+o(x)doble - x'= X6+o(x6)
4 L -
| - y=13x3P1003?) . x= 218x2540(x1512)
2F-F---lm--
: E : —X10—12x6y2 imaginario
1 3 6 10

Con todo lo anterior tenemos:

Observemos que la anterior estructura local del origen se mantendria para cualquier sistema:

Hx' = 2x2y* xy°+6x%y + R¢(X,Y)
Oy = x%y*—x%+y” + Rg(x.y)

obtenido perturbando el anterior con términos Rf y Rg que aporten puntos al diagrama que
estén situados en la regidn convexa D limitada por la poligonal (que no esta incluida en D,
aunque si lo estan las dos semirrectas {y=0,x>10} y {x=1,y>7}). Sélo en aquellos sistemas para
los que existan variedades con P.;=0 (en particular, con Aj=0) seran relevantes los términos
gue caigan en D para determinar el flujo sobre ellas. Esto es lo que ocurria en el ejemplo 3.b de
la seccién 5.1 (alli era Ag=0 y a la variedad doble y=—x2+ ... estaba asociado Pg1,—1)=0).

Ejemplo 7. Clasificamos localmente los sistemas cuadraticos para los que el origen sea
punto critico aislado, no elemental y con aproximacion lineal no nula. Suponemos que la parte
lineal esta escrita ya en forma candnica, asi que los sistemas a clasificar son:

X' = y+ax2+bxy+cy2
y' = dx2+exy+fy2

"= ax2+bxy+cy2

O
2] O
= yrdxZrexy+y? ) [@2 5

g x
[Q1] By'



Para | [Q1] | basta analizar el flujo sobre la variedad centro y = _dx? + d(e—2a)x3 + O(x4)

dado por:  x'=ax? — bdx® + d(cd+be—2ab)x”* + O(x°)

Si a#0 tenemos pues un silla-nodo en el origen:  g3>0 .-K

Sea ahora a=0. Si ademéas d=0 es y=0 una recta de puntos criticos. Si a=b=c=0 el origen no
es punto critico aislado. Para el resto de casos:

bd>0 ./ \ bd<0 b=0, d#0, c>0 ./ b=0, d#0, c<0
silla \ /- nodo silla-nodo \ silla-nodo

Para | [Q2] | — A:—y2 N La poligonal nos da:

% 13

. _ e 2
) syZ:(j)(3 , simples ) y—(E—a)x +... - X —EX +...
Si d#0 : Sid=0:
. y=0 - X'=ax+...
Estas dltimas variedades (d=0) son simples salvo si e=2a (entonces y=0 es doble, pero
Pf(X,O):aXZiO [ya que si a=d=0, y=0 esta formado por puntos criticos] ). El flujo queda
determinado salvo si d=e=0 . Entonces necesitamos calcular un término mas, obteniendo:

a3,

=_ax® +a(b— )x +. - X 5

que ya determina el flujo (si d=e=f=0, el origen no seria aislado). Con todo lo anterior:

d>0 O<< d<0 >>@ angulos
e=0
e[(0,2a] e>2a
/‘\ /‘\ N\
10 a0 ; /‘\ /‘\
/\_/\
sila medusas silla-nodos
\ N\
d=0 , a<0 )LOé Sgi SZZ L )SE S)Z
el(0,2a] e>2a 0 f<0

La clasificacion de [Q2] anterior podriamos resumirla mas (perdiendo informacion) en la forma:

ae<0 silla
d#0 angulo d=0, a#0 ae =0 silla-nodo
ae>0 medusa
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Ejemplos 8. Para un punto elemental asintéticamente estable o inestable es sabido que al
afiadir términos no lineales se conserva la estabilidad. Tal vez pudiera pensarse que podria
suceder algo analogo con uno no elemental. Pero ya hemos visto que los términos importantes
para el analisis son precisamente los de la poligonal y que términos de mayor orden sobre ella
influyen mas en la estructura que otros de mayor orden que proporcionen puntos por encima
de ella. Asi, en los dos ejemplos siguientes existen puntos criticos que tienen una estabilidad
fuerte si sélo consideramos los términos de orden menor o igual que tres ([ia] y [ib] ), pero que
cambian su caracter al afiadirle los términos de orden cuatro o cinco ( [iia] y [iib] ):

=2 X x‘——l X
Ox = y-x3 Y=3 X = X773
lia] 0 = 2 2 y=0
Oy' = —-x“y 11
nodo (estable
asintoticamente)

Ox = y—x3 y=+V2x%24
ibJo " "2 4 2 |
Oy' = —-Xx"y+5x
5 x':iV2x5/2+...

angulo (inestable)

3

=1 x> L x'= ! xS
[iia] B X' =y X 2 ° 3 ° —>
Oy = —7x°y R y=0 - x'=x
3 silla (inestable)
4.3 1.3
=—2 X~ 5> X'=—5 X
Ox' = y+x 3 y=-3 3
[||b]g vz _7x%y-8x® 2
y y 1 y= —2x3 _>x‘:—x3
6 nodo (estable
3 asintéticamente)
e Lo O x = y+y2
[Algo similar ocurre en el punto elemental [iiia] O
Oy' = -x+y

centro en la aproximacion lineal y foco estable al considerar
los términos cuadraticos ( 13=—2<0) , pero que inestabiliza
incorporando un término de tercer orden:

. 2.3
- yry ZX es foco inestable, pues 13=1>0]

oo
[iiib] O
Oy" = —x+y
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Encontramos ahora todos los retratos locales para la ecuacion

Ejemplo 9.
es decir , {XI _: y
= g(x.y)

Xll - g(X,XI) ,
con g analitica en un entorno del origen, que suponemos punto critico aislado

Desarrollando y ordenando los coeficientes
+1 2
yt...+y“ga(x.y)

+1+ ..+bn,1Xny+bn+l’lX

ox' =y
. y' = cx+dy+bkxk+bk+lx

oy
donde g, es analiticay b,z0 [existe b #0 porque en caso contrario (0,0) no seria aislado

todos los by, 1 , sin embargo, podrian ser nulos]
Utilicemos las técnicas de esta seccion incluso para puntos elementales. La orientacion de
las variedades que encontremos sera trivial: se recorren hacia la derecha en y>0 y hacia la

izquierda en y<0 . El analisis del capitulo 3 para los términos lineales nos da
=—y“+dxy+tcx“ =0 - vy :% [dig d2+4c] X = AL X

Por tanto, si| ¢>0 | H
silla

, foco o centro. Si d2+4c>0 , hodo

Para ,si d 2+4c<0
nodo estable
nodo inestable d<0
Si ,\y=d , A_=0 . Hay que considerar los términos no k (k
lineales. Segln sean los signos de d y by y la paridad de k se tiene

b >0
\_/; .
odo | %snla

k=2m+1
N silla-nodo

k=2m Ksilla—nodo
% S
by>0

) \ g

k=2m+1 nodo E
. . 7\ (silla
d<o0 \ v
k=2m ) silla-nodo
I (silla—nodo fa\

l=a
N
o

X

|o
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Si ¢c=d=0 , y=0 es doble con A_=0 Hg(x,y)=0 — syzzbkxk+bn 1Xny+___
29...
Sea k=2m L T ) .
LT Existen dos posibilidades:
m+1/2  2m+l

1 2m+1
g b2mX

= KL =0 P

Si n2m (osi bp1=0 On) - y2: con s:m+% y el origen es un angulo:

y= %%X”+1+___ Una variedad tiene potencia par y
Si n<m : otra impar, lo que bastaria para
b2m _2m-n

+... asegurar que el origen es silla-
nodo. Pero precisemos algo mas:

e OB TORNR

~ bna

bp,1>0 bp,1<0
| VX v LS
Sl b2m>o - < ( <
NN PN
(-1)"bp 1<0 (-1)"b, 1>0
2 ol
Si k=2m+1 SRR T

1 "9
m+1 2m+2

2m+2

Si n>m (0si by =0 On) - y2: %bzmﬂx , con s=m+1,y por tanto:

UV, o
bom+1<0 - centroofoco ; bop1>0 - >>O<( ) ( silla
MEN 7N
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-0 . y:bzmliVD m+1
(m+1)
con D= bm’12+4(m+1)b2m+1

Si n=m: 2m+2

(m+1)y2—bm,1xm+1y+b2m+lx

Si bpm+1>0 - silla. Si bpp41<0 y D<O - centro o foco.

Si bom+1<0 y D=0 (cuando D=0 la variedad es doble, pero con P{=0) , depende
de la paridad de m y el signo de by, 1 :

m impar m par
NN an
medusa nodo |
N\ \ N
medusa nodo E
y= bn,1 n+1,
Si n<m: n+1 Ambas tienen la misma
__bom+1 omen+1, paridad.
bn,1

Considerando todas las posibilidades, se tiene que si by,+1>0 el origen es silla, y
que aparecen los mismos casos que los del tltimo cuadro si by,,1<0:

n impar n par
bp,1<0 medusa nodo |
bp 1>0 medusa nodo E
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5.4. Situaciones no recogidas por los teoremas.

Si el teorema 5.3 no decide la estructura de 0 necesitaremos, en principio, realizar algin
otro cambio de variable. Con el andlisis de esta seccién podremos evitarlo en algunos casos.

Comencemos tratando el caso | A=0 |. Esto quiere decir que [S] es de la forma:

[sg pX = XQ(xwy)+ AP(xy) + ...
Oy = yQ(x,y) + BP(x,y) + ...

Haciendo el clasico blow-up x=x ; y=xv queda en este caso:

x' = x" Q(1,v) + o(xn)
y'= xp_l[Bp(l,v)—vAp(l,v)] + o(xp_l)

cuyas Orbitas son como las de:

O x'=Q(1,v) + o(1)

(N=] 5y = xP " BP(1,v)-vAP1 )] + o(xP" L
Si vg estal que Q(1,vg)#z0 (o sea, si A(1,vg)%0), y =V X+ 0(X)
en un entorno de vg sigue siendo Q(1,v)#0 y _V// y 0
por tanto las 6rbitas de [N=] cerca del punto :§ Yo
regular (0,vg) atraviesan el eje x=0 . Para el X
sistema [S=] obtenemos entonces una familia de ] X

variedades y =vx + 0(x) que llegan al origen con
diferentes pendientes.

Por tanto, si A=0 , para todo m con A(1,m)#Z0 existe una Unica variedad que
pasa por el origen con pendiente m [y si B(0,1)20 existe una Unica con
pendiente oo ]. El flujo sobre ellas viene dado como siempre por A(x,mx) [ B(0,y) ].

Si vg estal que Q(1,vg)=0 (A(1,vp)=0) la situacion es mucho mas complicada, pudiendo
haber ninguna, una, un nimero finito o infinitas variedades que pasan por 0 con pendiente vg .
Imaginemos primero que (0,vg) no es un punto critico del sistema [N=]. Para ello debe ser
p=n+l vy B""1(1,vo)-voA" L(1,vg) # 0 . Sélo existen entonces dos posibilidades
esencialmente distintas para las orbitas de [N=] cerca de (0,vp) :

5

~
1
0 X

T
)

dependiendo de que vg sea raiz de multiplicidad par o impar, respectivamente, de Q(1,v)=0 .
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Para [S=] obtenemos entonces:

La situacion 2) es como la vista antes. Pero en la primera se observa como existen en un lado
del origen dos 6érbitas que tienden hacia 0 con pendiente vg separando un sector hiperbdlico,
mientras que en el opuesto hay un sector eliptico y ninguna orbita llega a 0 con pendiente vy .

Si (0,vg) es punto critico de [N=], las posibilidades para las orbitas de [S=] cerca de la
direccién y=vgx son tan variadas como lo es la estructura de un punto critico. En principio, si
Q(1,vp)=0 necesitaremos realizar explicitamente el blow-up (y utilizar entonces los teoremas de
la seccion 5.2). Pero si la Unica raiz de Q(1,v)=0 es vg=0 [6 Q(0,1)=0] las variedades dadas
por la poligonal y el signo de algin Py nos podrian suministrar toda la informacion necesaria,
como sugiere el siguiente ejemplo:

A(X,mx) = mx?
Pi=x[-5y2+]  BOY) =Y
o2l %) = 5

X' = xy

g
Ejemplo 10. O
jemp gy :y2+x

7
\x

[Las érbitas del sistema son y2 = 2x3+Cx? , lo que confirma el esquema;

otra forma de confirmarlo seria haciendo el blow-up:

Vv

(observemos que la poligonal sigue dando informacion
sobre el sistema, a pesar de que el origen no sea un punto
critico) ].
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La situacion mas general de que un | Pk =0 |, es muy similar a la vista para A=0.

Anélogamente se probaria que existe una Unica variedad de la forma y:mkxsk+... Si
Pii(X,mx°K)£0 , orientada por x'=Pks(x,mx>K) [y lo mismo para Pis(x,m[-x]°¥)0 ]. Las
complicaciones aparecen si Pkf(X,kaSk)EO . Entonces para precisar la estructura tendremos
que realizar varios blow-ups sucesivos o0 mejor, directamente, x=uP ,y=u®v (sk=w/B) [6
—x=uP , y=u® | silos problemas aparecen con [—x]sk ]. Como antes, nos podremos ahorrar los
célculos si s6lo Pg(x,0)=0 .

Oyx'= 2_ 4 _ 3
Ejemplo 11. 0X ~2XY —2X" A=xy
Oy'=3y -3x"y+X
Plf(X,mX3/ 2) = 2(m2—1)x4
- 4 P20 Puixm-q¥?) = 2(-m*-1)x*
R [y+x2]x4 - Pos= —ox*

3/2+..

3/2+..

Asi que existen variedades y = mx . paratodo m#z+1 e y=m[-X] . paratodo m,

recorridas segun indica la figura. Para ver lo que sucede cercade y = +x32 hacemos el cambio
x:u2 ; y:u3v y obtenemos tras simplificar:

O = y2_ y

gu' =v--1 u=13_vsc

D V = 1 3 -

92 _

y3—3yx3—3x5+Cx 0

Podemos completar ya el esquema de arriba
y obtener la estructura local del origen.

Otro de los casos no recogidos por los teoremas es el caso de raiz multiple de un Py
asociada a Py=0 (en particular, vector propio multiple de la aproximacién homogénea asociado
a autovalor cero). Las posibles formas de operar en el analisis de estas situaciones seran las
descritas en el siguiente ejemplo: o bien se realiza algiin cambio de variable (no todos los blow-
ups que serian precisos en caso de no haber demostrado el teorema 5.3) y se utiliza de nuevo
la poligonal o bien se utilizan desarrollos en serie de la ecuacion de las 6rbitas. Esto es ahora
menos trivial que en el caso de variedades centro: no tenemos garantizado que las variedades
gue buscamos tengan desarrollo y ademas no esta claro qué potencias hay que suponerle a la
serie que probemos (pues pueden aparecer como sabemos diversas potencias fraccionarias).

En el siguiente ejemplo aparecen 'autovalores' cero por partida doble: uno asociado a raiz
simple (y que admite, por tanto, desarrollo) y otro a raiz doble (que es caso problematico que
estamos tratando):
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D - e
Ejemplo 12. 0~ y2 Xy+x y=x+0(x) doble — x'=o(x%) [A=0]
0y = y2—xyn-xly
=x?+0(x%) - x'=0(x*) [P(1,1)=0]

Necesitamos mas términos para determinar el flujo sobre la variedad horizontal y saber si existen
0 no variedades de pendiente 1. Para ello podemos hacer los cambios de variable

— w2 . 32 4312
Y= XHW — H X'=w +XW+X sxw _—x TW= [3] [—X]
Jw = -x?w-x® S =G +
-3

W2—XW+2X W+x4

X w=—2x"+.
W' = w2 xw—2x°—2xw’—4x w+3x W - x'=xt+

Por tanto: \/\/ %
| > -~
= )

Alternativamente, como siempre, podriamos probar series en la ecuacion de las érbitas. Como
las potencias asociadas a nuestros segmentos son 1 y 2 podria inicialmente pensarse que

podria probarse una serie de potencias enteras normal. Pero se ve que al hacer cambios de
variable pueden aparecer potencias fraccionarias.

y= x2+w —

ood

Probamos entonces: y = cqx+ c3/2x3/2+ c2x2+... . De aqui:

[(c1% 10+ (201-1)0g x> %+ (2e1cotegn ot pC+.. ] [01+§ cax 2+ 2+ ] =

= (clz—cl)x2+ (2c1—1)c3/2x5/ 24 (2c102+c3/22—02+1—cl)x3+...
2

X~ - C13—2C12+C1 =0 —

Cl =1 doble s Cl =
x>/ [% 012—201‘*1] C3p=0 — Cg/p indeterminado, Cgjp =0
X3 - [4C12—5C1+1]C2 + C3/22[4C1—g] + 2C1—1 =0 - Cgip =— 3 cr=1

Lo que nos da las dos variedades y =x i[§]3/ 2[—x]3/ 2

Probando ahora y = X2+ c3x3+ c4x4+... obtenemos c3=0,cy =2 y, de nuevo,

y= x2—2x4+o(x4)

[de hecho c3=0 nos bastaba ya para precisar el flujo]
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Pasemos ahora al problemadelos | centros y focos

Si no existan variedades reales que lleguen al origen de [S] cada
Pk debe tener todas sus raices complejas. Es claro que para ello
es preciso que todos los términos que dan puntos en
angulos de la poligonal sean de orden impar (es decir,
q, r'+q', r'+q", ... deben ser pares). En particular, para que el
origen pueda ser centro o foco es necesario que n
sea impar. También es necesario que la poligonal llegue hasta
los ejes: asi han de existir términos y2n+l en la primera ecuacion de [S]y X en la otra.

A la vista de la demostracion del teorema 5.3, también es claro que no basta que ningan Py
tenga raices reales para tener centro o foco, ya que si algun by/ak[sk,Sk+1] pueden existir
variedades llegando al origen ( si byg/ak(sk,Sk+1) tales variedades siempre existen ). Pero si
bk/akO[sk,Sk+1] para todo k y todas las raices no triviales de todos los Pk=0 son

......
-
.—

2m+1

complejas, el origen se trata de un centro o un foco. En patrticular, esto sucede si A
tiene todas sus raices complejas (la situacién del capitulo 4); la poligonal se reduce entonces a
un segmento de pendiente —1 sobre el que estan los términos de la aproximacion homogénea.
Distinguir centros de focos es un problema complicado, como vimos, incluso en este Ultimo
caso (y ya lo era hasta para puntos elementales). Antes de dar unas pocas ideas sobre el
problema general consideraremos dos ejemplos en que la existencia de centros es inmediata.

2 —y?
. 3 a4 —2y2+4x2y—3x4
y' = 2xy—3x"+X (complejas)

0y = —
Ejemplo 13. X y=x

oo

El origen es un centro (no puede ser un foco porque el sistema es hamiltoniano)

Oy' = _ 3+ 2 : 5 ;
Ejemplo 14. DX| y2 X“y , Estudiemos para qué valores de a el o.rlgen,es
0 y' = axy“+(a—2)x un centro (foco no puede ser por las simetrias
del sistema).

y2 [y*+a-1x7]

) Si a<1l, all(2,3), hay variedades reales dadas
X2 [ (@=3)y +(a—2)x6] por segmentos de la poligonal y no puede

tratarse de un centro.

Veamos los demas casos:

Si a=1, hay cuatro sectores elipticos (A).

Si al(1,2) , existen las infinitas variedades
y:|x|a+... y la estructura es como en el
caso anterior.

Si a=2, y=0 es una recta de puntos criticos

y tampoco hay centro.

a=3 el origen es un centro (B).

a>3 no hay problemas en el angulo de la

poligonal y no hay variedades: centro.

Sj
Sj
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Completando la informacién anterior tenemos:

ad(o,1) ad[1,2) ad(2,3)

o 8

Tratemos ahora varios ejemplos, progresivamente mas complicados, que dan idea de las
técnicas que se utilizarian para construir una teoria mas general. En los dos primeros, la
poligonal se reducira a un segmento:

X'=y+A(X,
Ejemplo 15. [S]% y+AXY)

1
0 y' = ax2y—3x°+B(x,y) y= ¢ [a+Va2-36] x3

donde A y B incluyen términos que dan
lugar a puntos por encima de la poligonal.

O OO0

al(-6,6) =6 a>6

Asi pues, el origen es un nodo estable si a<6 , un nodo inestable si a=6 y un centro o un foco
para los demas valores de a . Hagamos un cambio de variable que nos lleve el problema de
distinguir entre centro y foco a otro ya conocido:

3 Dx':v3+A(xv3) s O EX':VS‘* 2 A(x,v3)
y=V - 0O - 1
0 3v2v' = axv°—3x° +B(xv ) H gv' = 6§x2v3—x5 + §B(X,v3)

Este dltimo sistema, si all(-6,6) , es de los analizados en la seccién 4.3, pues v2A y B
incluiran términos de orden mayor que 5, con lo que, segun el teorema 4.2, la estabilidad de
los focos de la aproximacion homogénea se mantiene en el sistema completo (y en el sistema
inicial [S]). Sélo son relevantes los términos de A y B cuando dicha aproximacion es un centro.
Para ver lo que ocurre con los términos homogéneos mucho mejor que hallar la | es considerar:

=Yy
S D
[Sel gy'= ax2y—3x5
y hacer en este sistema:
- 2 u =
3 u' = 3x7[y] y

_ H -
u=x> - Dy':3x2[%y—u] R Dy'=%y—u DY 6[a175236]
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Por tanto, el Gltimo sistema elemental es un foco estable si alJ(-6,0) , uno inestable si all(0,6)
y un centro si a=0 . Las orbitas del sistema [Sp] , obtenidas simplemente deformando el eje x,
tendran entonces la misma estructura (incluso si a=0 ). Los focos se mantendran para [Sy] y
también para el sistema inicial [S]. Para ver lo que sucede en [S] si a=0 habria que seguir en
general el camino de 4.3, calculando algun término mas del desarrollo en polares.

Consideremos, por ejemplo, un caso particular sencillo de [S] :

gty
oy' = ax2y _3x°— 3x2y3
Sdlo falta precisar lo que ocurre si a=0 . Excepcionalmente es valido el segundo cambio u=x3

(en general conduciria a un sistema no analitico) que lleva a

Oox' =y

o ., _ 3 - I3<0 - focoestablesi a=0.
oy = -u-y

La ruptura de la estabilidad al pasar por a=0 (y la estabilidad asintética en este caso) sugieren la
posible aparicién de un ciclo limite para a>0 (una especie de bifurcacion de Hopf no lineal; con
los métodos del capitulo 6 se podria ver que el infinito es repulsor para todo a lo que, unido al
hecho de que no hay méas puntos criticos finitos, confirmaria la conjetura).

Reproducimos el dibujo aproximado de los mapas de fase para a=-3,0, 3,6, 9 enlos que se
observan las estructuras del origen anunciadas y los ciclos limites conjeturados:

\ L =

-
—_)
_3\
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X
; 2 2 4
Ejemplo 16. [S] HY' _ —12xy—50x3+50x4 —2(y“+6x°y+25x7)<0

centro o foco

Sin el término en x* se trata de un centro (simétrico respecto a x=0). El sistema total, como
veremos, va a tener un foco estable en el origen [ademas de un punto silla elemental en (1,0) ].
Comencemos dando un dibujo aproximado del diagrama de fases de [S]:

Intentamos, como en el ejemplo anterior, hacer un cambio
gue lleve nuestro sistema a otro de tipo ya analizado:
2 B x' = v
y=v- -
02w = —12xv? —50x° + 50x*
Sus orbitas, si v£0 y salvo orientacion, son las mismas que

- las del siguiente sistema atacable con las técnicas de 4.3:
3

l\_/’ s 07"
\ gv'= 6xv2 + 25x3 - 25x4

Como es simétrico respecto a v=0, tiene un centro en (0,0).

Pero el cambio de variable realizado s6lo nos informa sobre las 6rbitas de [S] en y>0 . Para el
semiplano inferior debemos hacer otro diferente (que nos lleva a un nuevo sistema simétrico):

2 Ex‘:—v2 [S]Bx':—v3
y=—v- - N —
0 —2w' = 12xv2 —50x3 + 50x* Ov' = —6xv2 +25x3 — 25x4

Si pegamos el mapa de fases de [S+] en v>0 y el de [S—] en
v<0 , el conjunto de drbitas resultante, salvo deformacién del
eje v, sera el de nuestro sistema inicial [S]. Graficamente, eso
es lo que esta hecho a la derecha.

Sea un punto de coordenadas polares (ry,0), ro pequefio.

La solucion r (6) de [S+] que parte de él volvera a tocar el eje
X enun rq=ry(m . Se trata de saber si el valor para 8=2m de la
solucion r_(8) de [S—]con r.(m)=r; es mayor 0 menor que rq .
Para ry cercanoa 0O, el valorde r (m y r_(2m) se pueden
aproximar trabajando con el desarrollo de u, y u_ en serie de
potencias del dato inicial, de la misma forma que se hizo en 4.3. Con notacién anéloga a la
utilizada alli, y teniendo en cuenta que u,q(T)=1 (por tener un centro simétrico la aproximacion
homogénea), tenemos que:

_ _ 2 _
1= 1 = 10+ Ui 162+ con Up() = [} UsgRu

siendo:
S 2.2 3.4
Uiy = € +1 Sii= Jgssq:];sc ] , R+2:_255§ , m+3:S4 16025240504
m+3
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Ademas:
2 T[
r_2m=ry+u_y(Mr{™+... , u_p(m= - u_1R_»
donde:
s 2 52 3:4
wy=el s, - fw CR,=-B5C - s ec?slizsct

Por tanto:
2
r_(2m =rq + [upo(M+u_s(0] ry”~ +...
La estabilidad del origen nos la da, pues, el signo del dltimo corchete, o lo que es lo mismo, por
ser R_, impary u_; parrespecto a Tt, el signo de la integral:
Si1

S
J:J'g25s3c4[e—2 - =]
m_3 M43

Los coeficientes de [S] se han elegido paraque S_; y S,q tengan una expresion manejable:

Si1 :% In(5) —% In(m,3) + g arctan% - g arctan(% —552)

1

S_1=2

1 3 3 2
In(5)—Z In(m_g) - 8 arctan7 + s arctan(7-8S°)
Evaluando numéricamente se obtiene J=1.2073 vy el origen es un foco inestable.

Los dos ejemplos anteriores se generalizarian facilmente, en teoria, al estudio de cualquier
sistema para el que la poligonal correspondiente fuese un segmento y no existiesen
variedades que llegasen al origen. Dependiendo de la paridad del numerador y denominador
de la pendiente de ese segmento habria que realizar uno o dos cambios de variable de los
sugeridos en los ejemplos anteriores para convertirlo en uno o dos problemas del tipo de los
analizados en el capitulo 4. Esta claro que en la practica los célculos podrian ser muy
complicados si la aproximacién homogénea que resultase fuese de orden alto.

Pero lo que si conduce a problemas esencialmente nuevos (salvo situaciones simples
como la del ejemplo 14) es el estudio de puntos sin variedades que lleguen al origen para los
que la poligonal esta constituida por mas de un segmento. Para esos puntos lo Unico que
podremos garantizar es que el punto se trata de un centro o un foco, pero no sabemos decidir
entre ellos. En estas condiciones no es posible llevar con cambios de variable de los vistos a
problemas de andlisis de aproximaciones homogéneas de las del capitulo 4. Ni el blow-up
clasico y=xv aporta nada (con ellas las posibles érbitas cerradas se rompen en dos curvas
abiertas que se van al infinito). Ni tampoco, directamente, se pueden probar desarrollos en la
ecuacion de las orbitas en polares, que es lo que estaba en la base de los analisis del capitulo 4,
pues esta ecuacion presenta singularidades.

El siguiente ejemplo esta dedicado a ilustrar las dificultades descritas:
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1
. 2 3 4 y2[y2—axy+X2] - yzi[aivgz—4]x+...

. S Ox' =
Ejemplos 17. [i] O
oy

1
X
<
+
X
N

!
2 4
* Ey x':%[aivgz—ﬂ X+

1
1
2 6

Con esto es inmediato que el origen es un nodo estable si a<-2 , nodo inestable si a>2 y
centro (simétrico respecto a ambos ejes) si a=0 . Para all(-2,0) y para alJ(0,2) es un centro o
foco. A primera vista uno esperaria que fuese un foco estable en el primer caso e inestable en
el segundo, y si se integra numéricamente eso es lo que se obtiene. Pero, ¢como probarlo?
Desde luego no estamos en las hipétesis del capitulo 4 pues la aproximacion homogénea no
tiene focos, sino una recta de puntos criticos. Aunque si se quitan los puntos si estan los focos:

HX| = axy’-y R { X,‘ ~ XY | focoestable si alJ(=2,0) e inestable si al(0,2)
Oy' =xy y =X
Cuando aparecian rectas de puntos criticos (autovalores cero) en la aproximacion homogénea
la estructura dependia de los términos de mayor orden. Pero aun en el caso de que se pudiera
justificar en este ejemplo la estructura se parece a la de la aproximacion homogénea sin los
puntos, ¢,como se trataria el caso general? Por ejemplo, las aproximaciones de los dos sistemas
siguientes, para los que la poligonal tiene exactamente la misma forma y en las que tampoco hay
variedades que lleguen al origen:

L Hoxt = —y3 Lo Hox = Xzy—y3
0~ 5 5 4 (g .- 2 3 5
Oy' =Xy +x"+x°y Oy' = 2Xy“+y~+X

son respectivamente, salvo la recta de puntos, un centro y un punto con dos sectores elipticos
y en ninguno de los dos casos hay ninguna tendencia a acercarse o alejarse del origen.
El cambio habitual y=xv lleva (tras dividir por x2), por ejemplo, [i] a:

Sx' = axv2-xv®

gv'= v4—av3+v2+x4

que, si al(-2,2), es sélo un punto critico con dos sectores hiperbélicos:
2.2

5
dr acCsr+Csr .
— = , singular en (r,6)=(0,0)
d6  s?[s?_acs+c+ctr?

3

Y la ecuacion en polares es para [i] :

(excepcionalmente el desarrollo en serie del segundo miembro tiene el coeficiente de
rt regular si —2<a<2: aCZ/[Sz—aCS+82] , pero es singular para [iii] , por ejemplo ).



