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6. Análisis del infinito.

Investiguemos el comportamiento 'en el infinito' de las órbitas del sistema polinomial:

  [S]
 



 x ' = f(x,y) = An(x,y) + … + Am (x,y) 

y ' = g(x,y) = Bn(x,y) + … + Bm (x,y) 

donde  m>n≥0 . Veremos que las técnicas para esta investigación serán muy similares a las

utilizadas en el origen. Como nos sucedía allí, podremos concluir el análisis, salvo en casos muy

excepcionales, sin necesidad de realizar ningún cambio de variable.

Comenzaremos en la sección 6.1 describiendo los cambios de variable que nos llevarán los

puntos del infinito a otros finitos (cambios que serán innecesarios una vez probados nuestros

teoremas). Habitualmente estos cambios se interpretan a partir de proyecciones del plano

sobre la esfera de Poincaré (así se hace, por ejemplo, en los libros [3] o [27]). Nosotros hemos

preferido no dar ese paseo por el espacio y los miramos como aplicaciones en el plano.

 Si se considera suficiente saber que con esos cambios de variable el problema se traslada

a analizar puntos finitos se pierde la idea que preside el capítulo: que para el análisis del infinito

se puede dar una teoría directa y dual a la del origen (los teoremas de este capítulo serán casi

idénticos a los de los capítulos anteriores). Poco se ha explotado esta dualidad y no existen

métodos de análisis tan directos como los nuestros (mostrados ya en [11]).

En 6.2 veremos que de nuevo, en muchos casos, bastará para determinar la estructura del

infinito de [S] considerar unos términos homogéneos (en este caso los de mayor orden). Aquí

tampoco habrá que hacer ningún cambio y los cálculos necesarios serán exactamente igual de

simples que los del capítulo 3: bastará localizar las variedades que lleguen al infinito hallando las

raíces de un polinomio, orientarlas y ver el signo de ese polinomio. También será muy parecida

al capítulo 4 la forma de distinguir entre centros y focos en el infinito cuando no existan esas

variedades: la atractividad o repulsividad de infinito dependerá de unas integrales  I*  y  J*  casi

iguales que las del origen.

Referencias relacionadas con esta sección son [1], que observa la dualidad en los sistemas

homogéneos, o [15] u [28] que caracterizan cuando los polinomios de mayor orden bastan para

fijar la estructura del infinito (focos incluidos). En los tres artículos anteriores, como ocurría en su

estudio del origen, se descarta la existencia de 'autovalores' cero (que nosotros sí admitimos y

salvamos calculando términos de desarrollos (que incluyen potencias negativas) de 'variedades

centro'). En  [12] o [19] se tratan sistemas particulares con focos en el infinito (muy preparados y

destinados a la obtención de bifurcaciones de ciclos límites desde el infinito).

Cuando no basten los resultados de la sección anterior habrá que acudir a la poligonal que

introduciremos en 6.3: la que rodea por arriba a los puntos del sistema (una parte de ella informa

sobre las órbitas con pendiente horizontal en el infinito y otra sobre las de pendiente vertical).

Esta poligonal (no utilizada aún en el estudio del infinito) permitirá concluir el análisis excepto si

se dan situaciones conflictivas análogas a las del teorema 5.3 para el estudio del origen.
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En 6.4 se aplican los resultados anteriores al análisis de sistemas polinomiales concretos

con el fin de mostrar la simplificación que suponen respecto a las técnicas utilizadas incluso en

las referencias más recientes. Con la poligonal se puede fácilmente construir sistemas de

propiedades deseadas (por ejemplo, sistemas con el infinito repulsor que poseen ciclos límites

o atractores inestables) o abordar la clasificación de sistemas que dependen de parámetros. En

el último ejemplo estudiamos sistemas en los que cambia la estabilidad de un foco degenerado,

dando lugar a la aparición de ciclos límites en una especie de 'bifurcación de Hopf no lineal'.

 Hay muchas publicaciones que incluyen estudios globales de sistemas sobre el círculo de

Poincaré. Por ejemplo, además de las ya citadas, [2], [5], [8], [10], [13], [18], [21], [22], [23],

[24], [25], [29], [30] y [31] (todas ellas analizan diferentes clases de sistemas cuadráticos), [4],

[6], [7], [9], [14], [16], [17], [20], [26] y [32]. El camino habitual en todas ellas es llevar los puntos

del infinito a puntos finitos realizando explícitamente los cambios y, si alguno de ellos resulta no

ser hiperbólico, hacer después algún blow-up. Como muestra del atajo que suponen nuestros

métodos se puede comparar el análisis de los sistemas cordales cuadráticos del ejemplo 9 con

el artículo original [8] en el que estaban clasificados. O se puede ver como nuestra poligonal

simplifica claramente los métodos de análisis (del origen y del infinito) propuestos en el reciente

trabajo [33].
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6.1 Cambios de variable

Nuestro objetivo será hacer un modelo de las órbitas de [S] sobre el círculo abierto unidad

Z, para el que cada punto de la circunferencia exterior C representará un 'punto del infinito'

asociado a una determinada dirección de llegada al infinito.

La forma más natural de convertir todo  R2  en Z es realizar la siguiente transformación de

coordenadas en el plano:

T :  R 2  →   Z
    (x ,y )  →  ( x * , y * )

con x* =  
x

√1 + x2 + y2
    ;    y* =  

y

√1 + x2 + y2

O, de forma más clara, T transforma puntos de coordenadas polares  (r,θ) en puntos de Z de

coordenadas  (r*,θ)  con

r* = 
r

√1+r2
   (es decir:     r = 

r*

√1–r*2
  , para  r*<1 )

θθ
x

y

θ
T

C

Z

T convertirá cada órbita  Γ de [S] en otra curva  Γ*  sobre Z. Pretendemos describir las  Γ*

cerca de C, lo que nos informará del aspecto de las  Γ  cerca del infinito. A los puntos de C se

les llama de forma natural 'puntos del infinito'.

Cualquier curva que se acerca al infinito con pendiente m definida ( θ=arctagm definida) es

transformada por T en una curva de Z que tiende al punto de C de coordenadas polares (1,θ) .

Dicho de otra forma: si una curva de Z llega a un punto (1,θ) de C, dicha curva corresponde a

una curva del plano xy que llega al infinito con una pendiente definida  tanθ .

Para estudiar las órbitas inducidas por T en Z cerca de C  el cambio T conduce a

expresiones analíticamente poco sencillas, por lo que mejor el siguiente cambio de variable:

     P:  R 2 – {x=0} →  R2 – {z=0}
    ( x , y )    →    ( z , u )

con z =  
1
x

    ;    u =  
y
x
      (es decir,    x =  

1
z

    ;    y =  
u
z

   )

que transforma el plano de la siguiente forma fácil de comprobar:
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• lleva los cuadrantes 1 , 2 , 3 , 4  a los

cuadrantes 1 , 3 , 2 , 4.

• lleva rectas de pendiente  m  a rectas

que 'pasan' por el punto  (z,u)=(0,m) :

y = mx+b   →   u = bz+m

de forma que una sucesión de puntos

que tiende a  +∞ [–∞] sobre la recta se

convierte en una sucesión que tiende

a  (0,m)  por la derecha [izquierda].

• lleva curvas de la forma   y = cxs+o(xs)

cuando  x→∞  a curvas de la forma

u = cz1–s+o(z1–s)  cuando  z→0+ , así

que, cuando  z→0+ :

   

x z

y u
P

x z

y u

si  s>1  ,  u → +∞ ó –∞  (dependiendo del signo de c) ;

si  s=1  ,  u → c ;

si  0<s<1  ,  u  tiende al origen con pendiente horizontal ;

si  s=0  ,  u  tiende al origen con pendiente  c ;

si  s<0  ,  u  tiende al origen con pendiente vertical.

Además si  y = c'xs'+o(xs')  es mayor en el infinito que  y = cxs+o(xs)  la curva transformada de

la primera es también mayor que la transformada de la segunda en un entorno a la derecha

de  z=0 . Análogos comportamientos se tienen para curvas  y = c[–x]s+o([–x]s)  cuando la

x→–∞ , teniendo en cuenta que ahora se invierte el orden de las curvas.

Esquemáticamente, dibujando también las curvas correspondientes en Z:

y

x

u

z

c > 0

c < 0

P T

a1

b1

a2

b2

a4

b4

a3

b3

a1

b1

a2

b2

a4

b4

a3

b3

a1
b1

a4

b4

a2

b2

a3

b3
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• las curvas que llegan al punto  (z,u)=(0,m)  por la derecha [izquierda] corresponden a curvas

del plano  xy  con pendiente  m  en  +∞ [ –∞ ]  y por tanto a curvas de Z que llegan al punto del

infinito  r=1 , θ=arctagm  [ θ=arctagm+π ] (intersecciones de  y=mx  con la circunferencia  C ):

y

x

u

z

P T

θ

θ

θ

n

s

(así que a cada pareja de puntos de  C  opuestos (distintos de  n  ó  s ) está asociado

un único punto del eje u ).

• un entorno circular de un punto  (z,u)=(0,m)  procede de dos entornos hiperbólicos en el

infinito de la recta   y=mx   [ (u–m)2+z2 ≤ R  ⇔  R2x2–(y–mx)2≥1 ]  y por tanto está asociado a

dos semientornos de los puntos del infinito:

y

x

u

z

P T

U U
UV

V
V

PP

T

T

La descripción, por tanto, de un conjunto de curvas en  UP  y  VP  es una descripción de curvas

de  UT  y  VT  , es decir, de curvas del plano "próximas en + y – infinito" a una determinada recta.

El cambio P, como se observa, no nos da información sobre lo que sucede en los polos

norte y sur de  Z . Para completar la información podemos considerar un cambio P*, similar a P,

definido cambiando los papeles de las coordenadas  x  e  y :

   P* :  R 2 – {y=0} →  R2 – {u=0}
    ( x , y )    →    ( z , u )

con z =  
x
y
    ;    u =  

1
y

      (es decir,    x =  
z
u

    ;    y =  
1
u

  )

y

x

u

z

P * T
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Ahora será el eje u=0 el que esté asociado a la curva de puntos del infinito, y un entorno del

origen estará asociado a dos semientornos de los polos. Tendremos también una ordenación

de las curvas  y = cxs+…  ó  y = c[–x]s+… , s>0, que llegan al infinito con pendiente vertical:

P *

T
a1a2

a4a3

a1

a4

a2

a3

a1a2

a3a4

Con estas ideas vamos a obtener información sobre las órbitas de [S] cerca del infinito. Los

cálculos son muy parecidos a los del capítulo 3, por lo que no daremos demasiados detalles.
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6.2 El análisis homogéneo.

Haciendo en el sistema [S] el cambio P llegamos al nuevo sistema:

 
 



 
z ' =  –z2 f( 

1
z ,

u
z )             =  – z2–mAm(1,u) – … – z2–nAn(1,u) 

u ' =  z g( 
1
z ,

u
z ) – u z f( 

1
z ,

u
z ) =  z1 – m[Bm(1,u)–uAm(1,u)]+…+z1–n[Bn(1,u)–uAn(1,u)]

Multiplicando por  zm–1  obtendremos un sistema que tiene las mismas órbitas que el anterior

salvo el eje  z=0  y el cambio de orientación en las órbitas de  z<0  si m es par:

  [P]
 



 
z '  =   –zAm(1,u) – … – zm – n + 1 A n ( 1 , u )             
u ' = [Bm(1,u)–uAm(1,u)] + … + zm–n[Bn(1,u)–uAn(1,u)]

Como  z=0  está formado por órbitas los puntos críticos en  z=0  nos dan las únicas posibles

direcciones de aproximación a dicho eje. Dichos puntos vienen dados por

(1) Pm+1(u) = Bm(1,u) – uAm(1,u) =0

Trabajando igual con el cambio  P*  se llega a:

  [P*]
 



 
z ' = [Am(z,1)–zBm(z,1)] + … + um–n[An(z,1)–zBn(z,1)] 
u '  =  –u Bm(z,1) – … – u m – n + 1 B n ( z , 1 )               

para el que los puntos críticos en  u=0  vienen dados por la expresión

(1*) zBm(z,1) – Am(z,1) = 0

Englobando  (1)  y  (1*)  en una única expresión tenemos que las únicas posibles

direcciones de llegada al infinito vienen dadas por las raíces de

(2)
 ⊗ (x,y) ≡ xBm(x,y) – yAm(x,y) = 0 

Sea  y=uix  raíz de [2]. La matriz de la aproximación lineal de [P] en  (0,ui) , punto crítico, es:

 
 


 
–Am  0

E  
d
du[Bm–uAm]

(1;ui)

  =   


 
–Λi  

 
0

Ei   M i

con lo que este punto será simple si la raíz lo es, o si siendo raíz múltiple  Λi≠0 (y por tanto

existirá al menos una variedad de [S] que llegará al infinito con pendiente ui ). La estructura de

(0,ui)  está determinada por  Λi  (si no se anula; en caso contrario habría que determinar más

términos del desarrollo  u=ui+c1z+c2z2+… , es decir, de  y=uix+c1+c2x–1+… ) y por la

orientación de las órbitas sobre  x=0 .
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Como ocurría en el capítulo 3 mejor que calcular los Λ i sustituiremos las variedades

obtenidas en la primera ecuación de [S], sin calcular los  Mi  orientaremos la circunferencia  C  a

partir de la ecuación (2) y representaremos la información obtenida directamente sobre el

círculo Z. Situación análoga se tiene para  (0,0) en [P*], donde el   Λ∞=B(0,1) . Así pues:

Teorema 6.1

Supongamos que   ⊗ (x,y)=xBm(x,y)– yAm(x,y)±0   y que  ⊗ (x,y)=0  posee  q≠0  raíces

reales   y=u1x, …, y=uqx  [ y tal vez  x=0 ] .

Si para las  ui  que no sean simples es  Am(1,ui )≠0  [ Bm(0,1)≠0 ], existen en [S]

variedades  y = uix+o(x) , |x|→∞ [ó  x=o(y) , |y|→∞ ] que llegan al infinito con pendiente

definida  ui  [ ∞ ]  y  la estructura de las órbitas de [S] cerca de la circunferencia  C del infinito

queda determinada con el signo de  ⊗ (x,y)  y el flujo sobre cada una de estas variedades 

Este flujo viene dado por  x '=Am(x,uix)  si  Am(1,ui)≠0  o se puede precisar con algún

término  más del desarrollo  y = uix+c0+c-1x–1+…  de las variedades si se anula.

Con este teorema queda en muchas ocasiones determinada la estructura del infinito de [S]

si existe alguna órbita que llegue hasta  C . Suponiendo que  ⊗ (x,y)  no tiene raíces reales ( m

ha de ser impar) la distinción entre las tres posibilidades cerca del infinito (que las órbitas sean

cerradas, que se acerquen o que se alejen en espiral de  C ) se reduce haciendo  ρ=1/r  en la

expresión [P] en polares de [S] a un problema de los vistos en el capítulo 4:

   [P]    
 



 
r' = Mnrn+…+Mmrm   

θ' = mnrn–1+…+mmrm–1
ρ=1/r

→  [P*]   
 



 
ρ' = –Mmρm+o(ρm)  

θ' = mmρm–1+o(ρm–1)

(tras multiplicar los segundos miembros por  ρ2m–2 , lo que no altera las órbitas en  ρ>0 ), siendo

como siempre   Mk(θ)=CAk(C,S)+SBk(C,S) ,  mk(θ)=CBk(C,S)–SAk(C,S) ,  C = cos θ , S = sen θ .

Tenemos que  mm  no se anula para ningún  θ . Las órbitas de [P*] cerca de  ρ=0  describen las

de [S] cerca de  C . A la vista de los resultados de 4.1 y 4.5 podemos concluir:

Teorema 6.2

  Sea    I*  ≡  ∫π/2

–π/2
 
Em–1(C,S)

mm(θ)
 dθ  =  ∫∞

–∞
 
Em–1(1,z)

⊗ (1,z)
 dz , con  Em-1 = Am

x + Bm
y  . Entonces:

Si   I*.a0m<0 , las órbitas se acercan en espiral hacia la circunferencia  C .

Si   I*.a0m>0 , las órbitas se alejan en espiral de la circunferencia  C .

Si  I*=0 , debemos considerar los términos de menor orden. Para poder aplicar 4.5 debemos

restringirnos al caso  m=3 . Entonces los sistemas [S], [P] y [P*] son, respectivamente:

 


 
x ' = A1+A2+A3

y' = B1+B2+B3
      ,

 



 
r ' = M1r+M2r2+M3r3

θ' = m1+m2r+m3r2 
     y 

 



 
ρ ' =  –M3 ρ3–M2ρ4–M1ρ5

θ' = m3 ρ2+m2ρ3+m1ρ4 

Basta modificar ligeramente los cálculos de 4.5 para obtener:
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Teorema 6.3

  Sea  a03<0  y definamos   Q*4(z) = A3B1–B3A1|(1,z)  ,  Q*8(z) = [B2–zA2][B3A2–A3B2]|(1,z)  ,

R*4(z) = E2(1,z)P2(z)–E0(1,z)⊗ (z)  ,  R*8(z) = P3(z)[E1(1,z)⊗ (z)–E2(1,z)P3(z)] ,

E*(z) = exp[ – 
1
2 ∫z

0
 
E2
⊗   ]    y    J* = ∫∞

–∞
 [  

Q*4

⊗ 3/2   +  
Q*8

⊗ 5/2  ]E*dz = ∫ ∞

–∞
 [  

R*4

2⊗ 3/2   +  
R*8

3⊗ 5/2  ]E*dz

Entonces si  I*=0  y además: J*<0 , las órbitas se acercan en espiral hacia la circunferencia  C .

J*>0 , las órbitas se alejan en espiral de la circunferencia  C .

La  J*  no es normalmente calculable, pero se podrá reducir  con las técnicas de 4.5.

Ejemplo 1.   
 


 
x ' = 1+x2+xy
y'  =  xy–y2   ⊗  = –2xy2 = 0   →     

y=0 doble →  x '= x2+o(x2)
 x=0 simple →  y '= –y2+o(y2)

La estructura de las órbitas en el infinito queda determinada

sólo con lo anterior: el signo de ⊗  nos da la orientación de  C ,

las dos ecuaciones en  x '  e  y '  orientan las órbitas que llegan

o salen de puntos del  infinito y queda precisada la estructura

local de dichos puntos [ los asociados a  y=0  son silla-nodos y

los de x=0  son nodos ]. Como además el sistema no tiene

puntos críticos en  R2  podemos completar el esquema de las

órbitas en  Z .

Ejemplo 2.   
 


 
x ' = xy–x3+xy2

y'  =  – y + x 2         (ej.2 del cap.2) ⊗  = xy(x2–y2) = 0 →  y=0, x=0, y=±x

y=0+o(x)  →  x ' = A3(x,0)+o(x3) = –x3+o(x3)

Para   x=0  (simple) es  B3(0,y)≡0 . La variedad centro es  

x=0  →   y '=–y  . Los puntos quedan caracterizados.

Como  A3(x,±x)≡0   hallamos más términos de los desarrollos.
Llevamos a la ecuación de las órbitas  y = c1x+c0+c–1x–1+… :

[c1–c–1x–2+…][c1x2–x3+c1
2x3+2c0c1x2+…] = – c1x+x2+…

Igualando las potencias de mayor orden:

  x3   → c1 [ c1
2–1 ] = 0 → c1=0; c1=1; c1=–1

x2   → c1
2
 [ 1+2c0 ] = 1 → c0 imposible; c0=0; c0=0

La variedad asociada a  y=0  no era centro y podía no admitir desarrollo pero el punto elemental

estaba ya analizado. Para las otras dos tenemos que   y = ±x + O(1/x)  →   x'= ±x2 + O(x) . Con

esta información y la obtenida en el capítulo 2 completamos el dibujo de las órbitas en  Z .
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Ejemplo 3.
 


 
x ' = 2x3–xy2–y3     
y ' = kx+y + m2x3+2x2y+2mxy2–y3   → ⊗  = [y2+mx2]2

El sistema homogéneo de tercer orden que nos proporciona el ⊗  fue analizado en el ejemplo 1

del capítulo 4 para  m>0  (cuando no tiene variedades que lleguen a C con pendiente definida)

y volvió aparecer en 4.5 para  m=2  acompañado de términos de orden 4. En 4.1 vimos que

tiene un foco inestable si  0<m<2 , un centro si  m=2  y un foco estable si  m>2 . En el sistema

completo, por tanto, las órbitas se acercan en espiral a C en el primer caso y se alejan en el

tercero y todavía no sabemos su comportamiento si  m=2 . Para verlo estudiamos la  J* :

E* = exp[ – 
2[z–1]

p
 ]  ,  Q*4 = [k+z][2–z2–z3]  ,  J* = ∫ ∞

–∞
  

Q*4
p3  E*dz  , con   p=z2+2

Reducimos la  J*  de forma similar a la de 4.5 y hallamos el polinomio con integral cero:

Q*4
p3  E* =  

d
dz [  

E*
p  ( z+ 

k+3
2  ) ] +  

E*
p3 R2  ,  R2 = (1–2k)z2+(18+4k)z+4k+2

0 = [  
E*
p  ( 

1
2 z2+z+1) ] ∞

–∞
  = –∫ ∞

–∞
 
E*
p3 N2  ,  N2 = z2+2z

El discriminante  Dk(s)  de  R2+sN2  es  ≤0  para algún  s  para los  k  tales que  Dk=0  tiene raíces

reales en  s , o sea, para aquellos en que el discriminante de  Dk  respecto a  s  es  ≤0  que son:

k ∈  [–5/2,–1/2]

[que son los  k  para los que hay una única raíz de  R2  entre las raíces  –2  y  0  de  N2 ]

Para estos  k  es fácil ver que  R2+sN2≤0  para los  s  con  Dk≤0  con lo que el infinito es atractor.

El intervalo obtenido para los  k  no es nada preciso, pues los valores numéricos de:

J*0 = ∫ ∞

–∞
 
E*
p3   ,  J*2 = ∫∞

–∞
 
z2E*
p3      →    J*<0  si   k<1.1819  aproximadamente.

Podemos mejorar el resultado engordando numeradores y denominadores.

p2Q*4
p5  E* =  

d
dz [  

E*
p3 ( z5+ 

k+3
2  z4+…) ] +  

8E*
45p5 R*2  ,  R*2 = (131–10k)z2+(32+80k)z+38–40k

0 = [  
E*
p3 ( 

1
2 z6+z5+3z4+ 

8
3 z3+ 

10
3  z2+ 

4
5 z+ 

92
45 ) ] ∞

–∞
  =  

16
45  ∫∞

–∞
 
E*
p5 R2  ,  N2 = 37z2–26z–14

De aquí se obtiene que las órbitas se acercan a infinito si  k∈ [–6.53,0.620] . Y la aproximación

aumenta mucho si seguimos. Tras largos cálculos se consigue fijar el  sg[J*]  en los  k  descritos:

∫ ∞

–∞
  

p4Q*4
p7  E*dz  →    k∉ [0.616,1.23]     ,      ∫ ∞

–∞
  

p6Q*4
p9  E*dz  →    k∉ [1.176,1.197]

Para  m≤0 ,  m≠–1 , el teorema 6.1 precisa la estructura de C pues se tiene que  ⊗≥ 0  y además:

y = ±√–m x  dobles, pero  asociadas a  A3(x,±√–m x) = [negativo][±√–m –1]x3

(cierto aun en el caso de  y=0  cuádruple que aparece para  m=0 ; para  m=–1  es y=x  doble con

autovalor 0). Si  k>–1  no hay más puntos críticos finitos que el origen, que es nodo inestable

pues sobre la variedad centro  y=–kx+…  se tiene que  x ' = (k+1)(k2–2k+2)x3+… . Por tanto si

m>2  y  k>–1  o si  m=2  y  k>1.1819  ha de existir un ciclo límite pues tanto el origen como el

infinito son repulsores. [Integrando gráficamente se ve que siempre hay ciclos límites para  m>2

aunque aparezcan otro par de puntos críticos finitos].
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6.3 Acudiendo a la poligonal.

Consideremos en esta sección el caso no recogido en el teorema 6.1: supondremos

que  y=0  es raíz múltiple y que  Am(1,0) = am0 = 0 . Si la raíz múltiple fuese  y=uix ,

haciendo  x=x; w=y–uix  acabaríamos en el caso anterior; en este caso, como hacíamos en el

análisis del origen, tal vez sea más corto determinar más términos del desarrollo para 'separar' la

posible variedad múltiple en seguras variedades simples, si esto es posible.

Para analizar  y=0  podríamos realizar el cambio P y usar en [P] las técnicas del capítulo 5, es

decir, utilizar la poligonal de Newton de la curva algebraica:

H∞
t (z,u) ≡ zm+1 g( 

1
z , 

u
z ) – (1–t )u zm+1 f( 

1
z , 

u
z ) = 0

[la  t  cumple aquí el papel que desempeñaba la  s  en el análisis del origen]

Análogamente, si  x=0  fuera múltiple y  Bm(0,y) = b0m = 0  podríamos hacer P* y luego

considerar para [P*] la curva:

H∞*
t (z,u) ≡ (t–1)zum+1 g( 

1
z , 

u
z ) – tum+1 f( 

1
z , 

u
z ) = 0

Pero vamos a ver que, salvo excepciones análogas a las del origen, no es necesario hacer

ningún cambio y bastará considerar una nueva poligonal (ahora la que rodea por fuera a los

demás puntos del sistema) asociada a la ya conocida curva

Hs(x,y) ≡ xg(x,y) – syf(x,y) = 0

Es inmediato ver que los términos (tanto de la ecuación en  z '   como en  u '  ) que dan un

mismo punto en la poligonal de [P] o [P*] provienen de términos de [S] (de  f  y  g ) que también

dan un mismo punto en su poligonal. En concreto, un punto  (r ,q)  del diagrama  xy  de  Hs :

[S]  
 


 
x ' = axryq–1+ …
y' = bxr–1yq+ …

se transforma por P [ P* ] en el punto  (r∞,q∞) = (m+2–r–q,q )  [ ( r∞*,q∞*) = ( r,m+2–r–q) ] del

diagrama  zu  de  H∞
t  [ H

∞*
t ]:

    [P]  
 



 
z ' = –azm+2–r–quq–1+…
u ' = [b–a]zm+1–r–quq+…

[P*]  
 


 
z ' = [a–b]zrum+1–r–q+…
u ' = –bzr–1um+2–r–q+…

 La transformación   (p,q) → (r∞,q∞)   [ (p,q) → ( r∞*,q∞*) ] lleva rectas de  xy  de pendiente  m  a

rectas de  zu  de pendiente  –m/(m+1)  [ –m–1 ].  Esquematizándolo:
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m+1

n+1
a0n

m+1
a0m

0m
a
1,m-1b

1

y

x

z

n+1 m m+1

1

m

m0am-1,1b
bm0

bn0

[S]

pte=m

[P*]

pte=–m–1

[P]

pte=–m/(m+1)

z

u

1 m–n+11

1 1

n+1

n+1

m+1

bm0

bm0

bn0

bn0
a 0n

a0n

a 0m

a0m

Construyamos para [S] (es decir, para  Hs=0 ) la poligonal convexa  Γ  que encierra en su

interior a los puntos correspondientes a los demás coeficientes (como ya sabemos, la parte

inferior izquierda de  Γ  informa de la estructura del origen de [S] ):

s

s

–k+
1

–k

–1y

x

sH  =0

ΓΓΓΓ

s  =1
0s

s

s

k

k–1
b  –sakk

-kb   –sa-k
⊗

Al realizar  P (P*) esta  Γ  se transforma en otra poligonal convexa  Γ∞ ( Γ∞* ) que continúa

encerrando los demás puntos de [P] (de [P*] ). Pero ahora la parte derecha (superior izquierda)

de  Γ  se convierte en la parte de la poligonal  Γ∞ ( Γ∞* ) que informa sobre el origen de [P]  (de

[P*] ) y, por tanto, sobre las órbitas de [S] que llegan al infinito con tangente horizontal (vertical).

Un segmento de  Γ  de pendiente  –1/s  [ ligado a variedades  y=O(xs) ] es llevado por P a uno

de  Γ∞  asociado a variedades  u=O(z1–s)  y por  P* a otro de  Γ∞*  asociado a  u=O(zs/(s–1)):
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tk–1

z

u

z

u

1

1

∞*
tH    =0 ∞

H   =0t

ΓΓΓΓΓΓΓΓ ∞∞∞∞∞∞∞∞

b  –(1–t)a
kk

kt  = 1– s
k

t–k+1

–k
–k

s–k
s     +1

t      =

(t–1)b   –ta–k –k

*

Sea   Pk(x,y) = xPkg – skyPkf  el polinomio que nos proporciona un segmento de la parte

derecha de  Γ  de pendiente  –1/sk . Al hacer P se transforma en

P∞
k(z,u) ≡ zm+1 Pkg( 

1
z , 

u
z ) – (1–tk )u zm+1 Pkf( 

1
z , 

u
z )  ,   con  tk = 1–sk

Si   y=mxsk   es raíz de  Pk=0  entonces  u=mz1–sk   lo es de  P∞
k =0  con la misma

multiplicidad. Luego si es raíz simple o con  P∞
kf(1,m)=Pkf(1,m)≠0  existe variedad de [P] de la

forma  u = mztk + o(ztk)  y por tanto existe variedad de [S] que llega al infinito con tangente

horizontal   y = mxsk + o(xsk) ,  x→∞ .

Análogamente, si   y=mxs–k   es raíz simple o con  P–kf≠0  de un  P–k=0  existe variedad

que llega al infinito (con tangente vertical):  y=mxs–k+o(xs–k)  .

Los mismos resultados se obtienen cambiando  x  por  [–x] .

Como en el análisis del origen, el conocimiento de estas variedades orientadas más el

signo de ⊗  nos bastará en muchas ocasiones para precisar la estructura del infinito. Como allí,

se complicará algo el análisis si el cociente de los coeficientes de [P] (o [P*]) correspondientes

al punto común de dos segmentos sucesivos de la poligonal de pendientes  –1/tk–1  y  –1/tk
pertenece al intervalo  [tk–1, tk] . Con facilidad se ve que esto se traduce para la parte derecha

de  Γ  en que surgen complicaciones si  bk/ak∈ [sk,sk–1] .

Para la parte izquierda de  Γ  los problemas aparecerán si

a–k/b–k∈ [1/s–k,1/s–k+1]  (o sea, si  b–k/a–k∈ [s–k+1,sk] ,

entendiendo que si  s–k+1>0  y  s–k<0  esto significa que

o bien  b–k/a–k≥s–k+1  o bien  b–k/a–k≤s–k  [ordenamos:

–2≤ –1≤ – 
1
2 ≤0 ≤ 

1
2 ≤1 ≤ 2 ≤ ±∞≤ –2≤ –1≤– 

1
2  ] ).

[Observemos que, a diferencia del origen, aquí puede
haber problemas aunque el  a•  o el  b•  sean  0 ].

Si  b•/a•  pertenece al intervalo abierto aparecen como en

el origen infinitas variedades de la forma  y = O(|x|b•/a•)

(asociadas a nodos) que llegan al infinito. Si  bk/ak = sk ó

sk–1  ( b–k/a–k = s–k+1 ó sk ) será necesario orientar

además otra circunferencia con el signo de  Pk  ( P–k ) .
  

—1/2

—1

—2
∞

—1

0

1/2

—2

y

x
1

2

4

5

7

8

9

1 2 4 5 7 8 9

–1/2

1

2

Resumiendo todo lo anterior tenemos un teorema enteramente análogo al teorema 5.3:
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Teorema 6.4

Si   y = m••x
s• ,  x≥0 , es raíz real simple de  P•=0  o múltiple con  P•f(1,m••)≠0 , existe en

[S] variedad de la forma  y = m••x
s• + o(xs•) ,  con  x→∞ (para  sk ) o con  x→0 (para  s–k ).

Análogo resultado se tiene cambiando  x  por  [–x] .

Si ningún  P•≡0  y todas las raíces de todos los  P•=0  (con  m••≠0 ) son simples o con

P•f(1,m••)≠0   la estructura de las órbitas de [S] en el infinito queda determinada por

•  el flujo para  |x|  o  |y|  grande sobre cada variedad

•  el signo de  ⊗   y el signo de los  P•  para los que sea   
b•
a•

  = s• ó s•±1  (•<>0) .

Como en el origen, para determinar el flujo sobre las variedades  y = m••|x|s•   bastará hallar

P•f(x,m••|x|s• )  (o el  P•g  correspondiente) si no se anula; si se anula y la raíz es simple la variedad

será esencialmente centro y se podrán calcular más términos de su desarrollo. La forma de las

órbitas entre dos variedades consecutivas, se deduce del signo de  ⊗   (sin olvidar las posibles

variedades  y = O(|x|b•/a•)  asociadas a nodos descritas y el cambio de flujos 'verticales' que

acarrean), si  b•/a•≠s• ó s•±1  (si no, habrá que fijar también el signo de  P• ). Sólo quedan por

analizar con este teorema los casos análogos a los citados para el teorema 5.3: si existen  m••
múltiples con  P•f=0 , si algún  P•≡0  y si no hay variedades que lleguen al infinito con pendiente

definida. Este caso se podría reducir a las situaciones de los teoremas 7.2 y 7.3 en el caso de

que la poligonal exterior se redujese a un único segmento apoyado en los ejes. No sabemos

como distinguir el centro o foco del infinito si no es esa la situación.

En la próxima sección se estudian varios ejemplos para ilustrar la teoría de ésta. En algunos

bastará aplicar el teorema anterior para concluir el análisis. Otros exigirán cálculos adicionales. El

último más bien es un repaso de secciones previas pero está al final de éste capítulo porque

incluye también algún análisis del infinito utilizando la poligonal.
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6.4 Ejemplos que exigen la poligonal.

Ejemplo 4.    x" + (x2–3) x ' + x3–x2 = 0   , es decir ,
 


 
x '  =  v           
v ' = 3v+x2–x2v–x3

     

2

1

1 43

v= – 
1
3  x3 +…  →   x ' = – 

1
3  x3 +…

⊗  = –x3[x–v] = 0  →   v = –x+…  →   x ' = –x+…

Así que el infinito es repulsor. Comprobemos que existe (al menos) un ciclo límite (la ecuación

es similar a la de Van der Pol). Consideremos la energía total del sistema sin rozamiento:

U(x,y) =  
v2

2
  –  

x3

3
  +  

x4

4

La derivada de esta  U  a lo largo de las soluciones del sistema es:

.
U =  v2(3–x2) [ ≥ 0   si  |x| ≤ √ 3  ]

La curva cerrada   U = 9/64 , por ejemplo, está contenida en  |x|<√ 3  y, por tanto, es cruzada por

las órbitas del sistema desde dentro hacia fuera. Dichas órbitas, que no pueden irse al infinito ni

tender hacia ningún punto crítico finito [que son (0,0) silla-nodo y (1,0) nodo inestable], deben

aproximarse a un ciclo límite. Su forma, obtenida numéricamente, es la de la figura inferior de la

izquierda. La figura de la derecha es un esquema de las órbitas en Z .
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Ejemplo 5.   
 


 
x '  = 2x2y–xy2  
y ' = 2x2y–y3–x5 ⊗  = –x6 = 0   →    x=0 múltiple , B5(0,y) ≡ 0

El origen, único punto crítico finito, fue analizado en el ejemplo 1 del capítulo 3. El infinito:

   
1

1

2

3

3 62

x=0   →   y ' =y3

[s–1]xy3–x6 = 0   →
s=5/3

  y = [ 32  ]1/3 x5/3+… →   x ' = –[ 32  ]2/3 x17/3+…

   y=x+… y=– 
1
2  x3+…      (utilizadas en el análisis de 0 )

Llevando estas variedades a Z completamos el análisis

del infinito; con los datos del capítulo 3 obtenemos el

retrato de fases global de la figura. Obsérvese que el

origen es un atractor inestable: todas las soluciones

tienden hacia el cuando  t→∞  pero  x=y=0  no es una

solución estable.
    

Ejemplo 6.   
 



 x ' = 1+x2–xy2

y'  =  x   

  
⊗  =  xy3  

A3(x,0),B3(0,y) ≡ 0
1

1

3

2

x = y–2+… →  y '= y–2+…

y = ±x1/2+… →  x'= o(x2)

b2
a2

  = 0 = s2

P2 = x2–s2yx2 = x2  (s2=0)

 En este ejemplo 'se va' un término de la poligonal (lo que suele suceder cuando algún  s•  es  0

ó  ∞ , como en este caso en que hay un segmento vertical) y es necesario considerar, además
del de  ⊗  , el signo de algún  P• .

Necesitamos más términos de las variedades  O(x1/2)  para

precisar el flujo sobre ellas. Probando series obtenemos:

y = ±x1/2–1+…        →  x '= ±x3/2+o(x3/2)

Todo lo anterior precisa la estructura del infinito. Teniendo en

cuenta que no hay puntos críticos finitos tenemos, en

principio, las siguientes posibilidades para el retrato global,

dependiendo de cuál sea el origen de la separatriz  S .

S

signo
  P2
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Ejemplo 7.  
 



 
x '  =  y     

y ' = xy4+x9

⊗  = x10;  B9(0,y) ≡ 0

10

2

2

4

P–2=y2[x2y2+1]  (s–2=–1)

P–1=x2[y4+x8]  (s–1=2)

∆=x10–5y2→ 
 

No existen variedades que lleguen al infinito dadas por

segmentos de la poligonal. Pero como

1
0  ∈  (–1,2)    [es decir  

0
1  ∈  (–1, 

1
2  )  ]

existen infinitas variedades asociadas a nodos  y=O(x∞) , o sea,

infinitas variedades  x=O(1) . Por tanto la estructura global de

las órbitas es la de la derecha.

(como en el análisis del origen, el esquema anterior incluye

implícitamente, aunque no lo dibujemos, la orientación de la
circunferencia correspondiente a s–1=2 (que continúa la de ⊗ )

y la orientación (opuesta) de la asociada a  s–2=–1 ; obsérvese

que la dirección de las flechas parece contradecir el signo de
P–2 ; no es así, pues es fácil ver en general que si  s–k<0  hay

que orientar la circunferencia asociada de forma opuesta al
signo de P–k ; si cambiamos los papeles de x e y llegamos al

mismo sentido de la flechas; habrá que cambiarlo si  s–k=0 .
   

sg P

sg P

–1

–2

 Ejemplo 8.
 


 
x '  =  y       

y ' = bxk–x2y
 con  b≠0  (origen aislado)  ,  k≥1 .

Clasifiquemos los mapas de fases globales sobre Z . Para la circunferencia del infinito:

si  k≤2 ,  ⊗  = –x3y      si  k=3 ,  ⊗  = x3 [bx–y]        si  k≥4 ,  ⊗  = bxk+1

b<0 b>0

La poligonal nos da las siguientes variedades (útiles unas para el análisis de origen [o] y otras

para el infinito [∞∞∞∞] ):

y = —       +
3

∞∞∞∞

k+1

1

2

3 k+1

2

k ≤≤≤≤ 4
k ≥≥≥≥ 6

o

o

o

∞∞∞∞ ∞∞∞∞sy  =bx       +…
2 k+1

y =bx       +…
k–2

x   
3 1

3

y para  k=5 :   y = 
1
6  [ –1± √1+12b ] x3 + …  ( o  e  ∞∞∞∞ )
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Sin más que tener en cuenta las posibilidades para las variedades anteriores (su orientación es

trivial; el origen está clasificado en el ejemplo 9 del capítulo 5) tenemos:

   k par , b>0

k = 2 k = 4 k ≥≥≥≥ 6

   k par , b<0

k = 2 k = 4 k ≥≥≥≥ 6

k impar , b>0

k ≥≥≥≥ 7k = 1 k = 3 k = 5

k impar , b<0

k ≥≥≥≥ 7k = 1 k = 3

k = 5

1+12b<0

1+12b>0

[ con  U(x,y) = 
1
2 y2 –  

bxk+1

k+1
   se ve que el origen es globalmente asintóticamente estable ]
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Ejemplo 9.  Clasifiquemos los retratos globales de los sistemas cordales cuadráticos,

es decir, sistemas sin puntos críticos finitos de la forma:

 


 
x '  =  k+ax+by+lx2+mxy+ny2

y'  =  h+cx+dy+rx2+pxy+qy2

Como  ⊗  = xB2–yA2  es de tercer grado tiene al menos una raíz real.

Eligiendo adecuadamente los ejes se puede conseguir que sea  y=0 . O sea, no hay pérdida de

generalidad suponiendo que  r=0 :

 
x '  =  k+ax+by+lx2+mxy+ny2

y'  =  h+cx+dy+pxy+qy2   
  ⊗  = – y [ ny2 + (m–q)xy + (l–p)x2 ]

En ocasiones utilizaremos el hecho de que la suma de los índices de los puntos críticos sobre

Z ha de ser igual a 1 .

Supongamos inicialmente que   ⊗⊗⊗⊗ ± 0  .

 1    Si  y=0  es la única raíz real de  ⊗ =0  y es simple, o si es

raíz triple con  A2(1,0) =  l ≠≠≠≠  0  , o si  y '=0 , el único punto

crítico ha de ser un nodo y las órbitas son como las de A :
       

A

i=1

 2    Si  ⊗ =0  tiene tres raíces distintas los puntos críticos son nodos, sillas o silla-nodos.

Como  Σ i=1, las posibilidades son o  (silla,nodo,nodo) o (nodo,silla-nodo,silla-nodo) , lo que

nos da cuatro posibilidades dependiendo de cuál sea el origen de las separatrices:

EB C D

1

1

–1

1

1

–1

0

0

1

0

0

1

 3    Si  ⊗ =0  tiene una raíz simple

y una doble con  A2±0 , la primera ha

de estar asociada a un nodo y la

segunda a un silla-nodo, con lo que

tenemos otros dos nuevos casos:
F G

1

0

1

0
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 4    Si hay una raíz simple y una doble con  A2≡≡≡≡0  (que podemos suponer  x=0  e

y=0 , respectivamente) el sistema adopta la forma:

 


 
x '  =  k+ax+by+mxy
y'  =  h+cx+dy+qy2  ⊗  =  (q–m)xy2 ,  q≠m

4i.  Si  c≠≠≠≠0 , para que el sistema no tenga puntos críticos finitos debe ser para todo  y :

 – 
mq
c  y3 – [ 

aq+md
c  ] y2 + [b – 

ad+mh
c  ] y + [k – 

ah
c  ] ≠ 0

Por tanto  m.q = 0 . Acudiendo a la poligonal:

q
m  ∉ [– 

1
2 ,1]

x [(q– 
m
2 )y2+cx], Pf=mxy

Luego hay dos variedades a un lado

y ninguna al otro. Si una de ellas se

acerca y otra se aleja del infinito

(m≠0, q=0)  el punto doble tiene

índice 1 y el otro debe ser silla-nodo.

Si las dos variedades se alejan (o se

acercan) del infinito (m=0, q≠0)  el

doble tiene índice 0 y el otro 1 .     
H I

1

0

0

1

4ii.  Si  c=0  
 



 
x '  =  k+ax+by+mxy
y '  =  h+dy+qy2   

4iia. Si  d2<4hq  no da variedades el segmento vertical.

x [ qy   + dy + h ] = 02

q/m

Si   
q
m ∉ [0,1]  no hay ninguna otra, el índice del punto doble es 0 y el simple es nodo.

Si   
q
m ∈ (0,1)  hay infinitas  y=O(xq/m) , el índice es 2 y el otro es silla.

   
K L

–1

2

–1

2

J≈≈≈≈A

1

0

Si  d=q=0 , h≠0 , el segmento tampoco da variedades. Ahora debemos considerar
además el signo de  P1=hx  y relacionarlo con el de  ⊗ =–mxy2  . Si  hm<0  no hay

variedades y aparece J otra vez. Si  hm>0  tenemos K y L .



168

4iib. Si  d2>4hq , el segmento vertical da dos

raíces y hay dos órbitas horizontales.

Para que no haya puntos finitos debe

ser  a=m=0 , con lo que  
q
0 ∉ [0,1] .

Dependiendo de que las dos rectas se

recorran en el mismo sentido o en el

opuesto tenemos:
 

M N

4iic.    Si sólo hay una órbita horizontal  y=yo , podemos suponer que se trata de y=0  (si

no haríamos  y=yo+y* ), con lo que  h=0  (y entonces  a  debe ser cero). También

podemos suponer  b=0 (haríamos  b+mx=x* ). Así pues tenemos los dos sistemas:

 



 
x '  =  k+mxy
y '  =  dy    ⊗ =–mxy2; k,m,d≠0

 



 
x '  =  k+mxy

y '  =  qy2   ⊗ =(q–m)xy2; q≠m;  k,q≠0

y=0 →  x '=k

1
P  = dxy

y=0 →  x '=k

2y [(q+m)xy+k] , P  =qyg

El primero exige estudiar P1. Todas

las posibilidades para los signos de

d, m, k dan en esencia el mismo

punto crítico de índice 1. El otro es

silla-nodo y la estructura es la de la

derecha.
 

d

m

k

     
Ñ

0

1

Analicemos ahora  el segundo. Supongamos  k>0 (en el caso de que fuera  k<0 ,

cambiando el signo de los demás coeficientes se obtendrían las mismas órbitas

orientadas en sentido opuesto).

Si  q2>m2 →  q+m  y  q–m  tienen el mismo signo →  
q
m ∉ [–1,1] .

Tanto si q>0 como si  q<0  sale el caso F ya visto en  3   .

Si  q=–m  →  ⊗ =2qxy2 , P1=ky  y sale de nuevo F  →
 

Si  q(q–m)<0 , o bien   m>q>0   [m+q>0, q–m>0]  o bien  m<q<0  [m+q<0, q–m<0]

con lo que en los dos casos  
q
m ∈  (0,1)  y hay variedades  y=O(xq/m) .

Se comprueba con facilidad que siempre sale esencialmente el mapa K de 4iia.

Si  q(q+m)<0 , o bien  m>–q>0  [m+q>0, q–m<0]  o bien   m<–q<0  [m+q<0, q–m>0]

y se tiene  
q
m ∈ (–1,0)  [ hay variedades y=O(xq/m) ] .

De aquí sale el nuevo caso O :
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O

1

0

El esquema de la derecha

resume las posibilidades para:

   
 



 
x '  =  k+mxy

y '  =  qy2   

q

m

KK

O

O

F

F

 5    Sea  y=0  triple, con A2(1,0) = l = 0 . El sistema es:

 


 
x '  =  k+ax+by+mxy+n y2

y'  =  h+cx+dy+my2     ⊗  =  –ny3 ,  n≠0

5i. Si  c≠≠≠≠0 , para que no haya puntos críticos finitos

debe ser  m=0 . La poligonal nos da sólo una

variedad simple a cada lado, con lo que el punto

es un nodo y estamos de nuevo en el caso A .

cx   — — ny   , f
2 2

3
3

c≠≠≠≠ 0

5ii. Si  c=0 , la poligonal da diferentes posibilidades:
3ny

2P  = my   + dy + h
[rectas]

1

c = 0

5iia. Sea  m≠0 . P1=0  puede tener dos raíces reales,

ninguna o una doble. En el primer caso existen puntos

críticos finitos. Si no tiene ninguna, sean cuales sean

los signos de  m  y  n , volvemos a encontrar el caso A :

Si P1=0  tiene raíz doble podemos escribir:

 


 
x '  =  k+mxy+n y2

y' = my2        k,m,n≠0
y=0 →  x '=k

2
y [2mxy+k] , P  =myg

Si  kn>0 , todas las posibilidades dan otra vez A , pero si  kn<0  hay un tipo nuevo

esencialmente igual a P :

( m,k,n>0 )kn>0 ( m,n>0 , k<0 )kn<0
    

P

1
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5iib. Si  m=0, d≠0 , el sistema se puede poner (a debe ser cero):

 



 
x '  =  k+by+ny2

y '  =  dy         k,n,d≠0

Si  nk>0  sale otra vez A , pero

si  nk<0  aparece el caso Q.
y=0 →  x '=k

2y [dx – – y   ]
n 2

Q

1

5iic. Sea ahora  m=d=0 :

 



 
x '  =  k+ax+by+ny2

y '  =  h              n,h≠0

Si  a=0  la poligonal da de nuevo

el caso A . Pero si  a≠0  teniendo

en cuenta todas las posibilidades

se obtiene esencialmente un

nuevo caso  R :

hx — — y 
n
3

3

a = 0

x '= ax+…

y [ax+ny   ], P  = hg
2

a≠≠≠≠ 0

  
R

1

  6    Falta considerar la posibilidad   ⊗⊗⊗⊗ ≡≡≡≡ 0  .

Vamos a trabajar análogamente a como hacíamos en el capítulo 5 para  ∆≡0 , aunque no

hayamos tratado este caso en este capítulo (no sería difícil). Los resultados que obtendremos

se podrían justificar con un número suficiente de cambios de variable.

Si  ⊗≡ 0 , el sistema es de la forma:

{  
x '  =  k+ax+by+x[ lx+my]
y '  =  h+cx+dy+y[ lx+my]

Si  c≠0 , para que no haya puntos finitos debe ser  m=0  (y el sistema no sería propiamente

cuadrático). Así que  c=0 . El polinomio restante  h+dy+my2  no puede tener raíces distintas (de

nuevo habría puntos finitos). Las demás posibilidades se pueden escribir:

 


 
x '  =  k+ax+by+mxy
y'  =  h+my2        h,m>0

 


 
x '  =  k+mxy
y'  =  my2     m≠0

Como  A2(1,C)=Cm  [ B2(0,1)=m ]  existe para todo C [incluido ∞] una

variedad que llega al infinito con pendiente  C  ( orientada por  x '=Cmx2 )

excepto, tal vez, para  C=0 . Para ver lo que ocurre en ese punto

problemático acudimos, como siempre, a la poligonal.
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Para el primer sistema:

 P  = x [h+my   ]1
2

( m<0 )

S

Para el segundo:

  

 y [ k+2mxy ]

T

y=0 →  x '=k ( k,m<0 )

  7    Aunque sean poco cuadráticos analizamos también:

{  
x '  =  k+ax+by
y'  =  h+cx+dy

Como  Σ i = 1 , si el sistema ha de ser cordal debe existir algún punto en el infinito, con lo que

⊗= 0  debe tener alguna raíz y podemos suponer  c=0 . Además, para que no haya puntos

finitos debe cumplirse  ad=bc=0:

{  
x '  =  k+ax+by
y'  =  h+dy  

⊗ = y [ –by + (d–a)x ]

Si  ⊗= 0  tiene dos raíces distintas un punto

deber ser un nodo y el otro silla-nodo (U) :

Si  ⊗= 0  tiene la raíz doble  y=0 aparece el

último caso V:

{  
x '  =  k+by
y'  =  h  

b,h≠0

Por último, si   ⊗≡ 0   →  b=d=a=0   y queda el

caso A de siempre.

U

hx – – y 
b
2

2

V
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Ejemplos 10. Analicemos para acabar un sistema homogéneo que, para ciertos valores del

parámetro  r , posee centro o foco degenerado y que, perturbado adecuadamente, presentará

bifurcaciones de Hopf no lineales que darán lugar al nacimiento de ciclos límite:

[H]   
x ' = –xy2–y3     
y ' = 4x3+ rx2y+5xy2+y3  

Con la notación y los resultados de los capítulos 3 y 4 se tiene:

P4(z) = z4+2z3+5z2+rz+4 ,  Q=–28 , V2=–2(r–4)(9r–22) ,  D4  = –(27 r +284)(r–8)(r–4)2

P4  tiene 4 raíces complejas si   –284/27 < r <8   y 2 reales y 2 complejas para los demás  r .

En el primer caso, tenemos centro o foco del sistema homogéneo dependiendo del signo:

sg[I] = sg∫ ∞

–∞
 
2z2+10z+r

P4(z)  dz  =  sg[Z3] sg[Z3–r]

siendo  Z3  la menor de las raíces de   P3(Z) = Z3 – 5Z2 + (2r–16)Z + 64–r2 .

Una condición necesaria para la anulación de  I  es que se cumpla:

I0 = –8(r+8)(r+4)(r–4)(r–8) = 0

Para  r=8  hay raíces reales (una doble). Los otros tres valores de  r  corresponden a casos de

4.2 en los que era posible calcular explícitamente la   I . Utilizando aquellos resultados

r = –8  → NL=0, KL<0   → √ Ψ = 3√17 Z3 = 
1
2 [5–3√17 ]    I = 

π

√ 6
 [1– 

7

√17
 ]√√17–1

r = –4  →  M=0, K<0   → √ σ = 2√ 2 Z3 = –4   I = 0

r = 4     → F=M=0, K>0  →  √ Ω = 7 , √ ω = 7 Z3 = –3 ,  I = 
12π

7√ 7

El origen es un centro si  r=–4  y como ese

es el único valor para el que I se anula

deducimos que es un foco estable o

inestable según  r  esté en los intervalos

(–284/27,–4)  o  (–4,8) , respectivamente.

[dibujando la curva  P3(z)=0  de la

derecha y  viendo el signo de  Z3–r

llegamos a la misma conclusión]
 

2 4 8
–4–10.5

5
4

–3

–4

–8

Z3

r

Veamos ahora los casos con z reales, asociados al "autovalor"   λ = –z2(z+1) →  sg[λ]=–sg[z+1] .

Comencemos con los de  z doble:

si   r = – 
284
27    →   P4(z) = (z– 

2
3 )2(z2+ 

10
3  z+9)  →  dos complejas y   zd = 

2
3    con   λ = – 

20
27

si   r =8  →   P4(z) = (z+1)2(z2+ 4)  →  dos complejas y   zd = –1   con   λ = 0

Posee [H], por tanto, una recta de puntos críticos [esta situación complicada la anunciaría el

cálculo de los  A = r2(r–8)  y  B = (r2+8r–16)(r–8)  de 4.6]. Si queremos su estructura:

x '=– y 2 ( x + y )        
y '= (4x2+4xy+y2)(x+y)

   →   
x '=– y 2       
y '=4x2+4xy+y2   → P3(z) = (z+1)(z2+ 4) ,  z=–1 , λ=–1

   Analizado este segundo sistema lo está el homogéneo inicial.



173

  

4

8

12

-1 12/3

Para los otros casos situamos las z reales

con las gráficas de   z4+2z3+5z2+4  y  –rz  .

si  r<– 
284
27   , las dos z son positivas:

    z1,z2>0  →   λ1,λ2<0 .

si  r>8 , las z reales cumplen:

z1<–1<z2<0  →   λ1<0, λ2>0 .

[Las raíces de P4(z) evolucionan con r

como indica el dibujo de la derecha] –1 2/3

1

2

r=–10

r=–10

r=2

r=2

r=4

r=8

r=8

[Podríamos haber localizado estos z utilizando el método de Sturm de 3.5. Construyendo la

secuencia de polinomios allí definida y sustituyendo en  –∞, –1, 0 e ∞  se tiene:

–∞ + – – (r–4)(9r–22) D4
–1 8–r r–8 r–4 (r–4)(r–8) D4
0 + r r–32 (r –4)(3r–124) D4
∞ + + – –(r–4)(9r–22) D4

se obtienen, respectivamente, para   r<– 
284
27    y  para  r>8 las siguientes secuencias de signos:

–∞ +   –   –   +   – –∞ +   –   –   +   –
–1 +   –   –   +   – –1 –   +   +   +   –
0 +   –   –   +   – 0 +   +   ±   ±   –
∞ +   +   –   –   – ∞ +   +   –   –   –

También podríamos hallar los  λ  reales a partir de la ecuación de autovalores:

P4(λ) = λ4 – (3r–16)λ3 + (3r2–21r+56)λ2 – (r–8)(r2+4r–24)λ + 16(8–r)   ]

Hemos concluido, pues, el análisis de [H], que, por ser homogéneo, es global:

  

–284/27<r<–4 r=–4

–4<r<8 r=8 r>8

r=–284/27r<–284/27

Si perturbamos [H] con términos de mayor orden, la estructura del origen se mantiene

excepto en los casos  r=–4  y  r=8 , en que hay que proseguir el análisis. Lo mismo sucede con

el infinito si añadimos términos de grado 2 o menor. Se ve que el origen de [H], único punto

crítico finito, es asintóticamente estable para  r<–4  (o sea, el infinito es repulsor si  r<–4 ).

Comencemos añadiendo un término de orden  5 :
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 x ' = –xy2–y3

y' = 4x3+ rx2y+5xy2+y3 – y 5   

Además de  (0,0)  para todo  r  tiene los puntos críticos  (√r–8 ,–√r–8 ) , (–√r–8 ,√r–8 )  si  r>8 ,

que son focos estables si  r∈ (8,17/2)  o  nodos estables si   r≥17/2  [  λ2+4(r–8)2λ+2(r–8)3 = 0  ].

Para  r=–4 , vamos a probar que el origen es un foco estable utilizando las técnicas y notaciones

de 4.5 . En aquella sección vimos que si  I=0  la estabilidad venía dada por el signo de:

J  = ∫∞

–∞
  

Q8E

P5/2 dz  ,  con   Q8 = –z8–z7  ,  P = z4+2z3+5z2–4 z+4  y  E = exp[ ∫z

0
 
z2+5z–2

P   ]

Para reducir el integrando utilizamos que:

Q8E

P5/2  – 
d
dz [ 

E
P3/2 (z5+ 

3
2 z4+5z3– 

11
4  z2+ 

38
5  z– 

154
15  )] = 

E
15P5/2 (160–1210z–1727z2)

En este caso para determinar el signo de  J  basta eliminar el coeficiente en  z utilizando:

0 = [ 
E

P3/2 ( 14 z6+z5+ 
7
2 z4+ 

10
3  z3+ 

55
12 z2– 

71
15 z+ 

443
45  )] ∞

–∞
  =  

8
45  ∫∞

–∞
  

E
P5/2 (110–335z–178z2)dz

Así pues:

J = 
1
15  ∫∞

–∞
  

E

P5/2 (160–1210z–1727z2)dz  = – 
1

335  ∫∞

–∞
  

E

P5/2 (5300+24211z2)dz < 0

y por tanto el origen es estable. Si las ideas de 4.5 no hubiesen resuelto el problema habríamos

tenido que evaluar la integral. Para hacerlo podríamos utilizar que, al estar  P  en uno de los

casos factorizables del capítulo 4, se puede dar una expresión explícita (aunque complicada)

de  E . Usando los resultados de allí y tras una serie de simplificaciones se llega a que:

P = 
P+P–

16   , con  P+ = (2z+1+K)2+(K+1)2(K2–1)  ,  P– = (2z+1–K)2+(K–1)2(K2–1)  y  K = √1+√33
2

Una primitiva de   [z2+5z–2] / P  (no la que se anula en 0) se puede comprobar que es:

E1 = 
K
44  [ √ 2 (3K2–7) arc tan 

4√ 2(2z+1–K2)

K[(2z+1)2+9–2K2]
  +  (K2+5) [2ln(P–/4)–ln(P)] ]

Así, las únicas integrales que deben evaluarse para obtener un valor aproximado de la  J

cuando  r=–4  en otro sistema con cualquier perturbación no homogénea de orden  5  serían:

J0 = ∫ ∞

–∞
 exp[E1– 

5
2 ln(P)] dz      y     J2 =  ∫∞

–∞
 z2 exp[E1– 

5
2 ln(P)] dz

[haciéndolo numéricamente resulta ser   J0≈0.01586 ,  J2≈0.00516 ]

Si  r=8 , haciendo  z=x+y  para llevar el problema a  z=0  el sistema se convierte en

 



 
x ' = –z(z–x)2  
z ' = 4xz2–(z–x)5

  →  xB–zA = z2[4x2+(z–x)2]

El origen será entonces un centro o un foco de los complicados.

Como hay un foco inestable si  –4<r<8 , es de esperar que lo siga

habiendo para  r=8 . Numéricamente parece ser eso lo que sucede.

2

4

2 6

x  +6z  =04 2
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Analicemos ahora el infinito:

⊗  = –xy5 ;  x=0 →  y '=–y5+…

Para y=0 es necesario acudir a la poligonal.

El infinito resulta ser repulsor para todo valor de  r

[lo que concuerda con la estabilidad del

origen para  r=–4 : el infinito "empuja" las

órbitas del centro homogéneo].

5
4

1 4

y= – 
1
x  + … →  x '= 

1
x3  + …

y=41/5x3/5+… →
 x '=–42/5x11/5+…

 

Para  r≤–4  el origen será entonces globalmente asintóticamente estable. Al inestabilizarse el

foco de (0,0) aparecerá un ciclo límite cuando sea  –4<r≤8 . Integrando numéricamente se

comprueban las afirmaciones anteriores:

   

A partir de  r=8  la integración numérica muestra el nacimiento de un segundo ciclo límite

(inestable en este caso) que incluye en su interior los focos estables y el punto silla del origen.

Los dos ciclos límites colapsan para un valor próximo a  r=8.2 :
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Añadimos ahora a [H] unos términos lineales tipo centro:

 
x '  =  – y –xy2–y3     
y '  =  x + 4x3+rx2y+5xy2+y3 

El origen de este sistema es un foco estable para  r<–2  y uno inestable para  r≥–2 , puesto que,

para esos valores,  x ' = y +xy2+y3  ,  y ' = –x – 4x3–rx2y–5xy2–y3   tiene  un foco del tipo opuesto

[al ser   I3=–r–2  ,  I5=9(3r+4)  →  I5<0  si  r=–2 ].

Los otros puntos críticos finitos son los  (x,y)  de la curva  x=–y–1/y  para los que se cumpla

(r–8)y6+2(r–9)y4+(r–13)y2–4

que sólo tiene raíces reales (dos) si  r>8 . Entonces el determinante de la aproximación lineal :

y–2 [–3(r–8)y6–2(r–9)y4+(r–13)y2–12] = y–2 [(r–9)y4+(r–13)y2–6]

es, como se puede ver, negativo. Así esos puntos son siempre una pareja de sillas.

Como sabemos, el infinito es repulsor para  r<–4  y atractor si  –4<r<8 . Tenemos entonces que

todas las órbitas tienden hacia el origen si  r<–4 , todas se van al infinito si –2≤r<8  y está

garantizada la existencia de ciclos límite (inestables) cuando sea  –4<r<–2 . Estos ciclos límite

se bifurcan del infinito cuando  r=–4  y su amplitud va decreciendo con  r  hasta desaparecer en

el origen para  r=–2 . Para  r=–4  el infinito (centro en la aproximación homogénea) parece que

debe ser todavía repulsor. Lo podemos comprobar hallando la  J*  definida en 6.2:

J*  = ∫∞

–∞
  

Q*4E*

P3/2  dz  ,  con   Q*4 = z4+4z3–5z2+4 z  y  E* = exp[ –∫z

0
 
z2+5z–2

P   ]

Reduciendo  J*  por los caminos habituales acaba en la expresión:

J*  = 2∫ ∞

–∞
  

E*

P3/2 R2dz   ,   con  R2 = 4–3z–7z2 = 2(z+1)(4–7z)

El integrando no tiene signo definido ni nos basta para hallar el signo de  J*  utilizar que:

 ∫∞

–∞
  

E*
P3/2 (z2–2z)dz  =  0

pues  –1<0<7/4<2 . No basta tampoco considerar denominadores  P5/2 ,  ni  P7/2 .

Hallemos integrales numéricamente. Con el ordenador y la expresión dada de  E1 se tiene:

J*0 = ∫ ∞

–∞
 exp[–E1]P–3/2dz ≈ 0.580     ,    J*2 =  ∫∞

–∞
 z2exp[–E1]P–3/2dz ≈ 0.251

Y por tanto:

J*  = ∫∞

–∞
  

E*

P3/2 (8–17z2)dz = 8J*0–17J*2 ≈ 0.37 > 0

Nos restaría el análisis el del infinito cuando  r=8 :

  z=x+y   →   
 



 
x ' = –z(z–x)2  
z ' = 4xz2–(z–x)5

  →   ⊗  = z2[4x2+(z–x)2]

Es un centro o foco complicado (probablemente repulsor).    

2

4

2+4z  =02

b/a=–4    [0,1]∉
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8. Conclusiones.

Se ha mostrado en la memoria que el análisis de la estructura local del origen de un sistema

autónomo analítico plano o la estructura del infinito de uno polinomial se puede llevar a cabo,

con los métodos presentados, de forma mucho más organizada y con muchos menos cálculos

que con otros métodos ya conocidos. Además se han obtenido resultados nuevos sobre un

tema abierto sobre el que existían pocos trabajos anteriores: la distinción entre centros y focos

degenerados.

Consideramos que nuestra mayor aportación es la utilización sistemática de la poligonal de

Newton para localizar y orientar las variedades que pasan por el origen o que llegan al infinito

(teoremas de las secciones 5.2 y 6.3). En estos teoremas se simplifica además radicalmente la

forma de precisar la estructura de las órbitas entre dos variedades consecutivas: basta hallar el

signo de un polinomio (basado en los términos homogéneos de menor orden para el origen y

de mayor orden para el infinito) o, excepcionalmente, el de algún otro más (en los casos que se

han descrito). Y en dichos teoremas se incluye la posibilidad de la presencia de variedades

similares a las centro que no está recogida en otros resultados. Con estos teoremas se puede,

en general, precisar la estructura del origen o del infinito sin realizar ningún cambio de variable (a

diferencia del camino habitual). Con ellos, se simplificarían notablemente los análisis de puntos

degenerados que se realizan incluso en las referencias más recientes, como ponen de

manifiesto los abundantes ejemplos analizados.

 Se han sugerido también formas de abordar, sin necesidad de realizar blow-ups (que en

alguna ocasión acabarán siendo necesarios), las situaciones excepcionales para las que los

teoremas anteriores no bastan (sección 5.4): lo que podríamos llamar 'vector propio múltiple'

(rama múltiple asociada a un segmento de la poligonal) con el 'autovalor' correspondiente cero,

el caso en que se anula idénticamente alguno de los polinomios asociados a la poligonal y el

caso en que no existen variedades que lleguen al origen, es decir, si hay un centro o un foco.

Un caso particular de estos teoremas son los demostrados previamente en el capítulo 3,

que permiten organizar de forma directa y práctica el estudio de las perturbaciones de los más

conocidos sistemas homogéneos, incluyendo los casos con 'variedades centro' (rectas de

puntos críticos del sistema homogéneo). En ellos queda precisado cuando son innecesarios

los blow-ups (o la utilización de la poligonal) para concluir el análisis del origen. En la sección 6.2

se ha visto que el problema análogo para el infinito es exactamente igual de (poco) complicado y

que, en general, tampoco será necesario hacer ningún cambio de variable. Creemos, además,

interesante la visión de estos sistemas de una forma similar a los lineales: con su 'aproximación

homogénea', sus 'vectores propios' y su ecuación de 'autovalores'.

Se ha explotado esta visión en los trabajos de las secciones 3.4 y 3.6 para los sistemas que

comienzan con términos homogéneos de orden dos y tres, tras obtener formas simplificadas de

caracterizar y calcular las raíces de los polinomios de tercer y cuarto grado.
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Otra serie de resultados se refieren al caso de que no existan variedades que lleguen al

origen, es decir, si se trata de un centro o un foco (capítulo 4). Por una parte se han presentado

simplificaciones para el cálculo de los valores focales para los centros lineales perturbados. Por

otra, se ha trabajado en el tema cuando la aproximación homogénea es de tercer orden. Se ha

caracterizado entonces cuándo el sistema no posee variedades que lleguen al origen, se ha

obtenido una condición algebraica necesaria (totalmente general) para la existencia de centros

en esa situación y se ha dado una lista de casos en que es calculable la integral que da la

estabilidad del foco. También se ha visto, tanto cerca del origen como del infinito (sección 6.2),

cómo reducir las complicadas integrales que informan sobre la estabilidad en el caso de que la

aproximación homogénea tenga un centro, reducciones que pueden bastar para garantizar

algebraicamente que se ha convertido en un foco. Se ha obtenido también algún resultado

sobre los centros y focos cuya detección exige la poligonal y para los que no son posibles los

desarrollos del capítulo 4: cuando la poligonal se reduce a un segmento su análisis se traslada

fácilmente al de uno o dos problemas homogéneos (sección 5.4).

Han quedado, desde luego, varios temas abiertos en los que se podría profundizar. En

concreto, se podrían atacar algunos de los casos en que la poligonal no decide, como los

centros o focos asociados a poligonales con más de un segmento. También podría ser útil el

empleo sistemático de series en la ecuación de las órbitas. Otra línea de trabajo sería la mejora

de los resultados dados sobre perturbaciones de centros homogéneos y el estudio de los de

orden mayor que tres. Un tema en el que se podría avanzar es el de la estabilidad del origen en

la línea de las ideas que se esbozan en la sección 3.7. Ya que se dispone de instrumentos

adecuados, sería productivo abordar la clasificación de diversas clases de sistemas polinomiales

para los que el problema estuviese abierto…

Otro amplio campo en el que se podrían aplicar estos resultados sería el estudio de las

bifurcaciones de sistemas planos. Un camino podría ser la utilización del hecho de que en los

términos del sistema que proporcionan puntos sobre la poligonal (interior o exterior) reside casi

siempre toda la información sobre la estructura del origen y del infinito. Y otra posibilidad sería la

búsqueda de resultados sobre la 'bifurcación de Hopf no lineal' aparecida en varios ejemplos.


