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1. Introduccion.

El objetivo principal de este trabajo es presentar un método practico y sistemético, basado
en técnicas mucho mas directas que otras ya conocidas, para analizar la estructura de las érbitas,
cerca del origen y del infinito, del sistema autbnomo analitico plano:

x' = f(x,y)
15] {y' = g(x,y)

Desde que hacia 1900 comenzaron Poincaré [1], Lyapunov [2], Bendixon [3], Dulac [4]...
a tratar estos sistemas, mucho se ha escrito sobre ellos. El propio Poincaré clasificaba ya sus
puntos criticos elementales (nodos, sillas, focos, centros) y Bendixon estudiaba aquellos con
un autovalor cero (nodos, sillas, silla-nodos). Forster [5] trataba el caso en que los desarrollos de
f y g comienzan por polinomios homogéneos del mismo grado sin raices comunes. Aparecen
mas aportaciones en conocidos libros de los afios sesenta como los de Nemytskii-Stepanov [6],
Lefschetz [7] o Andronov-Leontovich-Gordon-Maier [8] (edicién rusa del 66).

Un resultado basico en el estudio de puntos criticos es el hecho de que, mediante
cambios de variable ('blow-ups'), el andlisis de un punto no elemental de un sistema analitico
(que no sea centro o foco) se reduce al de otros en que, como mucho, uno de los autovalores
de su aproximacion lineal es cero. La prueba de esta afirmacion (exigiendo a [S] algo menos que
la analiticidad) se encuentra en el articulo de Dumortier de 1977 ("Singularities of vector fields
on the plane" [9]). Este resultado, en teoria, cierra el problema. Pero la via habitual de estudiar
los puntos criticos degenerados utilizando exclusivamente los blow-ups exige realizar
excesivos calculos y no existe ain una teoria practica sobre el tema.

A lo largo de los anos han seguido apareciendo trabajos que proponian métodos mas
rapidos que los anteriores para llevar a cabo el andlisis de puntos criticos (éste es uno de ellos).
Por ejemplo, en el libro "Local methods in nonlinear differential equations" [11] (1979, en ruso),
Bruno defiende las ventajas de su algoritmo basado en la utilizacion de formas normales y en la
poligonal de Newton (que nosotros también emplearemos de forma mas directa). Sus ideas son
citadas como las mas préacticas por Arnold e ll'Yashenko en [10]. Aplicando las técnicas que
expondremos al estudio de los ejemplos de Bruno de las paginas 143-151, se comprueba
claramente que las suyas exigen muchos mas calculos (lo que puede dar lugar a errores, como
de hecho sucede con el de la pagina 149).

El mapa de fases cerca de un punto critico elemental, que no sea centro o foco, queda
fijado si hallamos las variedades que llegan al origen (es decir, si hallamos los vectores propios
de la aproximacion lineal) y fijamos el flujo sobre ellas (con el signo del autovalor asociado). Esta
es la idea que presidira los métodos aqui presentados: determinaremos (a partir de los términos
homogéneos de menor orden o utilizando la poligonal) la forma de las 6rbitas que pasan por el
origen (si las hay) y las orientaremos. Con poco trabajo mas veremos si el sector comprendido
entre dos de esas 6rbitas consecutivas es parabdlico, eliptico o hiperbélico que son, como es
sabido, las Unicas posibilidades ([6], [7], [8]). Con ello quedara determinada, sin hacer cambios
de variable y salvo en las excepciones que detallaremos, la estructura local del punto.



Si no existen variedades que lleguen al origen, la cuestion (bastante mas complicada y que
todavia plantea problemas abiertos) sera discutir si dicho punto es un centro o un foco (en los
sistemas analiticos no se acumulan los ciclos limites ([4]) y no pueden existir los centro-focos). A
esta discusion se dedican otros de los resultados originales que hemos obtenido.

El capitulo 2 contiene un repaso de los puntos con un autovalor no nulo (su signo da el
flujo sobre la variedad estable o inestable asociada) y otro cero (asociado a la 'variedad centro').
La estructura local queda determinada aqui también por el flujo sobre las variedades (para fijarlo
sobre la centro hay que hallar términos de su desarrollo de Taylor). Presentamos los resultados
sin suponer que la parte lineal esté en forma de Jordan para simplificar los calculos habituales.

El capitulo 3 muestra que considerar la 'aproximacion homogénea' para un sistema que
comienza por términos homogéneos de orden n=2 es casi tan sencillo como considerarla para
n=1 (la aproximacion lineal). Bastara hallar unos 'vectores propios', obtener unos 'autovalores' a
partir de ellos y determinar el signo de un polinomio. Como en el caso lineal, nuestros 'vectores
propios' daran las rectas invariantes de la aproximacion homogénea y los 'autovalores' fijaran el
flujo sobre ellas. Aunque se han tratado ampliamente en la literatura los sistemas homogéneos y
sus perturbaciones, aportamos aqui esta vision novedosa en lenguaje lineal, organizamos de
forma practica los calculos e incluimos la posibilidad no recogida en trabajos anteriores de que
existan 'autovalores cero simples' (asociados a variedades regulares tipo centro). Para probar los
teoremas se hara explotar el origen en puntos sencillos con los clasicos blow-ups para el
estudio de puntos degenerados: el cambio a polares o, mejor, el cambio x=x; y=xv . Pero, una
vez demostrados, sélo en casos excepcionales seran necesarios los cambios para analizar el
origen (el capitulo 5 los hara innecesarios incluso en algunos de estos casos).

La secciones posteriores del capitulo estudian las aproximaciones homogéneas para n=2
y n=3, utilizando las respectivas 'ecuaciones de autovalores' y simplificando el problema de
precisar cuando hay valores propios multiples con autovalor cero, que es uno de los casos en
que no bastan las técnicas mostradas para analizar el punto. Previamente se deducen formas,
adecuadas a nuestros intereses, de calcular las raices polinomios de tercer o cuarto grado, se
caracteriza cuando son simples o multiples y cuantas son reales y cuantas complejas. Concluye
el capitulo con unas breves ideas, basadas en estos resultados, sobre la estabilidad del origen.

El capitulo 3 no aborda el caso de que todos los autovalores sean complejos. Entonces no
hay variedades que lleguen al origen y el punto es centro o foco. A este problema se dedica el
capitulo 4. La situacion vuelve a ser similar al caso n=1 : si la aproximacion homogénea posee
un foco, el sistema completo también (con la misma estabilidad); si un centro, puede convertirse
en un foco al ahadir términos de mayor orden. Pero si n>1 e impar (si es par siempre hay orbitas
pasando por el origen) la distincion entre centro y foco de la aproximacion homogénea no es tan
simple como el signo de la parte real de un autovalor: la da el signo de una integral | de un
cociente de polinomios (si 1 =0 hay un centro). Hallar el signo de | analiticamente es ya dificil
incluso si n=3, y no existe casi ningun resultado general sobre el tema.

Para atacar este problema escribiremos | en términos de las raices de polinomios de tercer
orden, la expresaremos en términos de los coeficientes del sistema en diversos casos y
deduciremos una condicién polinbmica necesaria (aunque no suficiente) para su anulacién.
Esto nos permitira analizar varios ejemplos de distincion entre centros y focos homogéneos,
mas generales que los que ilustran otros trabajos.



Mas complicado es ver en qué se convierte un centro. Primero repasamos el problema para
n=1, simplificando los calculos clasicos de los valores focales o constantes de Lyapunov. Se
aborda después el problema (mucho mas dificil y menos tratado) para n=3 . Reduciendo las
complicadas integrales que dan la estabilidad para n=3 conseguimos, en ocasiones, dar un
signo definido al integrando y probar algebraicamente que el centro se ha convertido en foco.

Analizamos en el capitulo 5 el caso de autovalor cero multiple usando como herramienta
fundamental la poligonal de Newton que, aunque se ha utilizado (de forma menos practica que
la aqui propuesta) por varios autores (Bruno, Berezowskaya, Brunella-Miari,...), es ignorada,
desafortunadamente, en casi todas las referencias recientes. Veremos que para completar el
andlisis homogéneo bastara, una vez mas, hallar y orientar las érbitas que pasan por el origen (y
como mucho fijar el signo de algun polinomio mas). Hallar esas 6rbitas (si entran con pendiente
horizontal o vertical) se puede hacer de forma sencilla: determinando, a partir de la poligonal, las
ramas de una curva algebraica. Probaremos que las ramas asociadas a los segmentos de la
poligonal (y tal vez otras asociadas a los vértices) dan todas las variedades buscadas. El origen
quedara determinado con el flujo sobre ellas y el signo de uno o mas polinomios. Este resultado
generaliza los del capitulo 3: alli la poligonal se reduce a un segmento de pendiente —1 vy las
ramas son las rectas invariantes ya citadas. Los términos del sistema que dan puntos sobre la
poligonal son casi siempre los Unicos necesarios para fijar la estructura del origen. Constituyen,
aun més que la aproximacion homogénea, la mejor generalizacion de la aproximacion lineal
elemental. Los teoremas son de demostracion larga y exigiran la realizacion de sucesivos blow-
ups, pero una vez probados seran, en general, innecesarios los cambios. S6lo quedaran por
analizar, ademas de los centros y focos no abordables con el capitulo 4 (que si sabremos tratar
si la poligonal se reduce a un segmento), unas situaciones muy excepcionales. Se daran ideas
de coOmo atacarlas también sin cambios de variable. Se estudiaran a lo largo del capitulo varios
sistemas concretos (algunos ya tratados con otras técnicas) para mostrar la bondad del método.

El capitulo 6 prueba que para el analisis del infinito de un sistema polinomial se puede
dar una teoria directa, dual y con el mismo grado de dificultad que la del origen (tampoco esta
idea ha sido aprovechada lo suficiente en la literatura). Tras presentar (de un modo mas directo
que el habitual) los cambios de variable que llevan puntos criticos del infinito a otros finitos se
van deduciendo resultados similares a los de los capitulos anteriores. De nuevo no habra que
hacer ninglin cambio, salvo excepciones, para determinar la estructura del infinito: bastara hallar
las variedades que lleguen al infinito, orientarlas y precisar el signo de algun polinomio. Para ello
en muchos casos basta considerar los términos homogéneos de mayor orden. También sera
muy parecida la forma de distinguir entre centros y focos en el infinito. Cuando los términos de
mayor orden no basten habra que acudir a la poligonal (en este caso a la que rodea por arriba a
los puntos del sistema, que no ha sido utilizada en este andlisis). Los resultados del capitulo,
unidos a los del origen, permiten analizar los sistemas polinomiales mucho mas ripidamente
gue con las técnicas habituales basadas en blow-ups que, aun hoy en dia, se utilizan. Esto se
comprueba en los ejemplos del final del capitulo. Gracias a la poligonal es facil construir sistemas
con propiedades deseadas (por ejemplo, sistemas con ciclos limites o atractores inestables) o
clasificar, con pocos célculos, sistemas que dependen de parametros. Trataremos también
ejemplos que presentan una especie de 'bifurcacion de Hopf no lineal'.



Para favorecer la lectura casi no se han introducido las referencias dentro del texto, como
es usual, sino en la introduccion de cada capitulo (al final se resumen todas en el capitulo 7).
En esas introducciones detallaremos dénde encontrar los resultados presentados sin prueba o
que hemos demostrado de forma distinta y citaremos los resultados parciales mejorados por
este trabajo. Un breve capitulo 8 final resume las principales aportaciones de esta memoria.

Digamos algo mas sobre la forma de presentar los resultados. Intentando hacer mas legible
el texto no hemos querido usar demasiado las palabras 'definicién’, 'teorema' o similares y por
eso muchas conclusiones apareceran entre los calculos, segun han sido deducidas. Aunque el
objetivo del trabajo es elaborar métodos generales, para hacerlos mas comprensibles hemos
tratado una gran cantidad de ejemplos (que tienen en muchos casos interés en si mismos).

Para la edicién, con el fin de controlar mejor la presentacién, se ha escrito el texto con el
Microsoft Word y sobre él se han pegado los dibujos hechos con el SuperPaint. Las érbitas
aproximadas proceden de un viejo programa de 78K: el DEGraph (sus curvas arrugadas sobre
ejes sin unidades pueden recordar que son soOlo aproximaciones numéricas). Para algunos
calculos no realizables a mano se ha utilizado el Maple. Gran parte de ellos se han hecho con un
lento Macintosh SE20 con 4 megas de memoria (es facil, pues, reproducir muchas cuentas).
Sélo en ocasiones se han tenido que utilizar ordenadores mas potentes (para alguna integral
numérica o para el manejo de alguno de los largos polinomios de los capitulos 3 6 4).

Referencias de esta introduccion
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2. Puntos criticos con un Unico autovalor cero.

Consideremos el sistema analitico

x' = ax + by + AP(x,y) + Ap+1(x,y) + ... = f(x,y) _(? b
° { y'=cx +dy + BP(xy) + Bp+1(x,y) +...=g(xy)’ M= (c d)

con AK y BX polinomios homogéneos de grado k=2, es decir:

« k o K k i i
AR (xy) = ank—j,k X Jyj ; Bi(xy) = .Eobk—j,k X y]
= 1=

Supongamos que el origen 0 es un punto critico aislado, que los autovalores de la matriz
M son Ay=0 y Aq=0 (es decir,que ab=cd y Ay=a+d=0)ysean vy y vy los vectores
propios respectivos. La estructura local de estos puntos es bien conocida y fue establecida ya
por Bendixson ([1]). Para determinarla basta, como en los puntos elementales con autovalores
reales, encontrar las variedades que llegan a 0 con pendiente definida y fijar el flujo local sobre
ellas. Simplemente es algo mas complicado que en los elementales estudiar las variedades
asociadas al autovalor 0 (variedades centro). En el siguiente teorema presentamos, como ya se
hizo en [6], una forma mas directa que la habitual de analizar estos puntos (sin suponer, a
diferencia de resultados anteriores, que la matriz M esté escrita en forma de Jordan):

Teorema 2.1

i) Existe una unica variedad (variedad estable o inestable) que llega
al origen siendo tangente a v ; el sentido del flujo local sobre esta variedad
queda determinado por el signo de A4 .

i) Existe al menos una variedad de clase C” asociada a A (variedad
centro) que llega al origen siendo tangente a v ; el flujo local sobre esta
variedad depende de los términos no lineales de [S] y se puede determinar
calculando algin término de su desarrollo en serie de Taylor a partir de la
ecuacion de las orbitas del sistema [S] [ dy/dx = g(x,y)/f(x,y) 1.

iii) La estructura de las o6rbitas de [S] en un entorno del origen queda
determinada por Aq y el flujo sobre la variedad centro, pudiendo tratarse de
un nodo (estable o inestable), de un punto silla o de un silla-nodo.

[Observemos que la variedad centro no tiene por qué ser Unica.
De hecho, salvo en el caso del punto silla, existen infinitas].
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Ejemplos de las tres posibles configuraciones citadas en el teorema nos los dan los tres
sencillos sistemas siguientes, para los que la expresion de sus érbitas es facilmente calculable:

x:=x2 ey =Ce 1 x:=x3 Ly =Ce 12 x:=_x3 Ly = el
y =Y y =Yy Y =Yy
'< >'< ’ />
silla-nodo nodo S|Ila

Como se observa, en el primero y segundo casos existen infinitas variedades centro, todas
ellas son C” y todas tienen la misma serie de Taylor, aunque, salvo la y=0 , ninguna sea
analitica. Para sistemas del tipo [S], en general, no dispondremos de una expresion explicita de
la variedad centro, pero siempre podremos (por ser la variedad infinitamente derivable) calcular
algun término de su desarrollo en serie de potencias (que podria converger sélo para x=0 ).
Esto bastara para determinar el flujo sobre ella y la estructura local de las oOrbitas.

Observemos también que las variedades asociadas a autovalores no nulos, en general, no
admiten estos desarrollos. Por ejemplo, el nodo elemental x'=x, y'= 2y—x2 tiene por orbitas

= [C—Ioglxl]x2 y todas las variedades que pasan por el origen siendo tangentes al eje x son
solamente C' en un entorno de x=0 . Pero la no regularidad estas variedades no dificulta el
analisis ya que el flujo sobre ellas viene dado por el signo del autovalor.

La justificacion de las afirmaciones hechas hasta ahora se deduce de la vasta bibliografia
existente sobre variedades centro (los libros [4], [5], [6], [8], [9], [10] y [11], por ejemplo) o de
resultados mas antiguos en los que se aborda directamente y por otros métodos el analisis de
este tipo de puntos (como el capitulo X de [2] y el IX de [3]). Usualmente, se supone que, tras
cambios de variable lineales, [S] tiene la matriz M escrita ya en forma de Jordan:

x'=P(x,y) (o 0
M=

, , d=0, P, Q de orden>1
y'=dy+Qxy) 0 d)

[Sd] {

Para estos sistemas se demuestra [ver, por ejemplo, el libro de Chow-Hale] que si P y Q son
de clase C¥ en un entorno U del origen existe una variedad centro local y=h(x) de clase cX
con h(0)=h'(0)=0 . Ademas, si d<0 , se prueba que la estabilidad del origen de [Sd] es la
misma que la de la solucién x=0 de la ecuacion escalar x'=P(x,h(x)) y se tiene que dentro de U
todas las soluciones se acercan exponencialmente a las soluciones sobre la variedad centro. Si
d>0 , basta cambiar el sentido de las orbitas. La caracterizacion de la pagina anterior es una
forma simplificada de presentar los resultados referidos, de forma mas préactica para los célculos
concretos (es un rodeo innecesario poner M en forma de Jordan).

llustremos el método propuesto de andlisis de puntos con un A=0 con un par de ejemplos:
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X' = x—y—xy—x3

1 1
Ejemplo 1. En este caso Ap=0, Vv =( ) M=2,V =( )
jemp {y.:_x+y+3y2 0 0=\ 1 1 1=\

Existe variedad inestable tangente a v, . Para ver el flujo sobre la variedad centro ( tangente a
V() probamos soluciones de la forma y = x+02x2+. .. en la ecuacién diferencial de las érbitas:

[x—y—xy—x3] % =—x+y+3y2 -

2 2

[x—x—czxz—...—x —...+x3] [ 14+2CoX+... | = =X+X+CoX 43

Portanto, —Co—-1=—Co+3 — GCp=-2
La variedad centro es de laforma y = x—2x2+O(x3) .

Llevando esta expresion a la primera ecuacion del sistema obtenemos

x'= x—x+2x2—x2+0(x3) = x2+O(x3)

con lo que la variedad centro se recorre hacia la derecha a ambos lados
del origen y se trata de un silla-nodo.

Para determinar el flujo en la variedad centro, en ocasiones necesitaremos varios términos de su
desarrollo (y en otras nos bastara con el término lineal que se deduce de v4 ) como en:

' 3 2
. X' = xy—x"+xy (1) (O)
Ejemplo 2. =0, vpo= , M=—1, v4= .
jemp { y' = —y+x2 h=0. vo=\o) - M 1=\ 1
Probamos y = sz2+03x3+... en la ecuacion de las oOrbitas: \j v
[ C2X3+03X4+C4X5+...—X3+022X5+... 11 202x+3c3x2+... 1=

= —c2x2—03x3—...+x2 —  Co=1.

Esto no basta, puesde y= x2+O(x3) s6lo deducimos x'= O(x4) .
Necesitamos calcular también c3=0, c4=0 (y ningun término mas).

Ahora y = x2+O(x5) — X'= x5+O(x4) , y el origen es un punto silla.

Volvamos al sistema general [S]. Sea d=0 (en caso contrario cambiariamos los papeles de x
e y ). Como el vector propio asociado a Agp=0 es (1,—c/d) probamos series de la forma

=—Sx+ P+ -
y=—4 pX e

[bcpxp+Ap(x,—§x+ L)+ [—§x+ o] =dcpxp+Bp(x,—§x+...)+... -

(1 y=h( = —gx + g [ AP~ §) + aBP(1- ) [P+ O6)

1

@ X'= aia

[ dAP(1-5) - bBP(1,- ) | ¥+ O(P*) )

y, por tanto, si el corchete no se anula basta para determinar la estructura del origen.
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Tratemos ahora el caso particular en que el sistema tenga la forma [Sd]. Si todos los bgp=0
la variedad centro es y=0 (sobre dicho eje es y'=0). En caso contrario, supongamos que el
primer bko que no se anula es byg . Entonces es facil comprobar que Co=...=CcN_1=0 y
den+bp =0, y por tanto la variedad centro es simplemente de la forma

b
y= —%xN + O(XN+1) , N=p
[Observemos que, en general, no son los términos no lineales de menor orden los que mas
influyen en la forma de la variedad o en la estructura del origen de [Sq] (por ejemplo, influyen
mas que bgo el bgg enlaformay el agy enla estructura). Esto no contradice (1) y (2); de alli:

h(x) = —1bpoxp+0(xp+1) oy si N>p 5 x'=a,xP+ 0P 1.

d po

Los sistemas con a=b=c=0 permiten, ademas, determinar su estructura mediante calculos
mas sencillos [método de Lyapunov-Schmidt; ver [5], o [3] para un estudio similar mas directo].
Sea y =L(x) la funcién analitica con L(0)=L'(0)=0 definida en un entorno de 0 por la ecuacion
dy + Ap(x,y) + ... =0 (el teorema de la funcion implicita garantiza su existencia). Se demuestra
que entonces el flujo local sobre la variedad centro coincide con el de la ecuacién escalar
obtenida al sustituir la y por L(x) en la primera ecuacion: x'=P(x,L(x)) . También aqui bastara
hallar un namero finito de términos del desarrollo de L(x) para analizar cada ejemplo concreto.
El primer término de este desarrollo es, de nuevo, (—bpyo/d) N aunque L(x) y h(x) diferiran en
términos posteriores. Observemos que la ecuacion escalar para x' obtenida al sustituir y por
h(x) o L(x) no puede ser x'=0, ya que esto implicaria que y=h(x) e y=L(x) serian curvas de
puntos criticos y el origen no seria aislado.

Calculemos, utilizando ambos métodos descritos, algun término mas de los desarrollos en
un sistema de la forma [Sd], en el caso de que P y Q comiencen por términos de orden dos:

h(x) = 02x2+03x3+. .=

b bi1—2ag0)bs b b
he) =—2° X2 [( . aZO) 2 ﬂ]X3+[GT%O(szoa11+5320b11-6*'=‘202-b.'zoboz-b112)+

b b 4 5
+ o (bp1—2agg) + 3’ (b1-3az0) — 4~ | X" +0() —

ap1bpo+at1bgp + bao(apebao+at1b11—2a20a11) ] x* +000)

+[a4o— d a2

) 2 a1bp 1 .3
X' =appX +[3.30— d ]X

Los primeros términos de L(x) son (basta hacer todos los aj =0):

b b44b. b. bogbs+b11b b,
L(x) = — 20X2+ 11 20_ 30 3 b brnth 4 200217911030 _ Pdo X4+OX5
d (bogbo2 11 42
aqq1b. ap1bgp+aq{b bop(agabog+as1b
- x'=a20x2+[a30— 1:j 2°]x3+[a40— 21 20d 11050 Dao ozjg 11b11) 4 +00d)

que nos proporciona la misma estabilidad.
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3. Anadlisis de puntos 'poco degenerados'.

Consideremos en este capitulo el sistema analitico

f(x,y) = A"(x,y) + AP(x,y) + ...
g(x,y) = B"(x,y) + BP(x,y) + ...

S] { X
y

con p>n=1, donde AK y BX son polinomios homogéneos de grado k como en el capitulo
anterior y donde al menos uno de los A" o B" no es idénticamente nulo. En el capitulo vamos
a tratar [S] de forma similar a como se trata el caso lineal y por eso introduciremos nosotros unas
notaciones inspiradas en ese caso. Asi, diremos que su 'aproximacién homogénea' es el
sistema [H] obtenido considerando sélo los términos de menor orden:

1 n
[ X' = ANxy)
H { y'=B"(x,y)

Suponemos también que el origen 0 es un punto critico aislado de [S] (si hay una curva
de puntos criticos p(x,y)=0, con p factor comun de f y g, tras dividir ambos segundos
miembros por p tenemos un sistema (de estructura mas sencilla) con las mismas 6rbitas que
[S], salvo la desaparicion de puntos criticos y el posible cambio de sentido de parte de las
orbitas).

Los puntos 'poco degenerados' de este capitulo seran aquellos para los que bastaria
un unico cambio de variable a polares o la realizacién de un Gnico 'blow-up' x=x,y=xv (y tal vez
ademas uno x=yu; y=y ) para precisar su estructura. Es decir, aquellos para los que con s6lo
uno de estos cambios el origen queda descompuesto en varios de los conocidos puntos
elementales o con un Gnico autovalor cero (llamaremos puntos 'simples' a los que sean de uno
de estos dos tipos). Entonces sera inmediato caracterizar los sectores parabdlicos, hiperbélicos
o elipticos que rodean al punto.

Los cambios de variable citados fueron usados ya por Bendixon para precisar las posibles
direcciones de llegada al origen y hay trabajos en la linea de los de las dos primeras secciones
en variadas referencias, como [3] (que cita a Forster [1]), [4], [5], [7], [8], [9],[14] o [16].

Sin embargo no se ha observado hasta ahora que para estos puntos 'poco degenerados'
ni siquiera es preciso realizar explicitamente los cambios y que se puede emplear en su analisis
un algoritmo muy similar y, en teoria, no mucho mas complicado que el de los puntos simples:
en vez de resolver una ecuacién de segundo grado para hallar autovalores y autovectores,
bastara con hallar unos 'vectores propios' (las raices de un polinomio P de grado n+1
basado en la aproximacion homogénea), deducir de ellos unos 'autovalores' (el valor de otro
polinomio en esas raices), fijar el signo de P entre sus raices (para orientar una circunferencia)
y, tal vez, calcular algin término del desarrollo de una 'variedad centro', probando (como se
hizo en el capitulo 2) series en la ecuacion de las orbitas. Estas ideas se precisan en el teorema
béasico del capitulo: el teorema 3.2 de la pagina 19 (presentado en [13]).
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En los resultados previos sobre sistemas homogéneos y sus perturbaciones se supone
ademas que A y B no tienen factores comunes, es decir, que no hay rectas de puntos criticos
(es decir, en nuestros términos, 'autovalores cero'). El teorema 3.2 admite también esta
situacion (si el vector propio es simple): bastard entonces hallar términos de variedades 'centro.
[15] discute la presencia de factores comunes pero en sistemas propiamente homogéneos.

Otra analogia entre los puntos 'poco degenerados' y los elementales sera que si todos los
'autovalores' son no nulos la estructura local de [S] mantiene la estructura de su aproximacion
homogénea [H] (como ocurre con la aproximacion lineal). Este resultado (corolario inmediato del
teorema 3.2) se puede encontrar, con otras palabras, en [16].

Si para el caso lineal era facil analizar el punto excepto si los dos autovalores eran cero (0 si
eran imaginarios) aqui ocurrird algo parecido: solo seré insuficiente el teorema 3.2 cuando sea
P=0, cuando existan 'vectores propios multiples' asociados a un 'autovalor cero' o cuando sean
complejos todos los 'autovalores' (en este caso el origen sera un centro o un foco).

En las secciones 3.4y 3.6, explotando la descrita vision lineal (no utilizada hasta ahora) del
problema, estudiaremos con detalle las ecuaciones de autovalores y vectores propios
de los sistemas para los que A" y B" son de orden 2 y de orden 3, para caracterizar, de
forma sencilla y en términos de los coeficientes del sistema, cuando influyen en la estructura los
términos de mayor orden y cuando el teorema 3.2 no decide.

Por ejemplo, si n=2, para descubrir que hay 'autovalores cero' debemos en principio hallar
las raices reales de un polinomio de tercer grado y ver que anulan otro del mismo grado. Con la
ecuacion de autovalores el problema se reduce a ver que se anula su término independiente
(polinomio de orden 4 en los coeficientes del sistema). Mas simplificaremos, todavia, la cuestion
de precisar si hay 'vectores propios multiples' con 'autovalor cero'. En el caso n=3 la ecuacion
de autovalores proporcionara ademas una informacion directa sobre la estabilidad del origen.

Nuestros resultados sobre perturbaciones de sistemas homogéneos cuadraticos y cubicos
se pueden comparar con la variada literatura que estudia los sistemas homogéneos de esos
Ordenes: asi los cuadraticos son clasificados en [10], [11] o [12] y los cubicos en [14] (aunque,
como hemos dicho, nuestro objetivo es diferente: no buscamos una clasificacion sino precisar
de modo inmediato cuando hay rectas dobles de puntos criticos en esos sistemas).

Como los vectores propios son raices de un polinomio de grado n+1 Yy las dificultades
estan asociadas a raices multiples (o complejas), antes de tratar los sistemas de orden 2 y 3
vamos a precisar (en las secciones 3.3 y 3.5) cuando son multiples las raices (y como calcularlas)
de los polinomios de grados 3 y 4,y cuando todas ellas son complejas (en los de grado 4 ).
Algunas de las ideas que utilizaremos (raices, resultante, discriminante, método de Sturm...) se
han inspirado en los libros [2] y [6], pero aqui deduciremos muchos resultados que no estan en
ellos (expresiones compactas de discriminantes, caracterizacion del nUmero de raices reales y
complejas de los polinomios de grado 4 , métodos para su célculo adecuados a nuestros
objetivos,... ). No obstante, no seria extrafio que hayamos vuelto a 'descubrir' viejos resultados
sobre un tema tan clasico.

Las formas de abordar las situaciones no recogidas en este capitulo seran descritas en los
posteriores: los centros y focos se trataran en el 4 y los casos P=0 y autovalores cero multiples
en el 5. Conseguiremos en esos capitulos hacer innecesarios los cambios de variable también
en esos casos (salvo en situaciones cada vez mas excepcionales).
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3.1. Utilizando la expresion en polares

Comencemos con el cambio a polares: x =r cos6,y =rsend, (r,0)&(0,°)x (—n/2,3n/2].
Denotaremos para abreviar en esta seccion y la siguiente c=cos6, s=senf , AN=A y B"=B.
El sistema [S] se convierte en:

{ r' = r" [cA(c,s)+sB(c,s)] + ... = r"R(B) + ...
0' = 1"~ [cB(c,5)-sA(c,s)] + ' [cBP(c,s)-sAP(c,8)] + ... =" @) + P OP(0) + ...

Las orbitas de este sistema en =0 son las mismas que las de
(P {r'=r[cA(c,s)+sB(c,s)]+... =rR(0) + ...
0' = [cB(c,s)-sA(c,s)] + P " [cBP(c,s)-sAP(c,s)] + ... = 0(8) + P " @P(6) + ...

Los puntos criticos de [P] sobre r=0 vienen dados por

(1) cB(c,s) —sA(c,s) = ©(8) =0

polinomio homogéneo de grado n+1 en cos6 y senf.
Supondremos durante toda esta seccion que ©(6) no
es idénticamente nulo.

Podemos escribir (1) en la forma:

(2 B(1,tan0) —tan® A(1,tan0) =0

(teniendo en cuenta que si 6=n/2 y 6=3n/2 son raices de (1) no apareceran entre las raices
de (2) ). Esta ecuacion tiene a lo mas 2n+2 raices reales 6; agrupadas por parejas, ya que Si 6;
es raiz también lo es  Oj+x . Llamaremos 04,...,6¢ (con g=n+1) a las raices de (1) que se
encuentren en el intervalo (—n/2,n/2] . Observemos que, por ser el origen un punto critico
aislado, no existen méas puntos en el entorno del eje r=0 que los dados por (1). Como dicho eje
es una orbita de [P], las érbitas de r>0 que lleguen a él sélo pueden hacerlo a los puntos (0,6;)
anteriores. A cada 6rbita que llegue a uno de esos puntos se correspondera una Orbita de [S]
que llega al origen con pendiente tan6; y esas seran las Unicas posibles pendientes de las
Orbitas de [S] que lleguen a 0. En el caso de que no existiese ninguna raiz real de (1), ninguna
Orbita podria acercarse a 0 con pendiente definida y entonces 0 se trataria de un centro o de un
foco estable o inestable (dedicaremos el capitulo 4 a estudiar estas Ultimas posibilidades).
De forma equivalente, escribiendo (1) en cartesianas obtenemos la ecuacién mas sencilla

3) A(x,y) = xB(x,y)—yA(x,y) = 0

gue define alo mas n+1 rectas que pasan por el origen. Con todo lo anterior esta claro que,
si una érbita llega a 0 lo hara siendo tangente a
alguna de las rectas definidas por la ecuacién (3).

Si cada uno de los (0,6;) fuese un punto simple, la estructura de las érbitas de [P] cerca del
eje r=0, y por tanto la estructura de 0, quedaria perfectamente determinada. La matriz de la
aproximacion lineal de [P] en cada uno de esos puntos es:
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RO) 0
MO0y e

0 si p>n+1

con E®)=1 .., )
0"'(0) si p=n+1

Los autovalores de M(6;) son Aj=R(6;)) y Mj=0'(6;) , asociado este Ultimo a un vector propio
vertical. Como r=0 es orbita, si (0,6;) es simple sblo puede tratarse de un nodo, una silla 0 un
silla-nodo. Los autovalores de M(6j+rt) son los mismos Aj y M; si n esimparo —Aj,—-M;j si n
es par. Asi pues,

la estructura local de 0 queda determinada si Ai2+Mi2¢0 para todo i=1,...,q .

Veamos como podemos precisar esta estructura realizando el minimo de célculos. Si 6; es
una raiz simple de ©(0)=0 entonces ©'(0;) sera distinto de cero, con lo que (0,6;) sera un
punto simple. Si ninguna raiz es multiple, a cada (0,8;) llegara una variedad no vertical (al
menos). El flujo sobre esta variedad estara determinado por R(6;) si es no nulo. Si R(6;)=0 sera
mas comodo determinar el flujo sobre la variedad centro volviendo al sistema [S] y probando la
serie adecuada (la variedad seguira siendo infinitamente derivable en cartesianas). Como
06'=0(0) en r=0, para analizar el flujo en la variedad vertical mas rapido que calcular los M; sera
determinar el signo de ©® en [0,2x] (es decir, el signo de A(x,y) ). Para ello se puede calcular ©
en algun 6 que no sea raiz de (1) e ir luego orientando alternativamente los segmentos entre
puntos criticos.

Si 6; es unraiz de multiplicidad k y Aj=R(6;)=0 (si es cero exigira un andlisis bastante mas
detallado que veremos en capitulos posteriores) la variedad no centro esta ya orientada con A; .
El flujo en las cercanias de (0,0;) sobre r=0 (variedad centro) se determinara de forma analoga a
la de antes (sin calcular M; ), teniendo en cuenta que ahora la orientacion del eje por encima y
por debajo del punto sera la misma o la opuesta dependiendo de que la multiplicidad k sea par
0 impar respectivamente.

Resumamos los célculos anteriores en un teorema:

Teorema 3.1

Supongamos que ©(0) =cos6 B(cos6,sen0) —send A(cos6,sen6) + 0 y que 6(0)=0
posee Q=0 ceros reales 61,...,6q en (—/2,7/2] . Sitodos ellos son simples o si para
aquellos 6; que sean multiples se tiene que R(6j)=0, existe para cada i=1,...,q al menos
una variedad de [S] que llega a 0 con pendiente tan®;.

El flujo local sobre cada una de ellas viene dado por el signo de R(6j) sino es nulo o se
puede precisar calculando algun término del desarrollo de la variedad si es R(6;)=0 .

Estos flujos y el signo de ©(0) en [0,2r] determinan la estructura local de 0.

En la practica conviene ir esquematizando la informacion obtenida sobre una circunferencia
(el eje r=0, identificando 6=0 y 6=2mn ) en la que habremos situado tantas parejas de puntos
criticos asociados a cada raiz de (1) como indique su multiplicidad. Lo ilustramos con un ejemplo
preparado para que se den todas las situaciones anteriores:
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X' = 2x2y—xy2

Ejemplo 1. { 2 3 5 Con las notaciones vistas se tiene:
y'=2x7y-y“—x

cB—sA = 2c23(c—s) — 04=0, 62=% , 63=g doble
22 4

cA+sB = 2c%s+c%s%—s* - Aq4=0, A2=% , Ag=—1

Las tres 6; estan asociadas a puntos simples. Como para 6€(0,m/4) es ©(0)>0, sin mas que
tener en cuenta la paridad de la multiplicidad de las 6; se obtiene que la orientacion de la
circunferencia entre puntos criticos es la del dibujo. Falta sélo por orientar la variedad centro
correspondiente a 04 , para lo que necesitamos conocer algin término de su desarrollo.

Probando y = c2x2+. .. se tiene que

[ 2c0x*+0(x°%) ] [ 2cox+0(x?) | = 2cox*+2¢5x°—x°+0(x8)
— co=0, 03=% ; esdecir, y =%x3+0(x4)

(més adelante veremos como calcular el primer término de los desarrollos de variedades de
tangente horizontal o vertical mucho mas rapidamente utilizando la poligonal de Newton).

Por tanto, sobre la variedad centro: X'= x5+O(x6) .

Las deméas érbitas en un entorno de r=0 quedan entonces determinadas y, por tanto, el retrato
local de fases en un entorno del origen (Unico punto critico del sistema) es el dibujado (faltaria
sé6lo por precisar, para un retrato global, si existe o0 no algun sector parabdlico entre los sectores
elipticos e hiperbdlicos).
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3.2. Usando el blow-up: x=x, y=xv

Mediante el cambio de variable x=x , y=xv
llegaremos a resultados similares a los obtenidos
con las polares. Dicho cambio 'estira’ verticalmente
el punto (x,y)=(0,0) y lo convierte en todo el eje v
(x=0) , deja el eje x invariante, y lleva puntos de los
cuadrantes 1,2 ,3 y 4 del plano xy a puntos de
los cuadrantes 1,3,2 y 4 delplano xv.

Haciendo x=x, y=xv, [S] se convierte en el sistema:

{ x' = x"A(1,v) + xPAP(1,v) + ...
v = X" B(1,v)=vA(1,v)] + xP7T[BP(1,v)=vAP(1,v)] + ...

para el que x=0 es una recta de puntos criticos. Sus Orbitas para x<0 y x>0 son las de:

5 x'=xA(1,v) + ...
[B] { v' = [B(1,v)=vA(1,v)] + xP""[BP(1,v)—vAP(1,v)] + ...

aunque su orientacién en x<0 es la opuesta si n es par. Los puntos criticos de [B] sobre el eje
x=0 (formado por 6rbitas) se obtienen resolviendo

4) | Phyq(v) = B(1,v)-vA(1,v) =0

ecuaciéon de orden a lo mas n+1 en v y por tanto con n+1 raices reales como mucho.
Supondremos que B—-vA+0 y que (4) posee r raices viq,...,Vy, Suposiciones equivalentes a
las que hicimos trabajando con las polares. La aproximacién lineal en un punto critico (0,v;) es

M(v.)—(A d R 0)
I_LE W[B_VA])(Wi)_ (Ei Wi

donde E; puede ser cero. El autovalor y; informa aqui también de la multiplicidad de vj como
raiz de (4). Supongamos que ninguna raiz es multiple o que, si alguna lo es, el correspondiente
%i=0 . Entonces es posible dibujar de forma elemental las 6rbitas de [B] en un entorno de x=0
(calculando, por una parte, los Aj=A(1,v;) y el flujo en las posibles variedades centro, y
analizando por otra el signo de B—vA ). A cada variedad no vertical que llegue a un (0,vj)
correspondera una variedad de [S] que llegard a 0 siendo tangente a la recta y=vix y la
orientacion de esta Ultima variedad a la izquierda del origen coincidira con la de aquella o se
invertira, dependiendo de la paridad de n (para evitar estos lios con las paridades sera mas
comodo orientar las variedades que vayamos encontrando sustituyendo directamente su
expresion en la primera ecuacion del sistema [S] ).
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Por este camino hemos llegado, pues, de nuevo, a que las posibles direcciones de

aproximacion a 0 vienen dadas por la ecuacién (3), ya que podemos escribir (4):
- yy_Vy Yy _ Ay)
O_B(1’X)_X A(1’X) = xn+1

(la ecuacién (4) no da las posibles variedades verticales de [S], asi que de nuevo resolveremos
mejor la ecuacion (3), es decir A=0).

¢ Queda determinada la estructura de 0 con el andlisis de todos los (0,vj) ? Volvamos al
ejemplo 1. La ecuacion (4) es en este caso 2v—v2=0 asi que los vide [B] son v{=0 y vo=1,
con Aq=A(1,0)=0, Ao=A(1,1)=1. Con el signo de 2v—v? orientamos el eje x=0. El flujo en la
variedad centro podemos determinarlo calculando términos suyos como hicimos antes

ey w2
(0 llevando el cambio hasta el final: | X = 2XV X X
v' = 2v-2v©S—x

El dibujo de xv esta determinado, asi como las 6rbitas pintadas en el plano xy (se invierten los
cuadrantes 2 y 3 pero no el sentido de las érbitas en ellos por ser n impar). Como dijimos antes,
para fijar los sentidos, mejor que fijarnos en los A y en paridades sera llevar las expresiones de
las variedades a la ecuacioén en x': por ejemplo, la variedad no centro y = x+0(x) se orienta
mejor con X' = X 3) . Pero aun no tenemos informacién con el trabajo realizado de lo que
ocurre en un entorno del eje y.

+0(X

Evidentemente podemos "estirar" 0 en direccion horizontal haciendo x=yu . Obtenemos
la ecuacion equivalente a (4) que ahora sera A(u,1)-uB(u,1) = 0 y que al igual que (4) esta
incluida en la ecuacién mas general (3). Si u es raiz simple de esta ecuacién (es decir, si x=0 lo
es de (3)) o si, a pesar de no serlo, Ax=B(0,1)=bgn=0 existird una variedad no horizontal que
llega a (u,y)=(0,0) y por tanto habra una variedad de [S] que llegara a 0 con pendiente vertical
(para determinar el flujo nos bastard bgn 0, en el peor de los casos, necesitaremos algun
término de la variedad centro x=h(y) ).

En el ejemplo 1, aunque x=0 era doble, tenemos que Ar=B(0,1)=—1, con lo que existe
una variedad estable que llega al origen con pendiente vertical. Para determinar las érbitas en
un entorno de ella no necesitamos hacer un dibujo en el plano uy . En la practica convendra
reflejar la informacion que nos dan los A; y el posible A sobre la conocida circunferencia con
puntos y orientada. De hecho los A ylos A tienen el mismo signo en (—n/2,m/2] :

ﬂ A(c,s
C

= = cosn_16i.A(1,tanei) =COSn_16i.7\.i , eiﬂ

Aj=CcA+sB =cA - c >

s Ag/2=B(0,1)=Aw
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Pero los A son méas faciles de calcular que los A . Podemos mejorar el teorema 3.1 con los
ultimos célculos. Hemos obtenido asi un resultado mas comodo de utilizar en la préactica:

Teorema 3.2

Supongamos que A(x,y) =x B(x,y) —y A(x,y) 0 yque A(x,y)=0 posee g=0 raices
reales y=vqX,...,y=vVgx [ytalvez x=0].

Si para aquellas v; que no sean simples se tiene que A(1,v;)=0 [B(0,1)=0 ], existen
en [S] variedades y =v;x+0o(x) [0 x=0(y) ] que llegan a 0 con pendiente vj [©] y la
estructura local de 0 queda totalmente determinada con el signo de A(x,y) vy el flujo
local sobre cada una de estas variedades.

Este flujo viene dado por x'=A(x,vijx) si A(1,vj)=0 [y'=B(0,y) si B(0,1)=0] o se
puede precisar hallando algin término mas de las variedades si fuese cero.

(lo que sucede si no hay raices reales (centro o foco) se estudiara en el capitulo 4)

Si el sistema es homogéneo (es decir, si es de la forma [H]), las rectas y=vix asociadas a
las raices reales de A=0 estan formadas por 6rbitas del sistema (son invariantes, como en los
lineales homogéneos: n=1), ya que y=vx es tangente al campo definido por el sistema [H] siy
sOlo si para algin A :

A(1,v) = %
[VA] {B(1,v) = hv

Por tanto, para cada v que satisfaga [vA] (es decir que cumpla P, 1(v)=0) se tiene una recta
invariante dada por (1,v) . Y los A que obtenemos a partir de cada v nos dan la orientacion
sobre la recta. Como sucedia también en los lineales, a un A=0 esta asociada una recta de
puntos criticos (y el Unico punto aislado posible es el origen). Y de nuevo la estructura que se
obtiene del andlisis local de [H] es valida para todo R2.

Observemos mas similitudes entre el Ultimo teorema y la forma de analizar los puntos
simples: el papel de los 'vectores propios' lo cumplen aqui los v; y el de los 'autovalores’,
los Aj=A(1,v;) . En estos términos, el teorema 3.2 asegura que la estructura queda determinada
si no existen 'vectores propios' multiples asociados al 'autovalor' A=0 . Se tiene también que,
como en los puntos elementales, si existen A; reales y todos son distintos de cero
el sistema no homogéneo [S] mantiene la estructura de la 'aproximacion
homogénea' [H]. La forma de proceder con los A=0 asociados a v simples es también
enteramente analoga al trabajo con sistemas lineales con un Unico autovalor cero que hicimos
en el capitulo 2: hay entonces que calcular términos de una 'variedad centro'.

Para n=1 se calculan primero los autovalores y después los vectores propios asociados,
pero se podria proceder a la inversa, como aqui. Podriamos encontrar también una 'ecuacién
de autovalores' eliminando la v del sistema [vA] (asilo haremos para n=2 y n=3 en 3.4y
3.6). Pero, a diferencia de los lineales (para los que la ecuacion de autovalores contiene, en
general, toda la informacién sobre la estructura del punto), conociendo para n>1 los A (e
incluso los v ) no queda determinada la estructura: es necesario también el signo de A(x.y) .
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Acabamos la teoria de esta seccion, comprobando que al probar formalmente series
arbitrarias en la ecuacion diferencial de las érbitas obtenemos resultados concordantes con los
anteriores. De paso calculamos el término siguiente del desarrollo en serie de la variedad en el
caso en que lo necesitamos, es decir, cuando A(x,vix) [0 B(0,y) ] es idénticamente cero.

X _g

Probemos, pues, y=cix+cox’ "4 . en  g(xy) —fxY) gx =

(se ve facil que los coeficientes de x2, ..., XP™ han de ser necesariamente cero); entonces:

[ B(x,c1x+c2xp_n+1+...) + B(xp,c1x+...) ] -
- [ c1+(p—n+1)02xp_n+... ] [A(x,c1x+02xp_n+1+...) + A(xp,c1x+...) ] =0

Igualando a cero el coeficiente de x" obtenemos las viejas conocidas posibles variedades:
B(1 ,C1) —Cq A(1 ,C-|) =0
Calculamos el siguiente término para un cq que sea raiz simple de la ecuacion anterior y tal que

A(1,c1)=0 (es decir, asociado a un v; simple con A;=0 ). Tenemos que

n
A(X,CqX+Cox'+...) = 3 ankk XK (cqxrcox+.. )N =
¢ K (o KoK g k=1 k=1 . k 1 g k-1
= 2 an—k k X (0 X ke TleoxX L) = X" iZoan_k,kq + ooxT zokan_k,kq T+ =
=) = =
= X" A(1,eq) + XA (1) + ..

Igualando a 0 el coeficiente de la siguiente potencia (xp) y teniendo en cuenta que A(1,c4) =0:
coBy —BP —cicpAy —ciAP =0 ; [By —CqA, + (p-n+1)A]cy = c1AP - BP

c,AP-B°
1 Xp—n+1 + O(Xp—n+2)

El corchete no se anula (es u; y laraiz es simple). Asi pues: y =cqx + B _C.A
y 1%y

Llevandolo a la primera ecuacion de [P]:

x'=A(X,CX+...) + Ap(x,c1x+...) +...=[CoA yt AP | xP + ...
Y volviendo a la notacion del teorema 3.2

Py p
A'B,—A B

p p+1
n X"+ 0O )
By_vi y |(1,vi)

X'=

informa sobre el flujo en la variedad centro asociado a un v; simple con A;=0, si el coeficiente
de xP no se anula (como en el ejemplo 1). Andlogamente, si x=0 es raiz simple y Ao=0 se
puede demostrar que sobre el flujo en la variedad centro vertical informa:

. @4n-1Pop=30pP1 01 p p+1
= — : +0
y a o y +0(™)
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2 2
Ejemplo 2. Consideremos:  [1] {X ‘_X 0+y y [2] { ;( ==X2 ;//

Para [1] se tiene A(x,y) = (x +y ) , mientras que para [2] es A(x,y) = y(x2+y2) .

Ambos tienen el mismo Gnico vector propio ( v=0 ) asociado al mismo autovalor (A=1).
Sin embargo sus mapas de fase son esencialmente diferentes:

Ejemplo 3. Analicemos todas las posibles estructuras del origen en un sistema de la forma:

S] { x'=ax>—y% + AP(x,y) + ... con ps2
y' = 2xy + Bp(x,y) + ...

Tratemos primero la aproximacion homogénea (para la que los retratos de fase seran globales):
x' = ax? -y 2,2
H {5 - Alxy) =y[(-a)x+y7]

Sus raices son y=0 paratodo a (simple, salvo si a=2, en que es triple) e y=+Va-2x para a>2.
Los autovalores correspondientes son: Ag=a, Ay=A_=2 .

Existen por tanto los siguientes cinco casos para [H]:

a<0 a=0 O<a<2

asociados a los siguientes retratos de fase:

A

~6 85
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¢ Cuales de ellos son localmente equivalentes a los de cualquier sistema de tipo [S]?, 0, en
otras palabras, jen qué casos la estructura local de [S] esta determinada por los términos
homogéneos de menor orden? Como ya sabemos en los casos A, C, D y E el origen de [S]
mantiene la estructura de la aproximacién homogénea [H] (e incluso A, C y E la mantiene
aunque perturbemos [S] con términos de la forma sAz(X,y) , sBQ(x,y) , para ¢ suficientemente
pequefio; y hasta D lo hace si no distinguimos entre las estructuras C, D y E que son
localmente homeomorfas).

En el caso B (a=0), sin embargo, los términos AP, BP influyen en el flujo de la variedad
centro, habiendo (en el caso de que el origen sea aislado) cuatro posibilidades (determinadas
por ap o, si este coeficiente no es nulo) ejemplificadas por dos que vuelvenadar C y A,
respectivamente:

{ X' = _y2+x4 { X' = _y2_x4
y' = y' = 2xy

y por otras dos que proporcionan mapas locales de fase de nuevo tipo:
2 .3

X'= -y“+x x'= —y2—x3
2xy y' = 2xy

Si ap 0=0 es necesario considerar los términos de orden mayor que p ; asi, por ejemplo, en

{ x' = —y2+x5

y'= 2xy+y3+x4

necesitamos conocer el término x° del desarrollo de variedad y el término x0 para fijar el flujo
sobre ella; probando series se obtiene, respectivamente:

y=%x3+0(x4) y x' =§x6 + O(x7)

N

Este sistema tiene, pues, la estructura C (con la poligonal del capitulo 6 podriamos precisar
qué términos son significativos para el calculo de la variedad sin necesidad de series).

Por ultimo, consideremos dos nuevos casos que pueden derivar del B si hay una curva
de puntos criticos y=h(x) . Dividiendo por y-h(x) ambos segundos miembros del sistema
obtendriamos uno del tipo x'=—y+... ; y'=2x+... para los que la aproximacién lineal es un
centro. Asi, [S] podria tener también las dos siguientes estructuras:
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3.3 Polinomios de tercer grado.

Consideremos el polinomio | P3(z) = p23+q22+rz+s , con p,s=0 .

Veamos en primer lugar cudndo posee una raiz multiple z . La z debe satisfacer:

{ pz3+qz2+rz+s = 0 - 5 { qz2+2rz+3s = 0
3p22+2qz+r =0 3pz2+2qz+r =0

czz+bz+a =0

Es sabido que un sistema de ecuaciones de la forma: { 2
gz“+fz+e =0

tiene solucién en z siy solo si se anula su resultante, dada por el determinante:

a b c O
e f g O
0 a b c
0 e f g

Por tanto, P3 posee raiz multiple si y solo si se anula el llamado discriminante del polinomio:

r2qg3p O
1|3s2r 0 22 3 3 2.2
DSE§ 0 r 2‘:; 3p | =0T —4pr” —4q”s + 18pqrs — 27p“s
03s 2r g

(esto sigue siendo valido aunque sea p=0 6 s=0).

Para poder expresar el D5 de forma mas compacta definimos:
a2 _ _ 2 _ 2 3 _
R=qg-3pr, V=9ps—qr, W=r"-3qgs, S =27p“s—9pqr+2q" = 3pV+2qR

Se tiene entonces que:

Dg = 5 [4RW-V7] = 575 [4R°-67]

Si D3=0 (= R=0), lasraices de P3(z) se calculan facilmente:
El sistema (5) implica que 2Rz-V =0 . Por tanto, si D3=0 y R>0, laraiz doble es:

_VvV __ g, S
Zd=oR =7 3p tepR -

A partir de ella se puede deducir que la tercera raiz (simple) es:

q Vv q S

Zs="p TR 3p 3R
Si ademas de ser D3=0 es R=0 (o lo que es lo mismo, si R=V=0 o si R=S=0), hay raiz triple:

q

Zt=_@

ya que z; satisface (5) y ademas anula la segunda derivada del polinomio: 6pz+2q .
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Lleguemos a estas expresiones por otra via. Si z4, zp, z3 son las raices de P3 se tiene que
Q=—p(z1+20+23) ; r=p(21Zo+Z21Z3+2oZ3) ; S=—PZ1ZoZ3
De aqui:
R= %p2[(z1—22)2+(z1—23)2+(22—z3)2] , V= p2[23(z1—22)2+z2(z1—23)2+z1 (22—23)2]
S =p3(z1+22—223)(z1+23—222)(22+z3—221) , Dg= p4(z1—22)2(21—23)2(22—23)2
y por tanto:
Zo=23=Zq = (=-P(zg+225), R= p2(zs—zd)2 , V= 2p220|(zs—zd)2 , S= 2p3(zc|—zs)3 , D3=0

z4=2p=23=z; = Q=-3pz; , R=V=8=D3=0

Podemos obtener una expresion para un z multiple z., que es vélida también aunque sea R=0
(nos proporciona zy y también z;):

1/3
Dy=0 — [8/2]1/3=2% - Zﬁﬁ;Clﬂ%L

También se pueden dar expresiones de las raices simples de P35 (ver [2] o [6]):

Si D3<0, P53 tiene una unica raiz real z, . Se comprueba que viene dada por

o ([ (s+/am )"+ [ (554" )] ®-a)

Z = % >
Si D3>0 (= R>0), hay tres raices reales z4 5 3 que admiten una expresion no algebraica:

+2k —
Zyp3= ;fp[Z\/_Rcos% —q] , k=0,1,2 , con ¢:arccos(?RS7z)

En la siguiente seccion realizaremos cambios de variable del tipo z = M+tc_k . Si P3(t) es el
polinomio obtenido al multiplicar por d el que resulta del cambio, es decir, Pj(t) = cJP3(M+tc_k)
se comprueba que los p,R,S y D3 del P5(t) son casilosde P3(z) (noloson g,r,s,VyW):

(6) by = C]'—3kp . Ry= C2j—4kR . S = C3j—6ks : Dgy = C4j—6kD3

Comparemos los calculos anteriores con los sencillos polinomios de segundo grado:

Po(z) = q22+rz+s , con q,s=0 posee raiz multiple si y sOlo si se satisface:

2 —
z°+rz+s=0 rz+2s=0 r2 2
{q - {2 =0 D=y | =1 —4as =0
29z+r=0 qz+r=
Si Do=0 la raiz doble es: Zd:“qu :

A lo mismo se llega a partir de las raices z4,z, de Po.Como r=-—q(z1+zp) ; $=09z125 ,

2 r
)" Y z4=Zp=zg = D=0, r=-20z4 = zg=—5

2
D2 =q (Z1 —22 q

Y el signo del discriminante, como antes, nos informa del nimero de raices reales de P .
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3.4 La aproximacién homogénea para n=2.

Consideremos el sistema homogéneo

X'= ax2+bxy+cy2

y'= ex2+fxy+gy

[H2] {

Supongamos, por ahora, que c¢=0 . Como vimos en la seccién 3.2 sus autovalores A\ y sus
vectores propios (1,z) se pueden obtener resolviendo el sistema:

2
a+bz+cz® =\

[zA] { 2
e+fz+gz” = Az

Eliminando la A obtenemos la conocida ecuacion para los vectores propios de [H2]:

Pa(z) = cz3+(b—g)z2+(a—f)z—e = 0

Y la resultante en z de [zA] nos dara la ecuacion para los A de [H2]:

a-h b c 0
e f-» g O
0 a-» b ¢
0 e fA g

=0

Desarrollando el determinante obtenemos la siguiente ecuacion de autovalores:

Pa(n) = AP+ qun2+rh+s, = cA3 + [bg-g?ac—2fc] 22 +

+ [2ag2—abg—fbg+2afc+f20—bce—29ce] A+ [—azg2+afbg—af20—bzge+2agce+fbce—02e2] =0

Sillamamos | g = b+2g, m = 2a+f , F=bg—cf, E =ag—ce | , podemos escribir:

n=gE-mF ., s =—. [aF-bEF+cE?]

A partir de un A podemos calcular el z del que procede (lo contrario esta claro). Multiplicando la
primera ecuacion de [z\] por g y la segunda por ¢ y restando se tiene: [E—gA]+[F+cA]z=0,
lo que nos permite hallar z de forma Unica siempre que F+cA=0 .

Investiguemos cuando se presentan problemas en la aplicacion del teorema 3.2. Esta claro
que siempre hay algin z real, con lo que no hay ni centros ni focos. De la ecuacion de
autovalores y de los resultados de 3.3 se deduce inmediatamente que:

Teorema 3.3

A=0 es autovalor < s; = —a292+afbg—afzc—bzge+2agce+fbce—02e2 =0

Existe z maltiple < D, = (b-g)2(a—f>~4c(a—h) >+4e(b-g)>~18ce(b—g)(a-H-27c%e® = 0
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Vimos en 3.3 que el D, se puede expresar de forma mas compacta introduciendo:
R = (b-g)*~3c(a-f) , V = ~(b-g)(a-f)}-9ce , W = (a-f)?+3(b-g)e , S = 2(b-g)R+3cV
1 2 1 3 a2
D, = g [4RW-V"] = ﬁz[4R 57 ]

Recordemos que para un sistema no homogéneo con aproximacién homogénea [H2], el
teorema 3.2 precisa la estructura del origen aunque existan z mudltiples o haya un A=0, siempre
que no se den las dos cosas a la vez. Estudiemos cuando ocurre la situacién problematica.

El' A asociado aun z multiple es facil de calcular. Como z debe ser también raiz de P3'(z) :

(7) 3h= [3czz+2(b—g)z+(a—f)] + (b+29)z + (2a+f) =gz + m

Si P3(z) tiene unaraiz z triple (< Dz=R=0 < R=V=0) el autovalor asociado al z =E,’ch es:
1 3cm—(b—g)q 1
Mgt = 3 [qz¢+m] = 96 = 9¢ Nzt

Hemos caracterizado una primera situacién en la que no basta considerar la aproximacion [H2]:

Existe z triple asociadoa A=0 < R=V=n,;=0,
si R=(b-9)°3c(a-f) , V =—(b-g)(a—)-9ce , n,=3cm—(b-g)q

[En esta situacion se pueden despejar facilmente a, f y e enfuncionde b, gy c:

a= - (2o+g)b-g) , f=—gc (b-4g)b-0) , €= 53 (b-0° ]

Nos planteamos lo mismo con z,, multiple en general. Utilizando la expresion de z,, de 3.3:

1/3
182" . _ navalsi21”

Zm=2zt+ 3. Arm 96
Que sea A,,=0 equivale a que sea cero N, = 217(: [2nzt3+q38] . Desarrollando la expresion:

Teorema 3.4

Existe z multiple asociado a A=0 < D,=n,,=0,

si Nym= —(b—g)(Zag—ab—bf)qz—2(b—g)qm20+2m3cz—q3ce

Busquemos caracterizaciones equivalentes, pero mas manejables y faciles de recordar. Si
existe un z multiple asociado a A=0, la igualdad (7) se convierte en gz+m = 0 . Asi, en ese
caso, el z satisface uno de los dos sistemas equivalentes:

a+bz+cz° =0 (a—f)+2(b—g)z+3022 =0
[zmA0] { e+fz+gz2 = 0 e { —3e+2(a—f)z+(b—g)z> = 0
gz+m =0 gz+m =0

Por tanto, si g=0, z= —% esta asociado a A=0 . Asi, si g=0 y se satisface [zm\Q] entonces:

2

A = ag®~bmg+cm? = % [(a=Hq°—2(b—g)qm-+3cm?] = (2ag—ab—fb)(b+2g)+c(2a+)° = 0

B = eq°~fmq+gm? = 15 [3eg2+2(a—f)qm—(b—g)m?] = e(b+2g)°+(2ag—fb—fg)(2a+f) = 0
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Y sies =0, debe ser también m=0 y, desde luego, es cierto que A=B=0. En conclusion:

Teorema 3.5

Si existe z miltiple asociadoa A=0 = A=B=0 ,con A= aqz—bmq+cm2, B =eq2—fmq+gm2

Seria interesante que la implicacién opuesta al teorema fuera cierta. Lo sera si =0 6 si m=0,
pero no si ambos se anulan. Como es facil comprobar:

n,m = [2cm—(b-g)q]A—cqB — A=B=0= n, =0

Algo méas complicado es ver si D, también se hace cero. Si A=B=0, =0 y m=0 se tiene:

2
(8 3c=2b-g)+ -@n(})" . 3e=( (m) -2y
2 2 2
H —2H H
~ R=lp, V=" w=" con H=mb-gro@ah — D0

Si g=0 y m=0, A=B=0 = a=f=e=0 y es claro que se anula el discriminante.
Ysi m=0 y g=0, A=B=0 = b=g=c=0 = D.=0. Aunque en este caso no es valido el teorema
3.4, deducido con c¢=0 , sigue existiendo un vector propio vertical ( x=0 ) asociado a A,=0 .

Sin embargo, si g=m=0 (es decir, si[H2] es exacto), cumpliéndose A=B=n,,,=0 no
tiene que existir un z multiple con A=0, pues no tiene por qué anularse el discriminante D, :

D,=27 [392a2—4ca3—4g3e+6agce—0262] = 27s;,
Resumiendo lo anterior tenemos:

Teorema 3.6

Si q2+m2;=0, existe vector propio multiple asociado a A=0 <« A=B=0

Si g=m=0, existe vector propio multiple asociado a A=0 < D,=0

[Las caracterizaciones que estamos probando se podrian encontrar cambiando los papeles
de x e y en el sistema [H2], es decir, intercambiando a <= g, b <= f, e <= ¢ . No varian con
esos cambios las expresiones de los V, D, y s; , mientras que se transforman uno en otro:
qg<m,R< W, A < B. Estas simetrias estan claras en los todos teoremas menos en el 3.4].

En los dos casos del teorema 3.6 las igualdades de la derecha permiten expresar unos
coeficientes en términos de otros y describir con facilidad los A ylos z:

Si A=B=0 y q,m=0 [si no es mucho mas facil], se tiene (8) , el z,,=—m/q esté asociado a A=0.

. _ m[fg—gm] _ [(b+g)m-aq][(2b+g)m—3ad]
[Ademas hay un zg= qlbm—ad] asociado a Azg qlbm—aq] |

Y si g=m=0, D,=0 y c=0 [si c=0 es mas facil] podemos despejar b=—2g, f=—2a y ademas:

3/2 ] 1/2 ]

e = 35 [ g(Bac-29? + 2(g”-ac) =1 [z 2(¢P-a0)
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Comprobemos ahora que los resultados vistos son ciertos también en el caso sencillo ¢=0.
Entonces las ecuaciones de vectores propios y autovalores pasaran a ser de segundo grado:

Po(z) = (b—g)22+(a—f)z—e , con discriminante Dy = (a—f)2+4e(b—g)
Po(h) = (0-g)A2 + roy A + So, = [bg] A2 + [2ag-ab—fb] \ + [afb-a>g—b2e]

y existe ademas otro vector propio x=0 (asociado a A,=g ) que no esta recogido por P5(z)=0.
Por lo tanto se tienen los siguientes resultados que concuerdan con el teorema 3.3:

A=0 es autovalor = gso, =0
Existe vector propio multiple <« (b—g)Ds=0

f-a . Moy,
2(b-g) asociadoa Aym=-— 2(b-g)

Si b=g, el vector propio multiple posible es  z, =

Por tanto:

Existe z mualtiple asociado a A=0 < Do=r5,=0

Por tanto, Do=ry;, =0 = A=B=0. También esta claro que: si q=0, A=B=0= Do=ry; =0.
Si g=0 y m=0, B=—%(b—g)m2¢0, r2k=—§(b—g)m¢0 y no existe z doble asociado a A=0 .

Y si m=g=0 (= b,g=0, r5) =0), existe z doble asociado aA=0 « Do = 3a2—4ge =0 < D,=0.

Si b=g se tiene:

Existe vector propio multiple x=0 asociado a A=0 < g=0

Ahora A=Sg2(a—f) , B=g[9ge—2(a—f)(2a+f)] y esta claro que g=0 = A=B=0.
Si A=B=0 vy el sistema es exacto (< g=0) , siempre hay miltiple con A=0 y siempre es D=0 .
Si g=0, siempre es A=B=0 y siempre es g=0.

Y si g=0 (< g=0) , A=B=0= a=f, e=0 = P3(z)=0, caso en que el teorema 3.2 no decide.

Resumiendo: si P5(z)+0 , los teoremas 3.3, 3.5 y 3.6 son ciertos tanto si c=0 como si ¢=0 .

[Esto no ocurre para el 3.4: si ¢=0, b=g=0 siendo siempre nzm=D,=0
el x=0 multiple no esta asociado a A=0 ].

Observemos que si hay z multiple con A=0 debe ser r;=s,=0 (aunque esto no sea
suficiente, pues el A=0 podria provenir de z distintos). Que s;=0 se deduce del primer
sistema de [zmA0], ya que s, es precisamente la resultante de las primeras dos ecuaciones. Si
el sistema es exacto, siempre es r,=0.Sinoloesy qg=0, la anulacion del r, se deduce de la
igualdad gr,=gA—cB .Y si q=0, m=0 (b=g=c=0) es evidente que r,=0 .

Siel z asociado a A=0 es triple debe ser también q,=0 . Esto se deduce de q; = —% [R+nzt] .
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Veamos qué relacion existe entre el discriminante D) de P3(A) y el D, . Esta claro que si
hay z mdltiple, el A asociado también es raiz multiple de P5(A) . Por tanto D, ha de ser multiplo
de D, .Obviamente, la comprobacion a mano de esto es casi imposible ( D, es un polinomio de
orden 10 en los coeficientes del sistema). Acudiendo al Maple se comprueba que:

9) D; = 22 D, , siendo Y= b92+g(a—f)C—C2e =gF+cE

¢ Que significado tiene el Y ? Podria existir un A doble asociado a z distintos. Para que A no
determine de forma Unica a z debe ser E—gA=F+ch=0, lo que implica =0 . Reconstruyamos
(9) sin ordenador. Sea c¢=0 (si no seria mas sencillo al tratarse de polinomios de orden dos).
Expresando los coeficientes de P3(\) en funcion de Y y de F se obtiene tras algun calculo:

P3(n) = cAS + [3F-r] 22+ %[3F2—2rF+qE]k + cl"‘ [F3—rF2+qFE—22] , con = c(a—f+2bgtg’

—F
Esta expresion de P3(A) sugiere el cambio: A= MT — Pg(u) = MB -r M2 +qy u— 22

y99

P3(z) se puede expresar entérminosde r, qy Y: z= e Ps(y) = y3 +q y2 +ry+y

Vimos que estos cambios dejan casi invariante el discriminante (y R y S). Las formulas (6) dan:
_1y_ 1 2 S O 2
Dz= 2Dy = 32 [4RyWy_Vy 1, D= c2Du= 3c2 [4RMWM_VM ]
y la igualdad (9) se sigue inmediatamente de las expresiones:
Ry = q2—3r =R, V= 9>—ar , Wy = r2—3q2
2 2 22 2 2
R,=Ry=r -39 =W, , VME—QE —qrE:—EVy , Wy =q >-3>T=3R,
Relacionado con lo anterior: el autovalor multiple A, que existe si D=0 no tiene por qué
provenir de un z,, mdltiple. Asi, en general, pueden no coincidir las expresiones de Azm Yy Ap,.

Si deben hacerlo cuando D,=0 . Analogamente, A,; y un autovalor triple A; deben coincidir si
D,=R=0 . En efecto, de las expresiones de 3.3 para zy y Ay cuando R, R;=0, se deduce:

o 2zRraS L 4 Sy ng oDy g [S(Req)4aRT _ , oDz _oq’Dy
zd= 18cR  ’ “dT73c T6cR, ~ 9c " 6Ry " 18c [R(R+q9)—qS] d™zd = 6R, ~ 6RR,
B _ xR R
M="3c = 9c = MAzt= g

Acabemos la teoria de la secciébn comparando con lo que ocurre cuando n=1 :

(1) { x'=ax+by { a+bz=»x Ps(2) = bz2+(a—f)z—e=0
y'=ex+fy e+fz=hz Po(M) = )\2—r}\k+s)\= kz—[a+f]k+af—be =0
Los resultados equivalentes al teorema 3.3 son: A=0 es autovalor < s, =af-be=0
Existe z doble <> D,=D; = (a—f)%+4be =0

El z doble es z4 =f2;; (b=0) con A4 =a?+f =g (6 x=0 si b=a—f=0 y e=0 con A, =a=f).

Y el teorema 3.6 adopta la forma:

existe zy asociadoa A=0 < D,=a+f=0 < n=5,=0 < A=Oesdoble = f=—a , be=-a2
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Ejemplo 3. Sea [s1] { X'= 3"5‘4"3’*3’2{ P(x.y)
y'= ex“—6xy+2y~ + Q(x,y)
¢ Para qué valores de e no bastarian utilizar el teorema 3.2 para analizar la estructura del
origen del sistema, si P y Q incluyen términos de orden 3 y mayores? Como hemos venido
diciendo esto ocurrira si existe algun z mudltiple asociado a A=0 .
Puesto que m=q=0, el teorema 3.3 nos asegura que esta situacion se dara si y sblo si se
anula el discriminante del polinomio

Pa(2) = 2°-62°+9z-¢
Calculamos este discriminante a partir de su expresion en términos de:
_ _ 1 p3 o2
R=9, S=27(2-e) — D3=57[4R —S7] = 27e(4—e)

Asi pues, si e=0 y e=4 nos bastaria el teorema 3.2 para precisar la estructura local de [s1]. Para
esos valores tendremos que acudir a las técnicas del capitulo 5 para concluir el andlisis.

Utilicemos este ejemplo para ilustrar otros resultados vistos. La situacién del teorema 3.2
que mas esfuerzo costaba analizar era el caso de z simple asociado a un A=0 (habria que
calcular algun término del desarrollo de la variedad centro). Hemos visto que si m=g=0 esto es
equivalente a que el discriminante se anule. De hecho la ecuacién de autovalores es:

P3(A) = 13-812+e(4—e)

Si no existen autovalores nulos, como los términos de orden superior a dos no son
necesarios en los calculos del teorema 3.2, la estructura del origen coincide con la de la
aproximacion homogénea (que, de hecho, utilizando el teorema, se ve que es un punto con
dos sectores hiperbdlicos si e<0 6 si e>4 y un punto rodeado de seis sectores hiperbdlicos si
e€(0,4) ; por ser un sistema exacto la aproximacion homogénea no podia tener atractores y por
ser n=2 no era un centro, con lo que no le quedaban muchas posibilidades).

Era facil calcular las raices de P3(z) si eran dobles (triple no puede tener por ser R=0 ), es
decir, cuando Dg3=0 . Las féormulas de 3.3 nos dan:

1/3
)

Zq =3—g (0 zy, =2+[1-€/2] y Zg=€ —> 24=3,25=0 si e=0 y zy=1,zs=4 si e=4

Las formulas exactas de 3.3 son complicadas de usar si las raices son distintas. Por ejemplo, si
e=2 , por ser el discriminante positivo hay tres raices reales dadas por la formula trigonométrica:

S=0 — ¢=g = Z4p3= % [6+COSn+6ﬂ] =2, 2+\/§, 2—\/5

[Para este valor de e hay un autovalor doble ( A=2 ) como debia, pues se anula Y=2—e .
El otro, asociado a z=2, es A=—1]

O para e=54 en que la inmediata Unica raiz real z=6 (con A=15) viene dada por la expresion:

z, = 2+[26+15v3 |34[26-15v3]"3
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2

g2 2
Ejemplo 4. [s2] {X =Y"oxT+P(XY) P, Q con términos de orden 3 y mayores.

y'= 2y2 +fxy+ex2 + Q(x,y)

Hagamos un andlisis similar al ejemplo anterior. Como q=4, existe z multiple asociado a A=0 si
y s0lo si se verifica que A=B=0. Como A=(f+2)(f-6) y B= 16e-2f°+8 esto sucede si:

f=2,e=0 6 f=6,e=4

En los demas casos basta el teorema 3.2 para precisar la estructura del origen de [s2].
Sin los resultados de esta seccion el trabajo seria mucho mas largo. Para ver cuando existe un z
multiple debemos calcular el discriminante de:

Pa(z) = 2°-22°—(f+1)z—e — R=7+3f , S=—18(-27e-34
—  Dg = 4°+16f24+201+8-68e-2767

Y para que haya un A=0 debe anularse el término independiente de la ecuacion de autovalores:

E=—2-e , F=f — s, = FP—E2 = (f+2+¢)(i-2—e)

Imponiendo D3=s;=0 obtenemos 4 pares de valores para (f.e) :

(qra) (200, 4mg) . (64)

De los que sabemos que sélo el segundo y el cuarto nos dan situaciones problematicas. De
hecho los z (faciles de calcular por la multiplicidad) y los A respectivos son en cada caso:

z:1,—%doble—>x:0,—% z=0,1doble— A=-1.0

z=-1,  doble > 1=0, z=4,-1doble > A=15,0

¢ En qué casos dos autovalores A=0 ? Cuando sea s;=0 y r;\=f2—2f—8—4e=0 .

Esto sucede, desde luego, si f=—2,e=0 0 f=6, e=4, perotambiénsi =0, e=—2.
[El sistema homogéneo es entonces el trivial x‘=y2—x2 ; y'=2[y2—x2] de orbitas rectas]

Este caso ha de corresponder a que sea =0 . En efecto Y = 2F+E =-2f-2—e.

T e=2 » z-2tipe > n=-2
3527 =3 P ="9-

Dibujemos este sistema que es el Unico de los casos citados en que basta mirar la aproximacion
homogénea. El esquema del teorema 3.2 y el dibujo aproximado son los de abajo:

/

¢(Existe algin z triple? Debe ser R=D3=0 — f=-
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3.5 Polinomios de cuarto grado.

Analicemos ahora el polinomio | P4(z) = mz4+p23+q22+rz+s , con m,s=0 .

Si z es raiz maltiple de P, satisface:

mz4+p23+q22+rz+s=0 - (10) p23+2q22+3rz+4s=0
4m23+3p22+2qz+r=0 4m23+3p22+2qz+r=0

El sistema tiene solucién si y solo si se anula el discriminante:

4m 3p 29 r 0 O
0 4m 3p 29 r O

D, = 1,0 0 4m 3p 29 r | _

4= 16| p 2q 3r 4s 0 0| ~
0O p 29 3r 4s 0
0O 0 p 29 3r 4s

= 4Lg% - 4Ng® + (K2—20LK-8L2)g2 + 18(2L+K)Nq — 27N2 + 413121 2K+12LK2—4K3
siendo:

L=4ms , K=pr, Nsmr2+p23

Busguemos expresiones mejores para D4 . No es dificil comprobar que si llamamos:

Q=3p>-8mq , V=6mr—pq , T=K-4L , U=q>-L-2K , W =6ps—qr , P = 3r°-8qs
Vo= % [UQ-V2] = 16m2qs—6p2ms—18m2r2—3p°r+14mpqr—4mq3+p2q2
Ty = % [QW-TV ] = 9p3s+48m2rs—32mpags—p2qr-3mpr2+4maq2r
To= % [QP-T?] = % [VW-TU] = K2+KL-2L2+2Lq2-3qN

2_ - 2V,z-Ty=0
se tiene que: (10) = { Qz -2Vz+T=0 = (11) { 2= Y

VZ2—2Uz+W=0 Tyz-2T5=0
El discriminante D4 estara relacionado con los coeficientes de (11). En efecto, se tiene que:
1 2 .
Dy= g [4VoTo-Ty"] , siQ=0

Otras expresiones nos apareceran en el proceso de calculo de las raices que iniciamos
ahora. Intentemos descomponer P4(z) en producto de dos polinomios de segundo grado:

mz4+p23+q22+rz+s = m(z2+Az+C)(22+Bz+D)

Tenemos que:
p=m(A+B) , g=m(AB+C+D) , r=m(AD+BC) , s=mCD
Y llamemos:

Z=m(C+D),X=mAB | ,Z+X=q
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Esté claro que si podemos hallar Z 6 X, bastaria resolver ecuaciones de segundo grado
para calcular las cuatro raices. Observemos que:
L =4m2CD , K = m’[A°D+B%C+AB(C+D)] , N = m?[(A°D+BC)(C+D)+4ABCD]
Por tanto se tiene que: KZ-N = m>AB(C-D)? = X(Z°-L)

y concluimos que Z y X han de satisfacer, respectivamente, las ecuaciones:

P3(2) = Z2-qZ2 +K Z-N =0 , con K =K-L , N =N-qL
P3X)= X3—20X2+q X—qy=0 , con q =q>+K-L , qy=0K-N

Si llamamos:

Y =2Z-X | =2g-3X = 3Z-q = m[2(C+D)-AB]

Esta nueva variable satisface una ecuacién mas sencilla:

Pa(Y) = Y°-3RY-S=0 , con

R = q?—3K+3L =¢?-3K| =4¢°-3q = U-T ,
S = 24°-9gK-18qL+27N = 2¢3-9qK, +27N| = 18qq,—16g3-27qy

Resuelta cualquiera de las tres ecuaciones de tercer orden (las tres soluciones de cada una
corresponden a las tres formas diferentes de agrupar en parejas las cuatro raices del polinomio
inicial), podemos calcular A, B, C y Dy, por tanto, las raices. Esta claro que existiran z multiples
siy sblosiexisten Z 6 X 6 Y midltiples con lo que el discriminante respectivo D3z, D3x , D3y,
de estos polinomios de tercer orden han de coincidir (salvo constante multiplicativa) con el Dg.
En efecto, se cumple que:

1 1 3 2
Dy = Daz = Dgx = ;2 Day = 57 [ 4R"—S"]

Los libros suelen atacar el calculo de las raices haciendo primero desaparecer el término
cubico del polinomio mediante un cambio de variable.

x=p

am €N P4(z) y multiplicamos por 256m° obtenemos:

En concreto, sihacemos z =

P4x) = x*—2Qx2 +8Fx+G=0 , con

F = p3-4mpg+8m2r , G = 256m3s-64m2pr+16mp2q-3p*

De aqui:

Dy= ;5[ Q*G-20°G%+G%+8Q%F2-72QF?G432F* | =z s D4y

Escribamos antes de seguir otra serie de relaciones entre los objetos definidos:
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(12) =1 [paramV] , G=] [64m*R-Q7

1 1
64m3 256m3

Vp=3 [RQ-2mS] = [0-QG-36F?] = 51— [@*—27F*-16m?QR]

[48m2QR+27F>—Q%] = [108F%+9QG—Q°%]

1
128m?

S=

Ty=a [PS+2VR] = o [RF-pV,] , Tp=2 [2R%+3TR-gS]

Y observemos que algunos de ellos son casi invariantes ante cambios de la forma z = M+tdk .
En concreto, si Py(t) = d/P,(M+td™¥) entonces los nuevos m, Q, R, S, F, G, V, y D, son:
my=d"*m Q =d¥%q | R =d2 R Sy =d¥ s

F,= Bk Gy = giikg Vi = d4j—10kV2 ’ Dyt = d6j—12kDZ

Hallemos las expresiones de los z mudltiples que existen si se anula el discriminante. La
primera ecuacion de (11) determina de forma unica un z doble (real) si el coeficiente de z no se
anula:

T
D4=0, Vo=0 — z4= % y dos raices simples

Para el resto de los casos nos sera mas facil utilizar la ecuacion en x . Un x doble satisface:

4 2 _ 2_ O
(13) {x ?—,2Qx +8Fx+G=0 _ C)x2 6Fx2G_0 N (QS—QG—SGF2)x—2F(02+3G)=0
x3—Qx+2F=0 6Fx%+(G-Q%)x+2FQ=0
. . .. _ 2F(Q°3G)_ _FR _p ,FR _ Ty
Asi: D4—0 , V2#0 (:> R>O) Xq = m = V2 — zd__4m +4mV2 = 2V2 , de nuevo.

P _FR _VVo

Y se puede ver que las otras dos raices (simples) vienen dadas por: zg, =— am ~amVy + VF
R

Si Dg=Vo=0 y Q=0 , debe ser T\=0 y de (12) deducimos que entonces RF=0 .
Esto nos lleva a los siguientes subcasos:
. 2 2_~3 3F S L
Si R=0 (= S=0,3G=—Q"=0,27F°=Q"%0) — x = q esraiz triple, pues es facil ver

que satisface (13) y que anula también la segunda de derivada de P4(x): 3x2-Q=0.

De aqui deducimos que z; = —% +% =% es raiz triple de Py(2).
. ] oF p 3V
La raiz simple restante es: xg ==q * &L =m"q

Si F=0 < R=0 (= S=0, G=Q2¢0) — Xt = +/Q son raices dobles (reales o complejas),

pues anulan tanto x*-2Qx%+G=0 como x*-Qx=0 .

—pxVQ

Las raices dobles (reales o complejas) P4(z) son entonces: zy, = am

Enfin, si D4=Vp=Q=0 < R=V=Q=0 (= F=G=S=0) — Xx,=0 y z;=—

am  Son cuadruples.
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Podemos deducir las mismas formulas para las raices mdultiples (sin entrar en el detalle de
los calculos) partiendo de que, si las raices de Py4(z) son z4, z2, z3, z4 , Se cumple que:

P =—M(Z4+ Zo+Zg+2Z4) , Q= M(Z1Zo+ Z1Z3+ Z1Z4+ZoZ3+ZoZy+ Z3Z4)
I =—M(Z1ZoZg+ Z{ZoZg+ Z1Z3Z4+Z0Z3Z4) , O = MZ1ZoZ3Z4
Se prueba que entonces:
(14) Dy = m8(24-20)2(21-23)2(21-24)%(20-23)%(20-24)%(23-24)?
Esto corrobora que D4=0 si y s6lo si existe alguna raiz multiple de P4.
En el caso de que sea z3=z4=z4, Se comprueba que:
p = -M(z1+29+224) , R =m2(z4-29)%(2p29)%, F = —m3(z1+z2—220|)(z1—22)2 ,
Vo = m(z4-20)2(21-29)2(2o-29)% , Ty = 2m4z4(21-20)%(21-29)2(29-2g)? , D4=0
Si zp=z3=z4=z; se cumple:
Q=3m2(z4-z)?, V =3m?z(z4-2)2, F =-m3(z4-z)3, R=Vy=Dy=0
Si z4=20=2y, , Z3=24=24_€S:
p =-2m(z4,+Zq.) , R=m2(zq,~zq)*, Q=4m2(zy4,—24)%, F=V=D,=0
Por dltimo, si  zy=zp=23=24=2, se tiene que:
p =—-4mz, , R=Q=V=F=V5=D4=0
El discriminante, ademas de indicar la presencia de raices mdltiples, informa, si es no nulo,
del numero de raices reales o complejas del polinomio. Si no hay raices multiples, s6lo quedan

tres posibilidades: 6 4 raices reales, 6 2 reales y 2 complejas (conjugadas), 6 4 raices complejas.
En el primer caso (14) muestra que D4>0 . Si hay 2 6 4 complejas se tiene, respectivamente:

23,24 =ofi  — Dy = —4m6[(21—G)2+[32]2[(22—(X)2+B2]2[Z1—22]2 <0

Zg24=axfi, zq,zo =y — Dy = 16mOp22[(a—y)2+(B—0)2I%(0—y)2+(B+)2]% >0

D4<0 caracteriza, pues, el caso 2+2, pero es mas complicado distinguir entre los dos
restantes. Como el discriminante de P4"(z) = 12m22+6pz+2q es 12Q , el hecho de que Q>0
es una condicion necesaria para que existan 4 raices reales (si P4 no tiene puntos de inflexion
esto es imposible). Para obtener una condicién necesaria y suficiente acudimos al método de
Sturm que relaciona el nimero de raices en un intervalo con el numero de cambios de signo de
una secuencia de polinomios en los extremos del intervalo (ver, por ejemplo, Uspensky ([2])).
Supuesto que Dy, V2 y Q son no nulos podemos, con algunos calculos, construir dicha
secuencia:

mz4+p23+q22+rz+s , 4m23+3p22+qz+r , QZ2—2Vz+T , 2Voz-T,, 02D4
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Nos interesa el signo de cada uno de estos polinomios en mas y menos infinito ordenados asi:

—00 m -m Q -Vy, Dy
=Y m m Q V2 D4

La diferencia entre el nimero de cambios de signo en la fila superior y el nUmero de
cambios de los de la inferior proporcionara el nimero de raices reales. Suponemos sin pérdida
de generalidad que m>0. Para que puedan existir 4 reales la fila superior debe tener 4 cambios y
la inferior ninguno. Es decir, si D4,V2,Q>0 :

+ -+ — +
+ + + + +

existen 4 raices reales. Y no hay mas posibilidades. Las otras tres posibles con D4>0 :
+ - - -+ + - -+ + + - + +

+
++ -+ + ++ - — + + + + -
+

nos dan, como era previsible, 4 complejas (si D4<0 se tienen tres casos 2+2 y uno imposible).
Sifuese Vo=0 6 Q=0 podriamos construir las correspondientes secuencias, que resultan ser
de cuatro polinomios 0 menos, con lo que nunca podemos tener 4 cambios de signo.

En el caso de que D4=0, V5=0 , podemos volver a ver que el signo de V5 informa sobre el
caracter de las raices simples. Si z4, zo son simples esta claro que R,V5>0 . Ademas, si:

24,20 = 0B - R= m2[(zg-)2+p2° > 0, Vo = —4mAp2(z4—a)2+p2° < 0
Asi pues, resumiendo resultados anteriores:

D4,V,Q>0 — 4 raices reales distintas

D4<0 — 2 raices reales distintas y 2 complejas

D4>0 y Vo=006 Q<0 — 4 raices complejas distintas
D4=0 y Vo>0 — 1 raiz doble real y 2 simples reales
D4=0 y Vo<0 — 1 raiz doble real y 2 simples complejas
D4=Vo=0,Q=0 y R=0 — 1 raiz triple real y 1 simple real
D4=Vo=0,Q>0 y R=0 — 2 raices dobles reales
D4=Vo=0,Q<0 y R=0 — 2 raices dobles complejas

D4=Vo=Q=0 — 1 raiz cuadruple real

[Podriamos escribir parte de la clasificacion anterior en términos de objetos mas sencillos, pues:

V2=R=0 < R=S=0 = D4=0 s D4=V2=0 = V2=Tv=0 = V2=F=0 si R=0
Vp=Q=0 < Q=F=0 < Q=V=0 < Q=8=0 —  D,=V»=Q=0 < Q=V=R=0
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Ejemplo 5. Factoricemos y hallemos las raices de los siguientes polinomios, siguiendo esta
seccion (los coeficientes estan preparados para que salgan numeros sencillos):

P,4(2) = 2*-1023+43522-502424 — D,=144 , V,=40 , Q=20 — 4 raices reales
P3(2) = 2°-3572+4042-1540 — Z=14,11,10=C+D

[estas ultimas raices son, en general, las complicadas; se podrian utilizar las formulas de 3.3,
o ver si el polinomio es uno de los casos que analizaremos en 4.4 (asi sucede: sera "F=0") ]

C+D=14, CD=s=24 — C=2,D=12 — 12A+2B=r=—50 , A+B=p=—10 — A=—3, B=—7
P4(2) = [22-82+2][2°~72+12] = [2-1][z—2][z-3][z—4].
(de Z=11 obtendriamos [z°—4z+3][z°—62+8]=[z—1][z-3][z=2][z—4] y de Z=10 , [z°—52+4][z°~57+6] )

3

(se podria haber resuelto X°o—70X2+1629X-12600=0 , X=AB 6 Y°—39Y—70=0 , Y=3(C+D)-q=2q-3X )

Py4(2) = 244323432%43242 — D4=—400 — 2 raices reales y 2 complejas.
P4(X) = X3-6X2+10X (caso "qy=0"de 4.4) — X =0, 3+, 3-i = AB
AB=0, A+B=3 — A=0,B=3 — 3C=3,CD=2 — C=1,D=2
Py(2) = [22+1][2%+8242] - z=-2,-1,i,-i
(de los otros valores (no aconsejables) de X obtendriamos factorizaciones complejas)
P4(2) = 214122%-6424132 — D,=764411904 , V,=-55296 , Q=—96 — 4 complejas.

P5(Y) = Y3-5184Y (caso"S=0"de 4.4) — Y =72, 0, —72 = 3(C+D)-12
C+D=28, CD=132 — C=6, D=22 — 22A+6B=—64 , A+B=0 — A=—4 , B=4

Py(2) = [2°-4z2+6][2%+42422]> 2 =2 V21 , -2 3V2]

(si no se toma el mayor valor de Y los polinomios de segundo orden son complejos)

Ejemplo 6. Py(z) = z4+z3+q22+z+1
2 2
D4=(a+4)q(49-9)~ , Vo=(q+3)(q-1)(9-4q) , Q=3-8q , R=q"+9 , F=9-4q —

Sig<—4 (Q,V5,D4>0) hay 4 raices reales distintas

. FR 1 2525 , 1
Sig=—4 (D4=0,V5>0) , hay z4 =—ﬁ *amVy ="4 *2125 =1 doble y ademas z=- [3+V5]

Si —4<q<0 (Dy<0) , 2 reales distintas y 2 complejas

1, 99
4 T4-27]

Si =0 (D4=0, Vo<0) , real doble =— =—1 y dos complejas z_% [1J_ri\/§]

Si 0<q<% las 4 raices son complejas y distintas ( D4>0, si qsg , Vo0 y si ng ,Q=<0)

Si g=3 (D4=V3=0, Q<0, R=0) , raiz doble compleja: g, =j’4fnﬂ = 4 [-12iV15]

Si q>% (D4>0, Q<0 ), vuelve a haber 4 complejas distintas.
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3.6 La aproximacién homogénea para n=3.

Estudiamos en esta seccion el sistema:

X'= ax3+bx2y+cxy2+dy3

H3
[H3] {y':ex3+fx2y+gxy2+hy3

que a diferencia del [H2] si puede poseer centros y focos (a su estudio esta destinado el
capitulo 4). Otra diferencia esencial es el hecho de que el origen si puede ser un solucion
estable de [H3]. Trataremos aqui los problemas asociados a la presencia de vectores propios
multiples y autovalores cero, de forma analoga a como lo hicimos en la seccién 3.4 para n=2 .
Los autovalores y vectores propios de [H3] vienen dados por:

a+bz+022+dz3 =A
[Z)\.] 2 3
e+fz+gz=+hz" = Az

La ecuacion de los vectores propios es este caso:

P4(2) = dz*+(c-h)z3+(b—g)z%+(a—f)z—e = 0

y la de los autovalores nos la proporciona la resultante en z de [zA], es decir:

a-Ab c d 0 O
ef-Ag h 0 O
OaAb c d O =0
0 ef-Ag h O
0 0Oa-Ab c d
0 0 ef-Ag h

Desarrolldndolo se obtiene la ecuacion para los A (bastante menos manejable que la de n=2):

Py = a2 03024 s, = d?0% + [ —ad®afd?+2hbd+ogd-3hgd-c2h+2ch®h3 ] A3 +

+ [ 3afd®+3f2d?—2ahbd—4fhbd+6ahgd+3fhgd—acgd—2fcgd—4ach®—2fch®+ac?h+2fc2h+3ahS+
+ched—3h2ed+bg2d—g3d—chbg+chg2+h2b2—h2bg—bed2—3ged? | A° +

+ [ -3af2d?~13d°-3a2hgd-3a°h3 +2a2ch? +4afhbd—6athgd+4afch®—2afc?h+2afcgd+f2cgd+2f2hbd—f2c2h+
+3aged2+3fged2+2fbed2—ached—fched+6ah2ed+2ang—abgzd—fbg2d+achbg—2achgz—ce2d2—3hezd2—
—ah?b2+2ah2bg+fchbg-fh2b2—2hb2ed+hbged—cbged—2cg2ed—3ch?be+chbe+2c2hge ] A +

+ [ af®d2+3a2thgd-af2cgd—2afZhbd+aSh3—2a2fch? +afec?h—3afged®—2bed?~3ah2ed-+afched—a2gSd+
+afb92d+azch92—a2h2bg—afchbg+afh2b2+3ahe2d2+fce2d2+2acgzed—ahbged+fcbged+2fhb2ed—
—2a02hge—fc2hbe+3ach2be+chbzge—h2b3e—b2g2ed+03he2—czge2d—30hbe2d+2bge2d2—e3d3 ] =0
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Hay z,, multiples siy solo si se anula el discriminante D, de P4(z) de expresion desarrollada:

12(0—g)e—16(b—g) *de—27(c—h)*e%+144(c—h)2(b—g)de®—128(b—g)>d2e’~256d°6°> +
+ [80(b-g)°de—18(c-h)?

+ [(c-h)?(b-g)®—4(b-g)>d+6(c—h)>de—144(b—g)d2e] () + [18(b—g)d—4(c—h)

D, = 4(c-h)“(b—g

(b-g)e—192d%e](c-h)(a—f) +
2)(c-h)(a-h® - 27d?(a-n*

En la seccion anterior vimos formas de escribirlo de forma mas compacta. Llamando:
K = (c-h)(a—f) , L=—4de , N = d(a—f)’>~(c-h)%e
R= (b—g)2—3K+3L , S= 2(b—g)3—9(b—g)K—18(b—g)L+27N
Q= 3(c—h)2—8(b—g)d , V=6d(@af—-(c-h)b—g) , T=K4L , F =% [(c—h)Q+4aV]
1 1 1 2
Vo =3 [RQ-2dS] , Ty =3 [(ch)S+2VR] , T, =3 [2R“+3TR-(b—g)S]

podemos poner:
1 3 a2 1
D; = 57 [4R°-87] = 6[4V2T2—TV2]

Escribamos mejor el s, (informa de la presencia de A=0). Dicho s;_es la resultante del sistema:

{ a+bz+cz?+dz® = 0 _ { H+Dz+Jz% = 0
e+fz+gzz+hz3 =0 E+Cz+Hz2 =0

3 y 20 (suponiendo que z=0) y llamado:

donde hemos eliminado las potencias en z
H=ah-de , D=bh—df , J=ch—dg , E=af-be C=ag-ce
La resolvente del ultimo sistema (de orden 8 en los coeficientes del sistema):
fo = H [ 2HEJ+HCD-H3-C2J-D?E | + EJ [ CD-EJ]

resulta ser multiplo de H, puesto que CD =EJ + HI , siendo I=bg—cf (la cruz que faltaba).
El s, es precisamente el ro/H cambiado de signo:

CH+ID
E CH

s; = E[D?~JH-JI] + C[JC-DH] + H[H?~JE] =

Observemos que se satisfacen las siguientes relaciones entre los binomios definidos:

bH=aD+dE cH=aJ+dC cD=bJ+dl bC=al+cE
fH=eD+hE gH=eJ+hC gD=fJ+hl fC=el+gE

Se puede ver que también el r, se escribe de forma compacta en funcion de estos binomios:

r, = — ( MD?~JH-JI] + 2n[JC-DH] + p[H?-JE] )

donde hemos llamado: m=3a+f , n=b+g , p=c+3h

Como 3h=][ 4d23+3(c—h)22+2(b—g)z+(a—f) ]+ p22+2nz+m y el corchete se anula si z es raiz
multiple de Py(z) , el A, asociado aun z,, multiple se puede calcular utilizando:

1 2
Aom= 4 [ m+2nzptpz,” |
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Hallemos expresiones de los A asociados a las distintas posibilidades de z mdltiples, vistas
en 3.5. Suponemos que d=0 (que el polinomio es realmente de orden 4 y no 3).

Si existe raiz cuadruple z. =—Z;dh (e Q=V=R=0 = 3(c—h)2=8(b—g)d ) el A asociado es:
- 16md>—8n(c-h)d+p(c-h)® _ Nzc
zC 64d2 12d

con Nye = 1§[6md—3n(c—h)+p(b—g)] = 3(3a+f)d—(cb+2cg—3hb)

Si hay raiz triple z; = % (< R=S=0, Q=0 = V2=QT , 12de=(b—g)2—3(c—h)(a—f) ) esta asociada a:

s mQ2+2nQV+pVe Nzt
zt 402 2Q
siendo:

N, = 1§[mQ+2nV+pT] = (c—h)(5ca+cf-3ha—3hf)—(c—h)(b—g) (b+g)+2(9ag—3ab—fg—5fb)d+8(c+3h)de

[También podemos dar una expresion que no contenga el coeficiente e :
Nto = 3N,+2PR = 9(c-h)(ca+cf-3ha+hf) + (b—g)(9hb—cb-3hg-5cg) + 6(9ag—3ab—fg-5fb)d |
Tv

El autovalor asociado a una raiz doble z4 = 2V, (e D,=0,Vo=0= TV2 =4V5T5) es:

4mV22+4nV2TV+pTV2 nzd
) 16V,° av2

Azg , con | Nyq= 1§[mV2+nTV+pT2]

es decir:
N,g = 2(c-h)%(a—f)(3ha—2ca—cf) + (c—h)2(bg)(ab+fb—2ag) + 3(c-h
+ (a—f)(18cab—21cag—24hab+27hag+10cfb—7cfg—4hfb+hfg)d + 4(b—g

)2(3hb—cb—209)e +
)2(2ag—ab—fb)d +
+ (c—h)(7ca+5ci—15ha+3hf)de + 4(b—g)(3cb—7hb+5cg—hg)de — 9(3a+f)(a—f)2d> —

— 16(3ab—fb—2fg)d%e — 16(c+3h)d2e?

Queda por ver el caso de dos raices dobles. En esta seccion nos interesa sélo si son reales:

c—h \/6

+8(a—f)d°=4(c-h)(b-g)d ) < existen zy, = -5 g

F=V,=0, @>0, R=0 (= (c-h)°

8md>—4n(c—h)d+2p(c—h)°—4p(b—g)d + (4nd—p(c—h))V Q

asociadas a : Azg+

3242
De todo lo anterior tenemos:
(15)  A=0 esautovalor < s; =0
(16)  Existe z multiple <« D,=0
(17)  Existe z cuadruple asociado a A=0 <« Q=V=R=n,.=0
(18)  Existe z triple asociadoa A=0 < R=S=n,=0, Q=0
(19)  Existe z doble real asociado a A=0 <« D,=n,4=0, Vo=0
6si F=Vy=0,Q>0,R=0 y A,q,=0 6 A,q =0
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Intentamos, como hicimos para n=2 , buscar caracterizaciones mas manejables. Si existe
un z multiple asociado a A=0 debe satisfacerse aqui:

a+bz+c:z2+dz3 =0
[zmAO] | e+fz+gz2+hz® = 0

—3e+2(a—f)z+(b—g)z>+(c—h)z> = 0
m+2nz+pz2 =0

(a—f)+2(b—g)z+3(c—h)z2+dz° = 0
<
m+2nz+pz 2 -0

y por tanto deben anularse la resultante A de las ecuaciones primera y tercera y la resultante B
de la segunda vy la tercera del primer sistema (o del segundo, ya que las resultantes respectivas
resultan ser las mismas salvo en un factor 16). Calculando estas resultantes:

A= (c+3h)(2ac+fc—3ah)2 — (c+3h)(cb+2cg—3hb)(ab+fb—2ag) —

_2(3a+f)(3cab+2cfb+cfg+3hfb—9hag)d + 4(b+g)°(ab+fo-2ag)d + (3a+f)°d?
B= (3a+f)(2hf+cf—3ha)2 — (3a+f)(fg+2fb—3ag)(hg+cg—2hb) —
_2(c+3h)(3thg+2fcg+cb+3acg-9ahb)e + 4(b+g)2(hg+cg-2hb)e + (c+3h) e

se tiene que:

(20) Siexiste z mdltiple asociadoa A=0 = A=B =0

Podemos escribir de forma més resumida las expresiones de A y B . Llamando:

a. = 2ac+fc-3ah = % [3(c-h)m—(a—fp] h = 2hf+cf-3ha = % [(c-h)m-3(a—f)p]
ap = ab+fb—2ag = % [(b—g)m—(a—f)n] , hg = hg+cg—2hb = % [(c—h)n—(b—g)p]
Cp = cb+2cg—3hb = % [3c-h)n—(b—g)p] fg = fg+2fb—3ag = % [(b-g)m-3(a—f)n]

se puede poner:
A= aCQp—cbabp—Zabmpd—ZaCmnd +4abn2d +m3d?

B= hfzm—fghgm—2hgmpe—2hfpne+4hgn2e+p3e2

[Aqui también hay simetrias ligadas al cambio de papeles de x e y en [H3].
Intercambiando a<>h,b<g,c<f,e < d, quedaninvariantes K,L,R, T,
To,D,,H,I,n y s, , cambian simplemente de signo N y S y se convierten
el uno en el otro: DeC,J<—>E,m<—>p,aC<—>hf,abehg,cbefgy A<B]

¢Bastara que A y B se anulen para que exista (en general) z multiple asociadaa A=0 ?
Esto es lo que sucedia para n=2, pero, por desgracia, las cosas no son tan sencillas para n=3 .
Para construir un contraejemplo resolvemos A=0 y B=0 en d y e respectivamente. Utilizando:
2nac = mcy+pay, ,  2nhg = mhg+pfy
y suponiendo que m,p=0 , se puede ver que:

A=0 — d, = 1 [n+Vn*—mp J[a;m—(n=Vn*—mp )ay]

[n+V nz—mp ][hfp—(ni\/ nz—mp )h

LN 3

B:O —> ei = g]
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Fijamos, por ejemplo, unos valores de los coeficientes restantes que hacen sencillosd, y e, :
=-1,f=4,b=0,9=2,¢c=12,h=—38 — m=1,n=2,p=83 — d,=11,9 ; e, =1,-1
Con los 6 valores fijos y d=11, e=—1 6 d=9, e=1 se cumple A=B=n,4=D,=0 (y en ambos
casos existen z dobles con A=0, que son z4=—1/3 en el primer casoy zg=—1 en el segundo).
Pero escogiendo d y e de las otras dos formas posibles, siendo A=B=0 se tiene:
d=11,e=1 — n,4=—274,D,=40396 , d=9,e=-1 — n,4=21222, D,=265356

con lo que no existen z mdltiples y no se da un resultado como el teorema 3.6.
Con un ordenador potente se confirma que lo ocurrido en el ejemplo es general: si m,p=0 y
descomponemos A y B en el producto de sus factoresen d:

A =m3[d—d,][d-d_] = m°A,A_ , B=pie-e,le-e_]=p°B,B

secumpleque | A,=B_=0 = nzq=D;=0| yque | A_=B,=0 = nzgq=D=0

Pero estas caracterizaciones, escritas en términos de raices, son menos manejables que las
iniciales (aunque se puede ver que incluyen también los casos de raices triples y cuadruples).

Si se conserva un resultado similar al de n=2 para los sistemas exactos. Si es m=n=p=0 (0
sea, si f=—3a, g=—b, c=—3h ), siendo una identidad la tercera ecuacién de [zmA0], el hecho de
que exista z mdaltiple con A=0 equivale a que se satisfagan las dos primeras ecuaciones (de
cualquiera de los sistemas, pues pasan a ser equivalentes). En general, la resolvente de las dos

primeras ecuaciones del primero es s), vy la de las dos del segundo es D, . Se cumple, pues:

(21) Si m=n=p=0, existe z multiple asociado a A\=0 < D,=0 <« s)=0

Pasemos a ver la relacién entre el discriminante D; de Py4()\) y el D, . Como para n=2, el
primero ha de ser multiplo del segundo. Ahora las cosas se complican pues D) es de orden 24
y D, de orden 6 en los coeficientes del sistema y esto agota la memoria de los ordenadores
normales. Buscamos escribir D) = EZDZ . El 3 debe reflejar la posibilidad de que existan z1 vy
zo distintos asociados al mismo A . Si esto ocurre deben satisfacerse las cuatro ecuaciones:

a+bzi+czi2+dzi3 =M\ ,
para i=1,2

e+fzi+gzi2+hzi3 = AZ;

Operando con este sistema y llamando z{+zo = [+] ¥ z1Z5 =[] se obtiene:

b+c[+]+d[+]°=d[.] = O
frg[+]+h[+]?>=h[.] = A
a—c[.]-d[+][.] = A
e-g[.]-h[+][.] =0

D+J[+] = —Ad
= { = dH+hD+hJ[+] =dJ[.]

H-J[.] = Ah

Asi
J [+] [d[+]+(c=h)] = dH+hD—bJ = h2b—chb+bgd+h(a—f)d—d%e = T’

[‘Jf] (d[.]?—e) = dH-+hD—gJ = [+(b—g)J = h2b—chg+g2d+h(a-fid—d2e = Q
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Por otra parte, podemos descomponer : P4(2) =d(22—[+]z+[.])(22+[[+]+ % ]z—%)

Segln 3.5, las variables X =—[+] [d[+]+(c-h)] y Z= d[.]—ﬁ satisfacen P5(X)=0 y P3(2)=0.

De esto deducimos:
0= I3+ 20b-g)I2+q 2T +qy>= 3

0= Q3— (b-gNQ%+K SPQ-N S =3

Este Y es un buen candidato a satisfacer D, = EZDZ ya que es de orden 9 como debia:

S = h®3ch®b3+2c?h*b2g-20hb2g-c3h3bg2+c?h*bg+h*b3gd-ach30?g2d+2n*b2g2d+3c2h%bg Sd-

—20h3b93d+05hse—204h4e+03h5e—403h3bde+402h4bde—304h29de+603hagde—302h4gde+

+20h3b2dze—3h4b2d2e-+1002h2bgd2e—4ch3bgd2e+303hg2dze—702h292d2e+30h392d2e+

+2h%b2g3d°—3chbg?d®+h2bg*d?+g2bd®—2h2b2gd>e—8chbg®de—c2g d e+dchg de—h2gSde—

—402h2d3e2—chbd4e2+3h2bd4e2+60hgd4e2+2bgsd4e—g4d4e+bgd5e2—292d5e2—d6e3-+

+[ Sh*b-c?hdb-c*h3g +c3htg-2ch*b2d+3nb2d-2ch*bgd+3ch2gPd-2c2h3g2d+

+2h%b%gd?—3ch?bg2d®+3h°bg2d?—3c2hg>d+ch2gSd?—c h2d%e+5c2hSd%e+2hbg SdS+cg d°—

—cg?d*e—2hbgd*e+hg®d*e+and®e®+2chbde-6hSbdSe+2c?hgde-6ch2gde | (a—f)

4 2 22 2 2 23,223 3

+ [ —c?h*d—ch30d®+3n*0d2+c?h2gd®+hbgd>-2chg2d>+h%g2d>-3n2d*e+g3d* | (a2 + h3d3(a-f)

Ademés se observa que el término de mayorordenen d y e es %3 , siendo —256d

D, vy, como es facil ver, _256d 1% el que apareceria en la expresién de Dy, .

3e3 el de

Otra expresion para el Y la podemos encontrar utilizando la variable Y=2Z-X de la seccién 3.5.
De alli deducimos que si

[T= JY = 3dH+3hD—(b+2g)J = —h(ch+2cg-3hb)+g(b+2g)d+3h(a—f)d—3de

debe cumplirse:
3 2 3
0=[["-3RJT[-SJ" =273,

Observemos que tanto en el D, como en el Y los coeficientes a y f aparecen solo en la
forma (a—f) , con lo que lo mismo tiene que suceder en el D, . Esto nos permitiria reducir a 7 el
namero de coeficientes involucrados en las cuentas, si intentasemos hallar directamente el D, .
Para hacerlo, lo mejor seria trabajar utilizando la expresion del discriminante en funcién de Rj vy
S;. (de definicion natural y extensa expresion), pues se ve que ambos son también funciones
de (a—f), mientras que Ty, , por ejemplo, no lo es. Utilizando el Maple, un ordenador rapido y
suficientes megas de memoria se puede probar entonces la conjetura:

(22) Dy = 32D,

Pero, como hicimos para n=2, vamos a comprobar (22) por caminos que se podrian recorrer
con papel y boligrafo (o al menos con un ordenador modesto):
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Haciendo en P4(z) el cambio z =%h se obtiene el polinomio Py(y) = y4+py3+qy2+r y+s , con

3,2

p=c+3h , q=3h(c+h)+(o-g)d , r=h(Bc+h)+2h(o-g)d+@ahd> , s = chS+h2(b—-g)d+h(a—fid°—doe

El discriminante Dy de P4(y) (vimos en 3.5 que seréa casi el D, ) se puede, por ejemplo, escribir
en funcion de los también casi invariantes Ry y Sy:

Ry = q°-3pr+12s =d°R , S, = 2q°-9qpr-18qs+27r°+27p°s =d°s — D, =d°D,
El ¥ se podra, entonces, expresar en funcion de J, Ry, Sy y [1. En efecto, se tiene:
3 1 3 2 3 . 2
d°3 = o [(d[D° -8R - SJ°] , si d[]=3s—qJ+3J
Ahora, como para n=2, intentamos escribir P4(\) con otro cambio de variable en funcion de los

coeficientes de Py(y) (aqui también aparecera el J ). La siguiente forma de escribir el py, :

p;. = 4dD+8hJ-r—pJ

u—dD—2hJ
_ wdb=2hd

. 4 3 2 .
Sugiere hacer: A= q = Pyw) = u +PuTHg U+ S, , siendo:

Pu=-1-pJ
qQu = qs+(pr—4$)J+qJ2

= —p32—(pq—3r)SJ—(qf—3pS)J2—rJ3

Su = 53+(p2—2q)32J+(23—2pr+q2)s\12+(r2—2qs)J3+sJ4

El discriminante D,, de P4(u) se puede escribir en la forma: D, = 217 [4RM3—SH2] , siendo:
Ry = qu=3p,r Sy = 20u>-9G Pyl u—18GuSu+27r 2 +27py2
w=0u =9Pufy »  OSp=eQu —2quPulu—16quSyte /Ty +</Py Sy
Y sabemos que Ry, Syy Dy soncasilos Ry, Sy D, . Mas precisamente, se tiene:
R.=d*Ry. , S, =d% , D,=d"D;

Como se puede escribir tanto el > como el Dy en funciébn de J,d[], Ry y Sy , €s de esperar
(si se ha de satisfacer (22)) que también pueda hacerse lo mismo con el Ry, y el S, . Se tiene:

Ru=q [Ry(@I)2+S,(@[DJ+R %]
Sy = 21—7 [Sy/(d[])°+6R, 2(d[1)°J+3R, S, (A J>+(S,*~2R,°)J°%]
Deducimos unas igualdades nada visibles a partir de las largas expresiones iniciales de Ry y S;:
Ra=g [RIP+STI+RAP] | Sy= o [STT+6R?[12U+3RS[[U2+(S%-2R%)°]
y que hacen ya sencillo comprobar el resultado (22), es decir, comprobar:

A[RTT2+STTJ+R202]° — [STT+6R2[T2J+3RST[U2+(S2—2R3)3]F =
- [ - 3RJ2[] - sU3[4R%-52]
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_ 3 2 2 . 3
Ejemplo 7. [s7] {X —Y3+3Xy2+2x y—2X%
y'= yT+2xy“+ex

Veamos para qué valores de e podemos precisar con el teorema 3.2 la estructura del origen de
[s7] (y del sistema perturbado con términos de orden mayor que 3) . Como:
m=-6, n=4, p=6, a,.=—b6, a,=4, c,=12 — A=-32=0
concluimos que no hay z mdultiple asociado a A=0 para ningun valor de e .
El Unico problema es que haya centro o foco. Esto ocurre si e<—11/16 =-0.6875 = €* pues:
Pu(z) = 2*22°-27-6¢ — Q=12 V,=24(e—1) , D,=—16(16e+11)(e-1)? , R=12(1—¢)

Por ahora no sabemos precisar su estabilidad para esos valores.

[con el capitulo 4 se podria ver que es centro si e=—1 , foco estable si —1<e<e* e inestable
si e<—1:sera lp=3456(1+e)(1-e) lo que implicara que solo podréa ser centro si e=—1y de
hecho lo sera: el P4(z) se puede factorizar por ser facilimente calculable la Z de 3.5]

¢, Cbmo es el mapa de fases local de [s5] para e=e* ?

v
Sie=e* (D,=0,Vy<0), haydos z complejas
y una doble real: z4=1/2 - A=—1/8 .
Sie=1 (D,=Vo=R=0, Q=0), una triple real ——~

zz=1 — A=—2 yotrasimple zg=1 — A=4 .

Para los demas valores hay siempre dos reales distintas y dos complejas (D,<0) .
Como
s;\=—e3—7e2—1 6e—8=0

séblo tiene una raiz real ( €**=-0.6854 ), por ser menor que cero el discriminante del polinomio
cubico, sélo para e=e** existe un autovalor (simple) A=0 y sélo en ese caso habria que hallar
términos de la variedad centro y no bastarian para analizar el punto los términos de orden 3. En
los demas se mantiene la estructura de la aproximacion homogénea.

Puesto que solo si e=e** pueden los autovalores cambiar de signo, para e*<e<e™ siguen
siendo negativos los A asociados a los dos z reales y por tanto hay un nodo estable.

Por la misma razén, para e>e** (e=1) hay un A positivo y otro negativo como para e=1.
Ademas la orientacion de la circunferencia dada por el signo del A(x,y) del teorema 3.2 sera en
todo caso similar a lade e=1 (es decir, la z asociada al A\ positivo sera mayor que la asociada al
negativo). Hay, pues, para e>e** un punto silla.

[que conste que existen sistemas homogéneos de orden 3 con un A positivo y otro negativo que
no son sillas sino puntos con 4 sectores elipticos (como por ejemplo x'=y3—2x2y ; y'=x3—2xy2 )]
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X'= y3+3xy2—2x3

3 — Py(2) = z*+22%2z2-¢ comoen [s5].
y'=y +ex

Ejemplo 8. Seaahora [s8]{

Sin embargo en este ejemplo nos aparecen situaciones complicadas. Se tiene que:
A=0 , B=216(e-1)(e+1) — si e=1,—1 pueden haber z mdultiples asociados a A=0
Para e=—1 hay centro o foco (se puede ver que centro). Para e=1:
P4(z) = [z+11%[z=1] , z=1 triple asociado a A=—1+3-2=0 .

[a lo mismo nos hubiera llevado el analisis de las raices de P4(z) y el calculo de n,=48(1-e) ]
Por tanto, si e=1 no basta el teorema 3.2 para analizar el origen de [s8].

¢ Para qué otros valores hay z multiples? Para e=e* . Ahora al z4=1/2 esta asociado A=—9/8 .

¢ Cuando existe algun A=0 ? Resulta ser
s). = (1-e)(e®~20e-8) .

Asi que la aproximacion homogénea tiene una recta de puntos criticos también para e=10+6v3
(=20.39, -0.39) vy si le afiadimos términos de mayor orden, es preciso calcular términos de la
variedad centro para completar el andlisis.

Por todo lo anterior, la estructura del origen es la misma (y no depende de términos de
orden superior) en cada una de los siguientes intervalos:

) e*<e<10-6V3 , i) 10-6V3 <e<1 , iii) 1<e<10+6V3 , iv) e>10+6V3 .
Elijamos un e de cada region para ver como es (en todos los casos existen dos z reales):

Para i) los M\ seguiran siendo negativos como para e=e* y tendremos un nodo estable.
En ii) elegimos e=0 — z4=0(A=—2) y 2z~0.84 (A=0.7) + orientacion — silla.

1/3
)

Para iii) si e=4 — z;=2(A=2) y 2,=2"" (3=108"3) — nodo inestable.

Para iv) si e=28 — z4=2(A\=2) y z0=2.9 (A=—1.2) + orientacion — silla.
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3.7 Ideas sobre estabilidad.

La estabilidad de un punto critico elemental es bien facil de determinar: si la parte real de
los dos autovalores es negativa el punto es asintéticamente estable y si existe algun autovalor
con parte real mayor que cero es inestable. En las secciones anteriores hemos hablado de los
‘autovalores' de las aproximaciones homogéneas de orden 2 y 3. La intencién de ésta es ver
si se puede generalizar algo de las ideas de los sistemas lineales a estos de mayor orden.

Primero tratamos el caso n=2 . Es decir, estudiemos la estabilidad del sistema:

x'= ax2+bxy+cy2+A(x,y)

, A'y B de orden mayor que 2
y‘=ex2+fxy+gy2+B(x,y) y yord

[s2] {

Llamemos [H2] a su aproximacion homogénea. Suponemos que c¢=0 (o sea que x=0 no
es invariante) para simplificar las discusiones. No se pierde generalidad pues un cambio de
variable lineal giraria x=0 . Puesto que X'= 0. . ,con A=0 siempre se aleja por la izquierda o
por la derecha del origen, el primer resultado es inmediato:

Si existe algun autovalor real de [H2] distinto de 0 el origen de [S2] es inestable

Por tanto, para que un sistema del tipo [S2] pueda ser estable o asintéticamente estable
deben ser 0 todos sus autovalores reales. La forma mas facil de dar un [S2] asintdéticamente
estable es a partir de un [H2] que tenga un solo z real asociado a A=0.

Por ejemplo:
2 3
{’;.fzx_; — Axy) =—y(y>+x°) — y=0 simple — A=0

Orientando la variedad centro: y=0 — x'=—x>

Con lo que el esquema del punto es el de la derecha:

Otra posibilidad mas complicada es que existan tres z asociados a A=0 . Esto s6lo puede
ocurrir si hay z multiples, pues es imposible que a+bz+cz® se anule para tres z distintos (es
decir, [H2] s6lo puede tener dos rectas de puntos criticos). De otra forma: imponiendo que en la
ecuacion de autovalores se anulen los coeficientes de 22 y A y el término independiente se
obtienen dos Unicas posibilidades de expresar a, f y e en funcion de los demas:

oo _gbrdl _bg __ b, ,_lb-gleordl _ [b-glb-dal __[b-g
T ¢ ' TcYTT 2 - 9c T 9c YT 2702

con un z doble y uno simple en el primer caso y con uno triple en el segundo (asociados todos
a A=0). En general, habria que esperar a la siguiente seccién para tratar un [S2] de estos, pero
podemos dar un ejemplo integrable con el origen asintéticamente estable:

=5 . Ecuacion de Bernouilli de solucién:

x'=y?-x° oK _x _y
y'=—3x2y dy "3y 3x2

x=[Cy-y2'"

El dibujo aproximado de su mapa de fases es el de la derecha:
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Pasemos ya a considerar el caso n=3:

X'= ax3+bx2y+cxy2+dy3 +A(X,y)

, Ay B de orden mayor que 3
y'= ex3+fx2y+gxy2+hy3+B(X,y) y yors

83l |
donde suponemos que d=0 . Ahora se pueden ya presentar situaciones mas parecidas a las de
n=1 : es posible que la aproximacién homogénea [H3] sea asintéticamente estable y pueden
aparecer centros y focos. Pero también van a ser muchas las diferencias (la complicacion del
andlisis entre ellas). Nos limitamos a tratar de analizar cuando [H3] es asintéticamente estable, lo
que, segun todo lo visto hasta ahora, nos garantiza lo mismo para el sistema [S3] (veremos en el
proximo capitulo que esto es cierto también en el caso de los focos). No puede entonces existir
ningtn A=0 (no puede haber rectas de puntos criticos en [H3]). [H3] podia tener 4,2 60
vectores propios reales (y el mismo numero de autovalores). En los dos primeros casos la
estabilidad estaba ligada a las de X'= A+ [en el tercero, la estabilidad dependera del signo
de una integral | , que definiremos en 4.1]. Asi que se tiene el siguiente resultado que permite
estudiar la estabilidad de [S3] directamente a partir de la ecuacion de autovalores de [H3]:

Teorema 3.7

Si [H3] posee M\ realesy todos esos A reales son negativos,
el origen de [S3] es asintéticamente estable.

Tal vez podria pensarse que existiese, como en el caso lineal, una relacion entre la parte
real de los autovalores complejos y la estabilidad. Pero esto es falso tanto en el caso de los
focos como en el de 2 reales + 2 complejos , como muestran los siguientes contraejemplos:

z=0 — A=—1

3.3
{ X'=—x =y 3 — Pu2)=2*-323+47°-22 = 2(2-1)(z%-22+2) — {z= 4 o

y'= —3x2y+4xy2—3y
El origen es asintéticamente estable y, sin embargo, los A complejos son con ReA>0 :
z=1+H — A=1-20 , z=1- — A=1+2i
Los autovalores los podiamos haber calculado a partir de su ecuacioén, encontrada en 5.4:
P4(1) = M43 4024110410 = (A+1)(A+2) (A2=2045)

Los signos de los A reales podriamos hallarlos de otra forma més larga (pero generalizable):
hallando para P4(\) la secuencia de polinomios de Sturm, citados en 5.3, y evaluandolos en —o
, 0 e . Hallandolos Q, T, V,, T, y Dy alli citados se obtiene:

-» m -m Q -V, Dy - 1 -1 -5 1960 -173056
0 s r T -T, D - 10 11 —149 -4720 -173056
o m m Q V, D - 1 1 -5 -1960 -173056

Por tanto hay 2 autovalores reales negativos y no hay ningun autovalor real positivo.
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3 2

;si m>0, z=+iVm — A=2+m=iVm

3 2
X'=2x"-xy“~—
«]| v,y —  Py(2) = (Z2+m)

y'= m2x3+2x2y+2mxy2—y3
Este sera el ejemplo 1 de 4.1. Alli veremos que el origen es un foco estable para m>2 . En
cambio, la ReA>0 paratodo m>0 . Para m<0 (cuatro z reales) el signo de A=2+m+V-m si
nos da la estabilidad: es asintoticamente estable si m<—4 . Otra forma de ver lo Ultimo seria hallar
el signo de las raices reales de:
P4(0) = % — 4m+2)23 + 2(m3+8mZ+12m+12)22 - 4(m+1)(M+2) (M2 +4)k +(m+1)2(mZ+4)2

El objetivo ideal que podriamos plantearnos seria encontrar una caracterizaciéon, a ser
posible algebraica, de la estabilidad del origen de [H3] en términos de sus coeficientes. Pero
veremos que no se puede expresar la integral | del caso complejo de forma sencilla. Y el andlisis
de los casos reales también se hace muy complicado: aunque la distincién entre cuando hay 4
6 cuando hay 2 raices reales no es demasiado larga (basta considerar la ecuacién de vectores
propios y utilizar la clasificacion de 3.5) si lo es precisar en cada caso silos 4 olos 2 autovalores
existentes son todos negativos o no. En teoria esto se puede afirmar sin mas que aplicar el
método de Sturm a la ecuacion de los M.

Pero si el P4(\) ya tiene unos coeficientes m, p, g, r, s bastante gordos (respectivamente,
de orden 2, 3, 4,5, 6 en términos de los coeficientes de [H3] ) lo son mucho mas los Q, T, Vo,
Ty y D4 de los polinomios de Sturm (de orden 6, 8, 14, 15y 24 , aunque el resultado (22) de
3.6 permita hallar en vez del Dy, el discriminante de orden 6 de la ecuaciéon en z).

Conclusiones mas modestas sobre estabilidad si se podrian dar utilizando los resultados
clasicos del estudio de polinomios. Por ejemplo, de la ley de Descartes de los signos se sigue:

Si P4()) tiene raices reales y todos sus coeficientes son positivos = el origen es AE.

[esto (y el hecho de que el discriminante de Py4(z) era negativo) bastaba para garantizar la
estabilidad asint6tica del primero de los dos ejemplos analizados]

O del simple teorema de Bolzano para funciones continuas:

s) <0 = el origen es inestable.

[También en el caso de autovalores todos complejos, se podrian enunciar, a la vista de
la expresion que daremos de la |, condiciones suficientes de estabilidad. Por ejemplo:

Sino hay A reales, d(c+3h)>0 , d(3a+f)>0 y (b+g)2s(c+3h)(3a+f) = el origen es AE ].
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4. ¢(Centros o focos?

Dado el sistema analitico:

s] { X' = An(x,y)+An+1(x,y)+
y' = B"(x,y)+B" (xy)+

abordaremos en este capitulo uno de los casos en que no basta el teorema 3.2 para precisar su
estructura local: cuando son complejos todos los 'autovalores' de la aproximacién homogénea
(necesariamente n ha de ser impar). En ese caso sabemos que no hay 6rbitas que pasen por el
origen con pendiente definida y el punto es un centro o un foco.

Analizaremos en la seccion 4.1 cuando la aproximacién homogénea [H] posee un centro,
un foco estable o un foco inestable. Veremos que esto dependera del signo de la integral:

o E
I=[_ P:;E ; dz , con Ppyq(2)=B"-2A" | En4(2)=AN+BYy |,
con P,,1(2) sinraices reales (cuando sea | =0 habra un centro). En 4.2 avanzaremos en el
problema de determinar analiticamente el signo de integrales de la forma | para n=3 (problema
nada trivial) y aplicaremos los resultados en 4.3 al estudio de sistemas concretos.

Para determinar el signo de | para n=3 comenzaremos hallando su valor en términos de las
raices de los polinomios de tercer grado que aparecieron en la seccion 3.5. Luego trataremos
varios casos de P, factorizables para los que se puede dar una expresion algebraica de | en
términos de los coeficientes, detallando al tiempo cuando P, solo posee raices complejas.
Deduciremos a continuacion una condicion necesaria para la anulacién de | : debe anularse un
polinomio |y de orden 6 en los coeficientes de Es y Py .

Estudiaremos después lo que sucede al afadir a [H] términos de mayor orden: los focos se
conservaran, pero los centros pueden convertirse en focos. Primero repasaremos en 4.4 los
muy estudiados centros elementales (su estabilidad la determinan los llamados valores focales
o constantes de Lyapunov |, (polinomios en términos de los coeficientes del sistema); para
que el sistema no lineal tenga un centro deben anularse todas las I, ). Luego trataremos los no
elementales en 4.5, con mas detalle los de aproximacién cubica. Para estos centros clubicos (es
decir, con 1=0) perturbados la siguiente condicién que da su inestabilizacion sera una integral J
mucho méas complicada que la | (la J vendria a ser la siguiente 'constante de Lyapunov'):

J= f_oo[ P45/2 PT?% ]Edz , con E(z exp[2 0 P4 ]

Qg(z) = B3A-A%BY| | ) . Q1p(@) = (B-zAA%B*-B%AY|

Esta J (evidentemente no calculable en general) la conseguiremos reducir a otra similar con el
numerador de grado 2 que, en ocasiones, tendra signo definido. Si esto es asi, habriamos
probado algebraicamente que el centro se ha convertido en foco.
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La primera prueba (con errores; ver [31]) de que en un sistema analitico no pueden existir
centro-focos por no poder acumularse los ciclos limites se encuentra en [1].

Que la distincion entre centro y foco homogéneo depende de una integral se puede ver ya
en [3]. En [6], [26] y [35] se utiliza una integral similar a la | que hemos definido pero el
numerador de su integrando es A" . Considerar dicha | (utilizada en [32] y [38]), simplifica aun
mas los calculos al tener el numerador de un grado inferior (lo que la hace estrictamente
convergente; ademas deja claro que se anula, como debe, si el sistema es exacto).

No parece existir ningun resultado similar al teorema 4.2 ni a las demas técnicas de
distincion entre centros y focos (expuestas en [38]). En [32] se dan condiciones algebraicas de
estabilidad de focos cubicos (y de mayor orden), pero a partir de la suposicién de que el
polinomio del denominador de | ya esta factorizado, con lo que se evita la principal dificultad.

Hay muchas referencias sobre los centros lineales perturbados de 4.4. Esta seccion no
deduce resultados nuevos, aunque si presenta, de forma simplificada, detallada y facilmente
reproducible con ordenadores modestos, el calculo de los primeros valores focales. El |3 esta
calculado, por ejemplo, en el capitulo IX de [8] (por la via aqui seguida, pero sin detalles) o en el
3 de [13] (de modo totalmente diferente). Nuestras integraciones por partes para abreviar el
calculo de los siguientes valores focales son similares a las de [12] 0 [21]. Un camino alternativo,
basado en desarrollos en serie de funciones de Lyapunov, esta descrito en [3], [10] o [15]. No
conocemos expresiones tan reducidas como la nuestra para I5 en el caso general.

Se han calculado muchas mas veces las |, para sistemas concretos, con el fin de obtener
condiciones algebraicas necesarias y suficientes para la existencia de centros y avanzar en el
principal problema abierto en la teoria de sistemas polinomiales planos, el llamado problema 16
de Hilbert sobre el maximo numero de ciclos limites de un sistema polinomial de grado n, no
resuelto siquiera para n=2 (ver [22] o [30]). Un buen articulo de resumen sobre la integrabilidad
de los sistemas cuadraticos x'=y+ax2+bxy+cy2; y'=—x+ex2+fxy+gy2 (sobre los que hay méas
de 800 publicaciones) es [27] que indica los errores de alguna referencia anterior (la clasica y
muy citada [4] o [16]), ademas de probar condiciones de centro, como las nuestras, en términos
de los coeficientes del sistema inicial (y no del habitual con e+g=0 al que se lleva mediante un
cambio de variable). Se dan condiciones de centro bastante compactas en términos de la forma
compleja de estos sistemas en [29]. Para los centros perturbados con polinomios cubicos se
puede ver [33] que se basa en [5]. Sistemas con términos cuadraticos y cubicos se tratan en
[283], [28] u [34], con términos de orden cuatro en [21] y [35], de orden cinco en [37] ...

Hay muchos menos resultados sobre los centros y focos homogéneos perturbados de 4.5.
Que un foco se conserva esta probado en [35]. Integrales (en polares) en la linea de la J del
teorema 4.4 (presentada en [38]) aparecen en [3], [9], [18], [19], [25] o [28], pero casi nada se
dice sobre la determinacion efectiva de su signo, ni se realizan nuestras reducciones. Y los
sistemas con focos no elementales analizados son mucho més faciles que los nuestros (por
ejemplo, es P4=1 en [28]). En relacion con este tema es importante tener en cuenta el articulo
[7] que prueba a través de un contraejemplo que, en general, el problema de distinguir entre
centros y focos de este tipo de sistemas es, a diferencia de lo que ocurre con los lineales,
algebraicamente irresoluble. Hay reflexiones sobre esta idea en [14], [20], [24] o [25] .

Un breve y buen repaso de la poligonal de Newton (que se utilizara en este y, sobre todo,
en el siguiente capitulo) se puede leer en el capitulo 2 del [11]. Libros de geometria que tratan
este tema (y que también exponen resultados sobre polinomios) son [2] y [17].



57

Referencias del capitulo 4

[1] H. Dulac. Sur les cycles limites. Bull. Soc. Math. France 51 [1923].
[2] R. J. Walker. Algebraic curves. Princeton University Press [1950].

[3] V. V. Nemytskii - V. V. Stepanov. Qualitative theory of differential equations.
Princeton University Press [1960].

[4] N. N. Bautin. On the number of limit cycles which appear with the variation of the coefficients
from an equilibrium point of focus or center type. Amer. Math.Soc.Transl.Ser.l 5 [1962], 396-413.

[5] K. S. Sibirsky. On the number of limit cycles in the neighborhood of a singular point.
Differential Equations 1 [1965], 36-47.

[6] J. Argemi. Sur les points singuliers multiples de systémes dynamiques dans R2.
Ann. Mat. Pura Appl. Ser IV 79 [1968], 35-69.

[7] Yu. S. Il'yashenko. Algebraic insolvability and almost algebraic solvability of the
center-focus problem. Funct. Anal. Appl. 6 [1972], 197-202.

[8] A. A. Andronov - E. A. Leontovich - I. I. Gordon - A. G. Maier. Theory of bifurcations
of dynamical systems on a plane. Wiley [1973].

[9] N. G. Lloyd. A note on the number of limit cycles in certain two-dimensional systems.
J. London Math. Soc. (2) 20 [1979], 277-286.

[10] S. Songling. A method of constructing cycles without contact around a weak focus.
J. of Diff. Eq. 41 [1981], 301-312.

[11] S. N. Chow - J. K. Hale. Methods of bifurcation theory. Springer-Verlag [1982].

[12] N. G. Lloyd. Small amplitude limit cycles of polynomial differential equations.
Lecture Notes in Mathematics 1032 [1982], 346-357.

[13] J. Guckenheimer - P. Holmes. Nonlinear oscillations, dynamical systems, and
bifurcations of vector fields. Springer-Verlag [1983].

[14] V. I. Arnold. Geometrical methods in the theory of ordinary differential equations.
Springer-Verlag [1983].

[15] T. R. Blows - N. G. Lloyd. The number of limit cycles of certain polynomial differential
equations. Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 98 [1984], 215-239.

[16] Ye Yangian. Theory of limit cycles. Trans. Math. Monographs, 66. AMS. [1986].
[17] E. Brieskorn - H. Knérrer. Plane algebraic curves. Birkhduser. [1986].

[18] C. Chicone - J. Sotomayor. On a class of complete polynomial vector fields in the plane.
J. of Diff. Eq. 61 [1986], 398-418.

[19] B. Coll - A. Gasull - J. Llibre. Some theorems on the existence, uniqueness and
nonexistence of limit cycles for quadratic systems. J. of Diff. Eq. 67 [1987], 372-399.

[20] Yu. S. Ill'yashenko. Algebraically and analytically solvable problems in theory of
ordinary differential equations. J. Soviet Math. 47 [1987], 2570-2584.

[21] M. A. M. Alwash - N. G. Lloyd. Non-autonomous equations related to polynomial
two-dimensional systems. Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 105 [1987], 129-152.

[22] N. G. Lloyd. Limit cycles of polynomial systems. LMS Lect. Notes Series 127 [1988], 192-234.

[23] N. G. Lloyd - T. R. Blows - M. C. Kalenge. Some cubic systems with several limit cycles.
Nonlinearity 1 [1988], 653-669.

[24] V. I. Arnold - Yu. S. Il'yashenko. Ordinary differential equations.
Encyclopaedia of Math. Sci., vol 1. Springer- Verlag [1989].

[25] A. D. Bruno. Local methods in nonlinear differential equations. Springer- Verlag [1989].



58

[26] A. Cima - J.Llibre. Algebraic and topological classification of the homogeneous cubic
vector fields in the plane. J. of Math. Anal. and Appl. 147 [1990], 420-448.

[27] D. Schlomiuk - J. Guckenheimer - R. Rand. Integrability of plane quadratic vector fields.
Expo. Math. 8 [1990], 3-25.

[28] T. R. Blows - C. Rousseau. Bifurcation at infinity in polynomial vector fields.
J. of Diff. Eq. 104 [1993], 215-242.

[29] H. Zoladek. Quadratic Systems with Center and Their Perturbations.
J. of Diff. Eq. 109 [1994], 223-273.

[30] F. Dumortier - P. Roussarie - C. Rousseau. Hilbert 16th problem for quadratic vector fields.
J. of Diff. Eq. 110 [1994], 86-133.

[31] Yu. S. ll'yashenko - S. Yakovenko. Concerning the Hilbert 16th problem.
AMS Translations, Series 2, vol 165 [1995].

[32] C. B. Collins. Algebraic conditions for a center or a focus in some simple systems of
arbitrary degree. J. of Math. Anal. and Appl. 195 [1995], 719-735.

[33] C. Rousseau - D. Schlomiuk. Cubic vector fields symmetric with respect to a center.
J. of Diff. Eq. 123 [1995], 193-223.

[34] A. S. Shubé. The structure of the integrating factor of a cubic system with a singular
point of center type. Differential Equations 32 [1996], 726-729.

[35] J. Llibre - J. S. Pérez del Rio - J. A. Rodriguez. Structural stability of planar
homogeneous polynomial vector fields: applications to critical points and to infinity.
J. of Diff. Eq. 125 [1996], 490-520.

[36] J. Chavarriga - J. Giné. Integrability of a linear center perturbed by a fourth degree
homogeneous polynomial. Publicacions Matematiques 40 [1996], 21-39.

[37] J. Chavarriga - J. Giné. Integrability of a linear center perturbed by a fifth degree
homogeneous polynomial. Publicacions Matematiques 41 [1997], 335-356.

[38] J.I.Aranda. Centros y focos degenerados de sistemas analiticos planos.
Actas XV CEDYA [1997] (aln no publicadas).



59

4.1 Sistemas homogéneos.

Consideremos primero el sistema analitico homogéneo

H] {x' An(x,y) =anoxn+...+a0nyn
y' =B"(x,y) =bnoxn+...+b0nyn

Escrito en polares [ c=cos6, s=sen6 , como en el capitulo 3 ], adopta la forma:

- r'=[cA"(c,s)+sB"(c,s)]" = M (0) " dr M6

' = [cBn(c,s)—sAn(c,S)]rn_1 =my(6) (N1 dé — mp(8)

Supondremos que el denominador mp(6) = bnocn+1 + ...—aOnsn+1 no se anula para ningun

0 (por tanto, debe ser el producto b,g-ag, < 0 ). Entonces sabemos por el capitulo 3 que no

existen variedades que lleguen al origen con pendiente definida y por tanto [H] tiene un centro

o un foco en el origen. Recordemos que para que mp no tenga raices reales es necesario que

n seaimpar. Como Mp y mp son entonces m-periddicas, esta claro que la r de las 6Orbitas

tenderéa a infinito con 6, sera funcion periddica de 6 o tendera hacia 0 al tender 6 hacia
infinito, segun sea mayor, igual 0 menor que cero, respectivamente, la integral:

- /2 Mn(e) 4o
1=f—n/2 mn(G)

necesario conocer, ademas, el signo de mp(6) , o lo que
es lo mismo, el signo de bng oelde agn (si agn>0, 6

decrece con t,y crece si agn<0): 6'<0

14>0 I4<0
[H] tendra entonces un centro en el segundo caso y un
foco en los otros dos. Para precisar la estabilidad del
foco no basta precisar el signo de la integral. Es

Hagamos algunas operaciones para facilitar el calculo de la integral. Observemos primero que

d

46 m, = —csB", +c2B" +sA csAny—an—Anc=

= A" +B" —c(cA"+sA") — A"c — s(cB"+sB") - B"s = A"y + B"y — (n+1)M,
puesto que para cualquier polinomio homogéneo P(x,y) de grado n se cumple que:

xPy(xy) + yPy(x,y) = nP(x.y)
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Por tanto, si llamamos | E,_1(x,y) = A" (xy) +B", (x,y) | , se tiene:

n/2 E._4(c,s
1 n—1( )de— 1

| 1 /2 1 /2 Ep_4(c,8)
" nit)2 m, n+1

[inimel 1~ = et J o my,

do

Olvidamos la constante positiva, hacemos el cambio de variable z=tan6 en esta Gltima integral,
utilizamos para su denominador la notacién del capitulo anterior y definimos:

= fn/Z M (0) & = f_oo Pre1(2) dz , Pn.4(2)=B"(1,2-zA"(1,2)

[Si no hay ninguna orbita de [H] que llegue al origen con pendiente definida es P, 1(z)=0 Vz].

Recopilando lo anterior se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.1

Supongamos que Pp,1(z)=0 Vz. Entonces:

Silaintegral 1=0, el origen de [H] es un centro.
Si I.apgy,>0, el origen de [H] es un foco estable.
Si 1.apy<0, el origen de [H] es un foco inestable.

[Si el sistema es exacto se tiene 1=0 vy el origen es un centro, como debia ocurrir].

Veamos la forma particular que adopta el teorema para los dos casos mas sencillos: n=1 y n=3.

X'=ax+by

Si n=1, el sistema es lineal: { .
y'=ex+fy

y se tiene:
Po(z)=—bz?+(f-a)z+e , Eg=a+ .

Para que tenga centro o foco debe ser Ps(z)=0 Vz & (f—a)2+4be<0 [= be<0]. Como

et _ 2n(a+f) __
=L e = 90 e ape sg[l.b] = ~sg[a+]

y por tanto:

si a+f=0 el origen es un centro,
si a+f<0 el origen es un foco estable
si a+f>0 el origen es un foco inestable

( Resultado inmediato a partir de los autovalores del sistema: A = % [ fraxV (f-a) +4be] ).
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x'= ax3+bx2y+cxy2+dy3

Si n=3 , nuestro sistema es H3
[H3] { y'= ex3+fx2y+gxy2+hy3

Para que tenga centro o foco debe ser:

Pa(2) = —dz4+(h—c)23+(g—b)22+(f—a)z+e;=0 Vz (= de<0).

Ahora

| _f 3} (c+3h)z +(2b+29)z+(3a+f) dz

—dz*+(h—c)z5+(g—b)z>+(f-a)z+e

es la integral que informa sobre la estabilidad. Para calcular | necesitamos factorizar el
denominador. Esto, en teoria, se puede hacer ya que, como vimos en 3.5, existen férmulas
para el célculo de las raices de un polinomio de cuarto orden. Pero son poco utiles en la
practica. En la seccion siguiente abordaremos el problema de precisar con detalle cuando el
denominador no tiene raices reales y el problema general de determinar el signo de | . Pero por
ahora, nos limitamos a hallar directamente | en dos casos en los que la descomposicion del
denominador es especialmente sencilla.

Primero, supongamos que Py(2) = —d[zz+Az+C]2 , siendo 4C-A%50 .
Debe ser entonces:
h-c=—2dA , g-b=—d(A%+2C) , f-a=—2dAC , e=—dC?
Por tanto:

=00 d C_ 2140 -2 — 4C-A% = 5 [8d(b-g)-3(c-h)?]
4d

y han de satisfacerse las siguientes relaciones entre los coeficientes:

f = a - [4d(b-g)-(c=)2] , & = — = [4d(b-g)~(c=h)2]* 1
asdg[(guc)]e 64d3[(g)(0)] (1)

Es facil de calcular una integral de la forma:

2

© apz-+aqz+ag 2aoC+2ag-a1A

.5 2 dz = 2n 2302 (2)
[z5+Az+C] [4C-A7]

De lo anterior se deduce que:

. 8d%a+d(5bh—3gh-bc—gc)—h(c—h)°
[8d(b-g)-3(c-h)2>/2

| = —sg(d) 16

Asi pues, si 8d(b—g)>3(c—h)2 y los coeficientes del sistema satisfacen las relaciones (1),
concluimos que el origen de [H3] es del tipo esquematizado a continuacién:

5 o <0 — foco E
8d“a+d(5bh—-3gh—bc—gc)—h(c—h) =0 — centro
>0 — foco |
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Otro caso facilmente resoluble aparece si a=f y c=h, entonces:

P4(z) =—dz*+(g-b)P+e =0 — % [ gb \/T

Las cuatro raices de P4(z) han de ser complejas. Esto puede darse en dos casos que
conducen a las dos posibles factorizaciones diferentes del polinomio bicuadrado Py:

b;g

d = 25, el corchete es real y negativo y hay cuatro raices imaginarias puras. Asi:

P4(2) = —d[z%+C][z°+D] , C,D>0
Como
fOO a222+a1z+a0 sy = a0+a2\/_
- [Z +C][Z +D] \/_D[\/EH/_D]

VCD =S, C+D = bii — VoD =/ 22 9. 25

00 2
| = f_ 4cz=+2(b+g)z+4a dz = 4 a+cS (@)

2 2
* _d C D —
[2+Cliz +D] dasy/ °8 +2s

sg[d.l] = —sg[ a+ cS]

y se tiene que

deducimos que

Asi pues,

Si -2S <b—c_jg <28, es complejo, las raices de P4 tienen parte real y entonces:

P4(z) = —d[z°+Az+C][z°—Az+C] , 4C-AZ = %q +25850, C=S

Ahora:
a z +aqz+a an+aoC
f pz +aqz+ag . _ 30t (5)
‘°°[z +Az+C][z —Az+C] CV4C-A?

y obtenemos para | exactamente la misma expresion (4) que en el subcaso anterior.

Si b—;g =25, es P4(z)=—d[22+C] C>0 yelvalorde I=-2n 83/82 estéa recogido en (4).
d

bg

Y, por ultimo, si q = —2S , el denominador P4(z) posee raices reales.

Resumiendo, en el caso de que sea

a=f ,c=h y d 2\/_

deducimos del teorema 4.1 que el origen del sistema [H3] tiene la siguiente estabilidad:

- | <0 — foco E
cVlel +aVldl | =0 — centro
>0 — foco |
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x' = 2x3-xy2_y3

Ejemplo 1.
jemp { y'= m2x3+2x2y+2mxy2—y3

— Py(2) = Z*1omz24m? = [z2+m]2

Este sistema posee un centro o un foco si m>0 . Para precisar su estabilidad podemos
acudir a las férmulas de los dos casos analizados. De cualquiera de ellas deducimos que:

O<m<2 — foco | m=2 — centro m>2— foco E

Integrando graficamente con el ordenador para los tres valores de m indicados abajo:

m=1.5 m=2 m=3

x' = —x*y+ax3y2_y5

. 6 2
Ejemplo 2. — Pg(z) =z +3[z+1]">0 paratodo z.
jemp { y' = 3x%+6xy+2x3y 2 6(2) [z+1] p

Yy +ax2y3

o Ex(1,z © 72
Tenemos que aps=—1<0 y que |=f_ ;;(Z))dz = Gf_ ?326(;)1 dz.

Por el teorema 4.1 esta claro que si a=0 el origen es un foco inestable. Pero para discutir lo

que sucede si a<0 , al no disponer de una expresion exacta de | (que es lo habitual),
tenemos que evaluar numéricamente las integrales:

[
—0 P6(Z)

El cambio de estabilidad (el centro) se da, pues, aproximadamente para a~—1.615.

dz~1.7456 | f_°° 1(2) dz ~ 1.0857

Ps
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4.2 Calculo de la integral | para n=3.

En la seccion 4.1 vimos que, si no existen variedades que lleguen al origen, la distincion
entre centros y focos de un sistema con aproximacién homogénea de tercer orden se reducia
al célculo de una integral de la forma

© Ep(2)
| Ef_w%dz

siendo Ep un polinomio de segundo grado y P4 uno de cuarto sin raices reales. Denotaremos:
Eo(z) = a222+a1 z+a y Py(z) = mz4+p23+q22+rz+s

y usaremos la notacién introducida en la seccién 3.5 para el estudio del P4(z) . Alli vimos que
dicho polinomio tenia cuatro raices complejas si D4>0 y V2<0 6 Q<0 o bien si Dg4=V2=0, Q<0
y R=0 (< F=V2=0, Q<0 y en ese caso las raices eran dobles). Una condicién necesaria para
que esto suceda es que sea ms>0 . Suponemos desde ahora que ambos coeficientes son
positivos: m,s>0 . El valor de | seria facil de hallar si tuviésemos factorizado el denominador:

P4(2) = m[z2+Az+C][22+Bz+D] = m[2P—(z4+20)z+212o)[2°(25+24)2+2524]

Damos los siguientes nombres a las partes reales e imaginarias, a los médulos y a los
argumentos de las parejas de raices complejas conjugadas z1,z2 y 23,24 :

ri[cos6q xisendy] ,4C>A2 , p>0, 61€(0,m)

+

Zy0="-

Nm N>

+

Nl=a N[—=

VAC-A" = azxif
VaDB? = yxid

ro[CcoSBs +isends ] ,4D>Bz, >0, 8,€(0,m)

Z3 4=~

Teoricamente, utilizando las técnicas de la seccién 3.5, podriamos llegar a calcular A, B, C,
Dy las raices, pero obtendriamos una expresién nada manejable para |. Lo primero que vamos
a hacer sera escribir 1 en funcién de las raices de los polinomios de tercer grado que nos
surgieron en el calculo de las raices de los polinomios de cuarto grado. A partir de ahi podremos
expresar | en funcidén de los coeficientes de los polinomios del integrando en varios casos
particulares. Recordemos que:

Z = m[C+D] = m[a®+y 242467 , X=m[ABl=mlday] ,
Y = m[2(C+D)-AB] = 2m[(a—y)2+p 2+5°]
satisfacian, respectivamente, las ecuaciones:
Z2-qZ+KZ-N =0 , X°-29x%+qX-qy=0 , Y3 -3RY-S=0

A partir de cada una de ellas podiamos calcular las otras:

Y
3

xsz=q , X="4¥ | z-
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Puesto que los discriminantes de los polinomios de tercer orden son positivos (al serlo Dg),
sus raices son reales. Z=Z1, X=X1 e Y=Y{ seran las descritas arriba y las otras tres parejas
Zo3,X23 e Yo 3 apareceran al agrupar de forma diferente las raices de P4(z):

[z—(a+iB)] [z—(y+id)] = 22— [o+y +i(B+0)] z + [ay —BO+i(Py+ad)]
[2—(a—iB)] [2~(y—id)] = 2° — [o+y —i(B+8)] Z + [y —BO—i(By+ad)]

[2—(cc+iP)] [z-(1—i8)] = 2° — [cr+y +i(B—0)] Z + [cry +BO+i(By—cud)]
[z—(c—iP)] [z—(1+i6)] = 2° — [ar+y —i(B-0)] Z + oty +BO—i(By—0td)]

Asi pues las otras raices, si llamamos E = V4C-A"V4D-B” = 4B5 , son:

Z3 = m[20y-2p 8] =5 [AB—E] < Zp = m[2ay+2p 8] =75 [AB+E] < Z4
Xg = m[(c+7)%+(p+0)°] = 3 [2(C+D)+AB+E] > X = m[(c+7)2+(p—0)°] = § [2(C+D)+AB-E] = X,
Y3 = m[-6p0— (a—y)2—p 2= 5] < Y, = m[6Bd— (a—y)°—p 2=52] < Y
satisfaciéndose:
ZyZg= XgXp =73 [Vo-Yal = m[4p5] = mE>0
Z4-Z3= Xg-Xq = % [Y4-Y3] = m[(c—1)2+(p+8)°] = 3 [2(C+D)-AB+E] > 0
Z1-Z5 = XoXq =% [Y1=Y,] = m[(a—1)?+(B—-0)%] = 0 (=0 si raices dobles)

Otras relaciones que utilizaremos y que se comprueban sin dificultad son:

X1 = 22+23 s X2 = Z1 +23 s X3 = Z1 +Z2 , 4= Z1 +22+23 , 2q = X-| +X2+X3
K-L = Z1 22+Z1 23+2223 , Z1 ZZ = K—L—23X3
2 2 2 2
Yi+Yo=-Y3, Y{Yo=Y5%8R, (Y1-Y3)(Yo-Y3) = 3(Y5™-R), (Yo-Ys)® = 3(4R-Y,?)

Pasemos ya al célculo de la integral. Si tuviésemos factorizado P,(z), podriamos hallar |
utilizando, por ejemplo, integracién por residuos. Tras unas pocas cuentas se obtiene:

| _ 2 [ Es(z4) .\ Ex(zo) ] _
- m | [z1-2ollz1-2Z3llz1-24]  [23-2Z1llz3-2Z0llZ53-2Z4] | ~

_2ni ap[ 212p(23-24)+(21-20)2324 | + agl 21-2p+25-24 ] + a4[ 2125-2524 ] _
m [21—22] [Z3—Z4] |Z1—Z4|2
a2[(a2+[32)6+(y2+62)[3] + a0[6+[3] +2a4 [a6+[3y] _

By [(=1)2+(p+0)°]

34

aor r2[r1sen62+rzsen61] + ao[rzsen62+ r1sen81] +2a4r4 r2[sen(61+62)]

T
m ryrosenfysends [rq 2+r22—2r1 roc08(61+65)]

_ 21 2ay[CV4D-B*+DV4C-A?] + 2a5[V 4D-B"+V 4C-A"] - a4[AV 4D-B"+BV 4C-A"]
V4D-B? V 4C-AZ [2(C+D)-AB+V 4D-B?V 4C-A7]

3




66

Observemos que, puesto que los denominadores de las fracciones largas son positivos,
para determinar el signo de | bastaria determinar el signo de sus numeradores. Observemos
también que dichos denominadores los tenemos ya expresados en funcién de las X, las Z o las
Y. Veamos que el numerador también se pueden escribir en funcion de dichas variables y de
los coeficientes de P4. Esto se puede hacer de varias formas. Teniendo en cuenta que:

o2 = [ V4D-B" + Vac-A® 12 = 4(C+D)+2AB+2E — (A+B)?

[lo2 = [ CV4D-B” + DV 4C-A? 12 = 2CD[2(C+D)+AB+E] — (AD+BC)?

[142 = [ AV4D-B? + BV 4C-A? ]2 = 4(A+B)(AD+BC) — 2AB[2(C+D)+AB-E]
deducimos:
m? []02 = 4mX3—p2 = 4m23+4mq—p2 =% [8mq—3p2—4mY3]
m° []22 =4s,X3—r2 = 4sZ3+4qs—r2 =% [8qs—3r2—4sY3]
mP 0y = 4lK-XyXe] = 4[L2%] = [9L-(a+Yo)]

Los corchetes []g y [l son positivos. Por tanto:

1 1
lo = ~ VamXg-p? o = o VasXg—”

El tercero, sin embargo, no tiene signo definido, pero puesto que:
sg [ly =—sg [sen(61+65)] =—sg [cos4+cosh,] = sg [AVD+BV C]

y como

m32[AVD+BV C][VD+VC] = m>?[(A+B)VCD+(AC+BD)] = [pVs+rVm]

deducimos que

_ sglpVs+rVm

[y = m

VK=X1Xo

Hemos encontrado, pues, una primera expresion de | en funciéon de las X :

a2\,/Zs_)(_3:rﬁz + ao\/ZmX;;—_pz_— sg[p\/§+r\/7n] a1\/K—X1X2
[Xs-Xo] [Xg=x1]

| =2n (7)

Podemos también expresarla utilizando exclusivamente del Y53 (la menor de las raices),
cuya expresion en funcion de los coeficientes del P4(z) conocemos desde la seccion 3.3:

a2\/§\/?P_—_4§\73 + ao\/§ —-Q-4mY3 — sg[pVs+rVm] a1\/§l__—(_q:V3_)2_
| =2x 5
Y52R

O+2n
3

con Y3=2VRcos , siendo ¢ =arccos ?sz
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Otras expresiones pueden deducirse del hecho de que también los productos de unos
corchetes del numerador por los otros pueden también expresarse en funcién de las X, Y 0 Z:

[lo I = 8CD—(A+B)(AD+BC) + (C+D)(AB+E)
[lo 11 = 4(AD+BC) — (A+B)(AB-E)
[Io [11 = 4CD(A+B) — (AD+BC)(AB-E)
Por tanto:

m? [lg [lp = 2L—-K+2Z,Z5 = K—2qZ5~Z5° = % [2Y42-2qY3-4q2+9K]
2
m? []o [I; = 4mr—2pZs = 3 [6mr—pa-pYg]

2
m? o[y = 4ps—2rZz=73 [6ps—ar—rYg]

Asi, multiplicando el numerador y el denominador de (6) por []y obtenemos:

| o a2[2L—K+22122] +a0[4mZ3+4mq—p2]—a1 [2mr—p23] _

[25-2,] [25-24] \/4m23+4mq—p2

ox 3,[2Y3°-2qY5-4q7+9K] + 3a,[-Q-4mY;] - 3a, [V-pYj]
RE [vs%-Al yGramY;

(10)

Podriamos obtener formulas analogas multiplicando por []» . Y, por ultimo, en el caso de que

sea []y=0 (es decir si pVs+rVm = 0 ), podemos multiplicar también arriba y abajo por dicho
corchete para obtener una nueva expresion (en funcion sélo del Zz):

a2[2ps—r23] + ao[2mr—p23] -a, [L—232] ~

| =sg[pVs+rVm] 2n (11)

[8252-2qZ4+K-L] V1-Z52

3a,[W-rY3] + 3a,[V-pY3] - a, [9L-(q+Y3)?]

= sg[pVs+Vm] 2 (12)

A partir de ahora deduciremos formulas para casos particulares en los que las ecuaciones
de tercer orden son resolubles. En primer lugar, vamos a volver a hallar el valor de | en los dos
casos sencillos analizados ya en la seccion 4.1: si existen raices complejas dobles y si p=r=0 .

De 3.5 sabemos que hay raices dobles si F=V5=0 (si Q<0 son complejas, si Q>0 reales y
si Q=0 hay raiz cuadruple). Otra caracterizacion de esta situacion se obtiene definiendo:

M Emrz—pzs
y observando que:
P2V, = 2mQM—(rQ+qV)F (13)
pues entonces:
si p=0 , hay raices complejas dobles <« Q<0 y M=F=0 (14)

[si p=0, las complejas dobles aparecen si ademas r=0 y q=\/f ]
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Sea | F=V,=0 | = p’~4mpqg+8m?r =16m>qs—6p2ms—18m2r2—3p°r+14mpqr+p2g2—4mgq3

1 2 .
< r=#[4mq—p2] , s=&ng[4mq—p2] < raices dobles. [... .
[ysi p=0, siysoOlosi M=F=0]
Las raices de P4(z) son complejas < Q<0 <« 8mq>3p2

Haciendo B=A y D=C en (6) obtenemos (si m=1) de nuevo (2): SRR

[4mq—p2]a2+8m2ao—2mpa1
o3 | =4n a2 (1)

| =foo a222+a1z+a0 dz = @ 2320+28.0—3.1A
—© m[z2+Az+C]° M [4c-A?]

puesto que A=p/2m , C=Vs/m= [4mq—p2]/8m2

Siahoraes | p=r=0 |, entonces D4=4L[q2—L]2 , V2=4mq[L—q2] , Q=—8mgq . Asi:

q>VL = Dg>0,Vo<0 ; g=VL — Dy4=Vy=0,Q<0 ; 0=q<VL— Dy>0,Q<0 ;
—VL<q=0 = D40, Vp=0 ; q=—VL — Dy=V5=0,Q50 ; gq<—VL — Dy4,Vp,Q>0

En los cuatro primeros casos hay raices complejas (dobles si q=\/f )- Asi pues:

2 .
Si p=r=0 las raices son complejas < g>—VL <« | $>9 /4m , siq=<0
s>0,siq=0

Las dos posibles factorizaciones del P4(z) nos llevan a las férmulas vistas en 4.1.
Haciendo A=B=0 en (6) obtenemos (3) cuando m=1 :

foo a222+a1z+a0 4z = 2n 4a2[C\/_D+D\/6] + 4a0[\/ D+VC] o a0+a2\/C_D
~» m{z2+Cl[z%+D] M 4V/DVC 2[C+D+2VDVC] M Vcp c+VD]

Y si B=—A y D=C aparece (5):

% m[z2+Az+C][z°~Az+C] M Wae a2

foo a222+a1z+a0 o = ag+asC

El valor de | lo podemos deducir de las férmulas anteriores o a partir,
por ejemplo, de (7). La ecuacién para las X es ahora:

8.2\/g + ao\/?n
e

X320XPHP-L)X =0 — X1=060-VL, Xg=g+VL — [=2 0 (16)
VIVl

[Las cuatro raices estan en el eje imaginario cuando A=B=0, o
lo que es lo mismo, si la menor de las X es 0. Esto ocurre
Vi ir, si 2 i VI<qsVL (si
cuando g=VL, esdecir, si 0<s<q“/4m,g>0.Si -VL<q=<VL (si
s>q2/4m ) estaremos en el otro caso: las z se sitian sobre una
circunferencia. Si q=\/f hay dos raices imaginarias dobles].
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Consideremos otras situaciones en las que podemos dar una expresion algebraica de la
integral | . La caracterizacidn (14) de las raices dobles sugiere estudiar las dos siguientes.

En 3.5 vimos que haciendo z =§n9 en Py(z) sellegabaa Py(x)= x4—2Qx2+8Fx +G=0 .

Si| F=0 | =p°—4mpq+8m2r <r= # [4mg—p?2] , es inmediato comprobar que entonces:

G=256m>s—16mp2q+5p* , G-Q2 = 256m°s—4[4mg—p2]? , p’[G-Q?] = —256m°M

Como las raices de P4(z) son complejas silo son las de P4(x) , deducimos del caso p=r=0:

2 s>1f[ —Jfﬁ]2 si
. G>Q°,siQ=0 4mq 9=dq 3p?
Las z son complejas < _ = . 940=gm
G>0,siQ=<0 4nr]Q[q 16m] si q=qq
e | oo Las raices de P4(z) [traslaciones de las de P4(x) ]
? tienen iguales, o bien las partes reales (si 0<G<Q? ,
Q<0 ) o bien las imaginarias (si G>Q° ).
: (si escribimos p, q,r enfuncibnde A, B, C,D se
; llega a las mismas dos posibilidades, pues se tiene:
P PR . . ..
6 F=m? [B—A] [ (4C-A?)—4D-B?) ] )
Para calcular | basta hacer explicitamente el cambio z = y utilizar la férmula (16). Se obtiene:

I_4foo aox +[4ma1—2pa2]x+[16m ag—4maq+p2 a2] Vo ao[VG+p?]+16agm>—4a,mp a7)
R 2010 ] JoViea

Podemos obtener (17) por un camino mas largo, pero que permite relacionar este caso con
el siguiente (M=0). Si fuese p=0, seria también r=0, caso conocido. Sea p=0 y definamos:

fa E = p2+8m2§ —4mq , h= Q-2f = p2—16m2%

En estos términos se tiene que si f=0 las z son complejas si:

2 .
M<0,sih=z0 - {S>m[] SIhzO

G>0,si h=0 [2_ ] sih<0

Z16m2l< 16mi°

Se ve sin dificultad que las raices de P3(Z) son:

Zo=2mé, L= 8m[p 24/G] = Z4Z = [x/?a—h]

Asi, lamenordelas Z es Z_ tantosi h<0, comosi h<0 y M<0 (pues G|=h2—256m3M/p2 ).

(si h<0 y M=0, Z,=Z,>Z_y volvemos a comprobar que hay raices dobles complejas).
Se podria calcular (17), por ejemplo, a partir de (10). Usariamos que Y3 =3Z3—q = 817m [Q—3\/fi 1.
y otras identidades que se deducen de (3-12) como V= }@ R_W [Q +3G] .
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Sea| M =0 | = mr2—p23 . Busquemaos primero la geometria de las raices. Se comprueba que:

M = m3[C-D][B°C-A%D] , /mpV's =m>2[VC=VD][BVC + AVD]

°
Portanto, /m+pVs=0 (M=0,K<0) = 2 _-_ B g5 — e
vc Vb 2|
? k>0 o 1
¢ $ N rVm=pVs (M=0, K<0) < ‘[~ K<0
: : . A B e
: C=D 6 —=— <« -
" \ K P9
. . J ve Vb
". ‘\______‘_,z’. <« r{=ro o) 91=92
¢Cuando las z son complejas? Sean las f y h de antes. Se tiene: Q =2f+h, V=%.

Supongamos que p=0 (<> r=0) y despejemos s=m(r/p)2 . Sustituyendo se llega a :

2 r 2.2 rq2 V2 4r
Vo=tV , Vm=a"+2m a=8pr ; Dy=() Dy , Dy=[a+2m " —4pr=() -

f

Las raices de P3(X) son:
r 1 r 1 Vv
Xo=q—2m5 , Xi=§[q+2m5 i\/D_M] = Xg X, = E[—E—\/D_M]
Y las de P3(2):
r 1 r 1 \
Zo=2m , Zy=pla2m «vVDm | = ZiZo= 5[~ =VDm]

Si | K<0 | (= pVs+rVm=0, 2mé=—\/f) es h>0, D0, Dy=0 (=0si f=0).

2
Comprobemos que las z son complejas < f<0 <« q> ﬁ -VL:

. 2 2 5 r
Si 50 - Q>0 , Vy=q +(2m5) —aPr—p,f>0,V5>0, Ds>0 — las cuatro z son reales.
Si f=0 setiene que Q>0, Vo=D4=0 . Raices reales y dobles.

Sea f<0. Sifuese Q=<0, todaslas z serian complejas.

Si @0 — Vy= qz—% pr— 4Lp Q>0 — Vo<0, Dg>0 y todas complejas.

Para calcular | podemos usar (7). Se tiene que: \/137(5—72_ =— é\/ZrFX_S:p?_.

Si <0 — g<0 — Xg=X>X,>X_. Entonces 4mX3—p2=—f y [XoX +][XO—X_]=éf.
Asi pues:
2n P
I = [as—2ag, ] (18)
V—f %oy

2
Podemos dar una expresion valida también si p=r=0 . Como —% y f= 4m[q+\/f—ffm]

8.2 S + ao\/m

Vive

R S

| =2n , siendo o=q+VL- (19)
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Seaahora | K>0 | (= pVs=rW/m=0, VL=2m" , h=2" [K-4L] , —f=4m[q—VL-2"1).
p VL 4m

La situacion es mas complicada. Probemos que las cuatro z son complejas si y solo si:

4m

2
{ a> 2 + VL (i<0), si Kz4L (h=0)
q>2VK-VL, si Ks4L (h<0)

2
Recordamos que Q =2f+h . Ademases V)= (y) ‘

r - N _r
o) + 55 [-7f] = VyrDy =55 [f+h].

Sea h=0: si >0 = Q>0 ; siademas Dy<0, es Dy<0 y hay raices reales.
si D=0 entonces Dy=0, V);>0, Vo>0 y reales.

si f=0 = Dy=Vo=0 ycomo Q=0 hay z reales.
si <0 = Dp>0 = Dy>0, V>0, Vo<0 y todas son complejas.

Ahora supongamos h<0 < 4m\/_K>p2. Resolviendo Q,f,V, V) y Dy en g se tiene que:

3p2 p2 r r
Q:O <:>q=qQE87m ) F=O <:>q=qu H+2m5 , V=O <:>q=qVE GmB

VM=0 < q=Qy,=—m iV(mr/p)2+3K ; D=0 = gq=qp.= 12\/R—2mé

T =

Se comprueba que si h<0: gp_<qy_<0<gqQ<qy,<d<dy Y dp+<dy, - Y ademas:

Si g>q;, Q<0, <0, D0, D4>0 — complejas

Si gq=q;, =0, Vo=Dy=0, Q<0 — complejas y dobles (M=F=0)

Si qp,<a<q; , >0,D4>0y 6 Q6 Voson =<0 — complejas

En los demas casos 6 Dy<0 6 Dy=0y Vo=0 0 Dy,V5,Q>0 ylas z son reales.
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Por tanto son complejas si g>qp, . Reescribiendo h, g y qp, enfuncionde K y L sellegaal

resultado. Y se ve que en los distintos casos con z complejas las Z estan ordenadas asi:
Si <0: Z>Z>Z =Z3 ; sit=0,h<0: Z,=Z>Z =Z5 ; si 50,h<0: Z>Z >Z =Z4
(cuando C=D < rq=ro debe ser Z=Z1=2mé ; esto ocurre si f=0 ;si <0, se tendra 64=0,)

El valor de | lo podemos deducir de (11):

[ar+ap] [2m" -Z5] - a [4m2(5)%-257] ar+a.p-a,[Zo+Z-]
- 2 0 p 1 p _ 2 "M%
| = sg[p]2n = sg[p]2n Voo (20)
[21-Z3][2>-235] / 4m2(é)2—232 D V Zo-2-V Zo+Z-
Y tras unas cuantas cuentas se puede dar una expresion valida también cuando p=r=0:
[a Vs+a \/Fw][q+\/f+\/;]— 2a.pVs
/22 0 1 ,siendo o = (q+V1)°—4K (21)

\/g\/f-\/q+\/_L—\l/(I+\/;
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Antes de seguir con los demas casos particulares vamos a dar algun resultado general. Una
condicion necesaria para que las raices de P4(z) sean complejas es que sea su discriminante
D4>0 . Miremos este D4 como un polinomio de tercer grado en s :

Dy(s) = PgS +QgSo+gS+Sg = 256m3s3 — (128m2q2—144mp2q+27pt+192m2pr)s2 +
+ 2(8ma?—2p203+72m2r2q+9p3rq—40mprq2-3mp2r2)s — r2(4mq3—p2q2—18mprq+27m-2r2+4p3r)
Con el ordenador es facil comprobar que este polinomio tiene por discriminante:

2_03
Dgg=-1 6F2H3 , con H =32mq3-9p2q2—108mprq+27r (4m2r+p3) =% =4mS-3QR

Sies F=0, el signode H nosdirasi Dy(s) tiene 3,20 1 raices reales. Probemos que:

Si F=0, las raices de P4(z) sontodas complejas < s>sp;, siendo sy, laraiz mayor de Dy(s)

Como F=0 no puede haber raices dobles complejas. Asi si Dy<0 hay raices reales.
Sies Q=0 = H>0 solo hay unaraizreal (s)y) de D, .Si s>s); es D4>0, Q<0 y son complejas.

4R3-52 ~H-16m2QR
=Dy>0 = R=0 = [por (3-12)] Vo = " oem2

Si QH>0 y s>s = <0 . Complejas.

27

; QR 3QR R2 9Q2
Si @20, H=0 = Vp=—"g" , S=Y" . Dg=p7 [R5

una doble sy<s); . Si s>s); = D4>0 = R=0 = V5=<0 y complejas. Si s=<s); es Dy=0.

]. Asi D, tiene unaraiz simple sp; y

Enfin, si Q>0, H<0 hay tres raices reales de Dy : sp>Sg>S, -
Si sy eslaunicaraiz de Vo=0 se puede comprobar que:

22 - yd
H™F 1 9H
D4(Sv) =— 4m2Q3 <0 , D4 (Sv) = <0

Vo

mQ2 /Sm
La posicion relativa de Vo y D4 es la de la derecha, y por tanto,
s6lo son complejas las z si s>s); (si sE€(syy,,Sg) hay cuatro reales).

Podemos deducir la expresion general del s, a partir de las formulas de 3.3:

1 12,1/ 12,1/ :
m[(SSﬁBdSS )1134(84-8d32)13_q ] , si H=0
M = 1 1 S .
S [2vRg cos( garccos?;z)—qs] , si H=0

donde Rg=Q[BR7F)+Q%] , Sg=8(27F2)2+20(27F?)Q%-Q° | dg = 3F%°[(27F?)-Q7) .

Para g grande la expresion del sy, es la primera (H>0). Si q es muy negativo (H<0) la segunda
(y Dy(s) tiene 3 raices reales) ¢ Y en general? El discriminante de H respecto a q resulta ser:
D3q = 4r(27ph)°

Asi, si Kh<0 hay un unico cero gy de H(q), con lo que hay sélo una raiz real de Dy(s) para
g>gy , una doble y una simple si g=qy Yy tres raices si g<qy . Si Kh>0, H(q) tiene tres ceros
g4<0o<d3 Y Dy4(s) tiene un unico cero para g&(a4,92) ¥ 9>ds . No es dificil ver que g, Unico
cero de F, esta situado respecto de los de H de la siguiente forma: si K<0 (= h>0) es qr<qy ;
si K>0, h<0 es qu<qr;ysi Kh>0 se tiene que q4<0<qo<qp<qs . Los casos h=0,p=0 y r=0
son mas faciles de tratar por la presencia de raices dobles (si r=0 ademéas es s=0 raizde Dy).
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Viendo sy, como funcién de q, ¢qué aspecto tiene sy,(q) ?

Para hallar su forma asintética podemos utilizar la poligonal de $
Newton del D4 considerado funcion de q y s . Los términos
de D4 en negrita son los relevantes para este estudio. Para q
grande, la Unica raiz de D4=0 es entonces de la forma:

sm(q) = [r2/4)q + o(1/q) . q
El otro segmento exterior, por la duplicidad, ain no nos aporta informacion.

s=q2/4m doble 2?

Pero haciendo s=s*+q2/4m , Se obtiene el nuevo polinomio:

s*=—q2/4m+. .
Dy(q,8*) = 892(8m3s*2+p2q3)/m+256m3s*3+...

) ) ) ) s*=+lIpl[-q/2m] 3’/2+...
Y su poligonal permite concluir que para —q grande se tiene:

sm(@) = a2/4m + Ipll-a/2m]*’2 + o(j—q13/2)

(ademas es sg = a2iam—Ipl—q/2m32+... | sy =r2/ag+...) d
Anali i p=0, laforma de D=0 del = (= +omt ﬁ) I que F=M=0

nalicemos, si p=0, laformade D4=0 cercadel (qp,sq) = am +2mp , mp2 en el que F=M=0.
El (qg,Sg) es un punto singular de la grafica de D4=0 porque anula también las derivadas de
D, respectoa q y s. Trasladamos al origen haciendo: g=g*+qq , s=s*+s5 —
29 D4(q%,s*) = h2(s*2 +[p2/4m2-2r/p]q*s* +(1/p)2q*2) +...
s* = [r/p—p~ /8m
+lpih!/%8m2) g* +...  Portanto, (qp,Sp) es un punto aislado de la gréfica si h<0.
Si h>0, D4=0 consiste en dos curvas que se cortan en
q* (ap,Sp) con las tangentes distintas dadas por la poligonal.

[si h=0, se puede ver que D4=0 es una curva derivable].

Para hacer dibujos globales de D4=0 simplificamos P4(z) haciendo (si p,r=0 ) los cambios
de variable z=yVrip si K>S0, z=yV—r/p si K<O que lo convierten en polinomios de la forma:

4, B 2, ko o R -
Pam(y) =y +p Yy +q Yy +p*y+s™ si K50 , Pyp(y) =y +p*y +qy"—p*y+s* si K<0
[es p*=pV p/r/m, g*=pg/mr si K50, p*=pV—p/r/m, g*=—pg/mr si K<0 y s’*=p23/mr2 en los dos casos]

Para ambos polinomios los K*=¢p*2, f*=p*2¢8—4q* (K>,<0) , h*=p*2¢16 (K<,>0) y M*=1-s*
tienen el mismo signo que los K, f, h y M iniciales. Las zonas del plano g*s* en que las y
sean complejas describen asi donde lo son las z . De lo visto hasta ahora se deduce que estas
zonas son, en esencia, las del dibujo de abajo en trama mas densa (en las menos densas las
cuatro raices son reales y hay dos reales y dos complejas en el resto), limitadas por la o las
curvas (en trazo grueso) que forman el s*\ (") . Las curvas de trazo fino son las otras ramas de
D4=0 (sus puntos singulares saldrian de H*=0). En el punto con f=M=0 hay raices dobles.

g ¥ s ¥

K>0 \
Ip*l<4
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Volvamos a hallar | en casos factorizables. La forma de las ecuacionesen Z, X e Y nos
lleva a considerar, respectivamente, los tres ultimos:

N_.=0 |= mr2+p2s—4msq = Q= %zo = F =g [2L-K] . Comprobemos que:

todas las z son complejas < K =0.

Llamemos W = q°-4K, . Se satisface: L2W = N°~4L2(K-L)? = M?+L(2L-K)? = 0 .
Como R= q2—3K|_ , S= 2q3—9qK|_ deducimos que:

Dy = 5- [4R%%] =K ®¥ = Dg0

Si K =0 = pr=4ms=0 = F=4mr=0 y las raices mdltiples son reales.

Si ¥=0 <« M=0,K=2L = F=M=0, p2=2mq¢0 (= Q<0). Raices dobles complejas (y K| <0 ).

Sir=0= 4mq=p2 .Si p=0 es g=0.Si p=0 es F=0, h>0, M<0. Complejasy K <0.

Sir=0= s= mr2/[4mq—p2] con q>p2/4m , describe una curva continua en el primer cuadrante
del plano gs . Esta curva, formada por puntos con D4=0 , ha de estar dentro de cualquiera
de las regiones de z complejas del dibujo de la pagina anterior. Solo tocara sy, (si K>0) en
el punto de z reales en que sea K| =0 . En los demas puntos seran, pues, complejas.

Obtendremos dos expresiones para | dependiendo del signo de K| . Las raices de P3(Z) son
1
Zg=0 y Z,=plqVv]

Si K >0, la menor de las tres raices (Z3) es 0 y como sg[p\/§+r\/?n] =sg(p) deducimos de (11):

aops + agmr — 2ayms

| = sg(p) 4n — (22)
VLKL
Si K. <0, lamenores Z_ vy se obtiene a partir de (9):
o 2a2[2L—K] + 2a0[2m\/E+2mq—p2] —ajy [p\/g—pq+4mr] (23)
= U

Vo [Va—a] V 2mygs2map?

¢ Cbmo estan situadas las z en el plano complejo? Poniendo p=m[A+B], g=m[AB+C+D] ,
r=m[AD+BC], s=m[CD], A=—2r{cos64 , B=—2rocos0,, C=r12 : D=r22 y factorizando:

3 2 2 . @
0 =N =m“[C+D][A"D+B~C—-4CD] = ;Q. o)_:,\ 7
S ')_).\"«"
4m3r1 2r22[r1 2+r22] [c08261 —sen261 ] / A
K S
n 3n noow \ e
= B#0p=5. 5  0176=5, o Sy
e . Como Z3= m[2ay—2[5 6] = 2mr4rocos(64+0o) , las primeras dos
N ' situaciones se daran cuando sea Z3=0, lo que sucede, como
~ ::' hemos visto, cuando es K| >0 (estaran a la izquierda o a la
_-'\/ " derecha dependiendo del signo de p ). Cuando K <0, se
¢ dara la tercera, 04—0,=+n/2 , dibujada a la izquierda.
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qn=0 | = mr2+p23—prq .Si p=0 < r=0 y el valorde | nos lo da la férmula (16). Sea p,r=0 .

Despejando s y sustituyendo en Py(z) : * °
—Prem P,a_r
s-p[q mp]=> P4(2) = m[z+ ][z +oZF IO]

Las raices del primer corchete son complejas siy s6lo si K>0. 4 °

El discriminante del otro es Dy = # [K—L] .

Concluimos que, cuando K=0 , las cuatro raices de P4(z) son complejas <> 0<K<L .
Para el calculo de | podemos basarnos en la expresion (6), pues conocemos

A=0, C= .B=F D=1 PS 4D-A%= L[|_—K]

_r
m p_mr
Tras unas pocas cuentas, y llamando 2 =-K|_, se llega a:

a2[2ps+r\/;] + a0[2mr+p\/;] -2y K a, é[2q—2m é +\/§] + ao[2m é +\/E]— a,r
| = sg(p) 7 — =7 - (24)

V= [a+V 21 VK Vs g+V=1 Vip

S=0 = 2q3—9qK—1 8gL+27N . Se deduce de las formulas (3-12) que entonces:

Dy=2:R° . Vp=1RQ, m?QR= 5 [Q%27F?]

Por tanto, si Q<0 , todas las raices de P4(z) son complejas. Si Q>0 hay raices reales.

2 3
3~ _.p
8m * 7 16m2

Y sitambién Q=0 = q= = R= %[4L—K] ylas z son complejas si 4L>K .

Como las raices de P3(Y) son:

=V3R = = Y3 -/3R . . .\\
concluimos a partir de (10) que: ( (Yff’) ~
(25) 1o & a2[2qm+6R—4q2+9K]+ie1£[iriC—Q]—Sa1[p\/ﬁ+V] . . ‘(.yééi '(’&fé)
va RV 4mV3R-Q "
°

La geometria de las raices es menos clara. Se comprueba que

S=0 « (a—y)2+p2-6po+6°=0

Y asilaraiz (o,) se halla sobre la circunferencia de centro (y,38) y radio 2vV25 (o viceversa).
[Si R=0 también es facil resolver la ecuacion en Y, pero hay raices reales por ser D=0 ].

Una vez analizados los casos particulares prometidos, vamos a resumir los valores hallados
de |. Como sabemos, lo que nos interesara para analizar centros y focos sera Unicamente su
signo (es decir, el del numerador de las férmulas que hemos ido obteniendo). En las paginas
anteriores ha quedado precisado en cada caso cuando las z eran complejas. Tenemos pues:



76

© En(z
(26) Sean P (z)=mz4+p23+q22+rz+s sin raices reales, Es(z)=a. iajziag e | = 2l )dz.
4 2 oZ +a1Z+ay

—o0 P4(Z)

Entonces:
Si F=0 = sg(l) =sg(ap[VG+p?] +16agm>—4asmp )

Si M=0, K<0 = sg(l) =sg( asV's +agVm)
Si M=0,K=0 = sg(l) =sg([agVs+agV/m |[q+VL+V o ]-2a;pVs) , o= (q+VL)>-4K
Si N =0, K| >0 = sg(l)=sg(p) sg ( aops+agmr—2a{ms )
Si N =0, K <0 = sg(l)= sg( 2a2[2L—K]+2a0[2mﬁ+2mq—p2]—a1 [p\/E—pq+4mr] ) P =q2—4K|_
Si qu=0 = sg(l) =sg(p) sg ( ax2ps+rVz]+ag2mr+pVs]-aK), ==K,
Si S=0 = sg(l)=sg ( a2[2q\/ﬁ+6R—4q2+9K] + 3ao[4m\/ﬁ—0] —3ay [p\/ﬁ+v] )

En estos casos podemos ver cuando la integral se hace cero. Aunque no estemos en
ninguno de ellos, disponemos de formulas (trascendentes) como la (8) para el célculo de | .
Vamos a acabar la teoria de esta seccién probando la siguiente condiciébn general (por
desgracia, Unicamente necesaria) para la anulaciéon de | :

(27) Si F=0, 1=0 =

Ig = sp2(6aoa2a1 +a4q 3)+(rK+2rL—4qu)(a2a1 2+a22a0)+(4sq2—r2q—25K—4sL)322a1 + (r3+852p—4rsq)a23—
—mr2(6a0a2a1 +ay 3)—(pK+2pL—4mrq)(a0a1 2+a02a2)—(4mq2—p2q—2mK—4mL)2102a1 —(p3+8m2r—4mpq)a03 =

= [ rag-pag ] [ (rap+pag)®-a(rag+pag)as+pras? | +

+ [ 4gag@(rap+pag)+2rag(pag-3rag)as—a4(2gag-ra()2 ] m —

- [ 4qa22(ra2+pao)+2pa2(ra2—3pa0)a1—a1 (2qao—pa )2 ] S +

+8 [ rag—pag ] [ apag+a12 ] ms + 8pay® s2 — 8rag® m? + 16a52a m?s — 16ay%a; s°m=0

En efecto, partamos, por ejemplo, de (9). Si 1=0 debe anularse su numerador cuando Z3 sea
la menor de las raices de P3(Z). Asi pues, Zg es raiz comun de este polinomio y del:

R2(Z) = 2a222 + [pa1—2qa2—4ma0] Z+ [Ka2+(4mq—p2)ao—2mra1] (28)

Debe anularse la resultante en Z de ambos polinomios. Calculandola y factorizandola (mejor
con el ordenador), se obtiene que esa resultante es el producto F . Iy y de ahi el resultado.

[Se llega a la misma expresion del lg , suponiendo que M=0 vy partiendo del numerador de (11);
la condicion F=0 (6 M=0) no causa problemas, pues en ese caso sabemos calcular | ; que lg se
anule no implica, desde luego, que lo haga |, pues el Ro puede ser anulado por otras raices de
P3(2) ; era esperable la simetria con que aparecen en Iy las parejas r—p, m—sy ag—a2]

Es claro que si P3(Z) es factorizable (como en los casos de arriba) también lo sera |y . Sin
embargo, precisamente entonces no es necesario hallar |y . Pero, aunque no podamos hallar |
(sin formulas trascendentes), el conocimiento de Iy nos puede garantizar que =0 .
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Ejemplo 3. P,(z)=z*+22%+37%42242 — F=0, M=—4, N/ =—12, qy=0, S=—162.
Puesto que M<0 (o bien porque 0<K=4<L=8) las z son complejas.
Podemos hallar | através de (17) 6 (24). Sustituyendo en ellas VG =20,Vz=2:
ao[20+4]+16ag—4a(2  3,[6-2+2]+a,[2+2]-a,2
|=2\/5n2[+]+01=2 0T
20 V 20+12 2 [3+2] V1

=g [3a2+230—a1 ]

Factorizar P4(z) esinmediato por ser qn=0: Py(z) = [22+1][22+22+2]. __________ o
Mas largo seria resolver Py(x) = x*124x%4400 = 0 y hacer z=x/4-1/2,
oresolver P3(Z)=Z°-37°-4Z+12 —> Z1=C+D=3, Zp=2, Zg=—2
ycalcular A,B,C y D (sabiendo que A+B=2 6 AD+BC=2 6 CD=2)

Las z son las del dibujo de la derecha (a=0, p=06=1, y=1) :

Ejemplo 4. P,(z)=2"-273+27%182416 — F=72, M=0, N/ =0, q=—160, S=1456.
Como K=-16<0, f=—36<0 (0 porque K| =—80=0 ) todas las z son complejas.

Para el calculo de | podemos usar la formula (18) [61a (19)] yla (23). V—f=6,Vw =18 ..
2, [2.64+16] + 2a,[2(18+2)-4}-a,[4.8-2(18-2)]

18[18—2]V 2(18+2)—4
/L » Las raices de P5(Z) son Z=C+D=10 (Z,=0,Z3=-8) y CD=s=16.
A

2

2 2 i
= 6 [a2+a0§ ]= 2n =12 [4a2+a0]

Por tanto C=2, D=8 . Asi 8A+2B=r=8, A+B=p=—2 — A=2, B=—4:

2 P4(2) = [ 2242242][ 2°-4248] — 24 p=—1%i , 23 4=242i
" [como 61—62=g y 04+0o=n debia ser a=f, y=—9]

Ejemplo 5. P,(z)=2%+62+18224362+436 — F=72, M=0, N,=0, qn=1296, S=0.
Las z son complejas: K=216>0, h=—60<0, q=18>1 2V6-12 , K =72=0, Q=-36<0.

Utilizamos (21) [6 (20)], (22) vy (25). V=6, V3R =18. e
|_ 51220+20136-22136 | ap6.36+ag36-2a136 _ Y
6.12V18 12.72 e
a,72.36+ 3a,3.36-3a, 6.36
_T 0 1 _x _ °
V3 3.36 V3.36 =6 [0%2+a0721]

Con Z=C+D=12 sellegaa P,(z) = [22+(3+V3)z+6] [2°+(3-V3)z+6]
[Si factorizamos Ig tenemos: lg = 72[6as—ag][6as+ag—2a1][6as+ag—3a1] . Si son no nulos
los tres corchetes debe ser 10 , pero si alguno es cero no sabemos (sin calcularla) si | se
anula o no (como no tienen el mismo signo los coeficientes de ag y as, el primer corchete
no puede ser el numerador de |, pero no sabriamos si lo es el segundo o el tercero)].

Ejemplo 6. P4(z)=z4+4 —  F=M=N_=q\=S=0 , zq p=—1#i , zg3 4=1+i (complejas).

w| o Usando (16), (17), (19), (21), (28) 0 (25) —  |= [2ap+ag]
/-./\/\ Se tiene, como debia ser:

o .} ..:" ; 61—62=g ) ((1—’\{)2+62—6[36+62=0 , [3:6 , 61+62=J‘E y rq=ro
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Ejemplo 7. Py(2) =z4+223+q22+s [todo P4 con r=0, p=0 toma esa forma haciendo z=J22nX1 |
Dy = 16s[16s°—(842-36q+27)s+q%—q3] =0 si s=0 6 s=%2(8q2—36q+27¢[9—8q]3/2) =s,

s 8=0 N Asi, las z son complejas si s>0 para g=1 y si
R R B o s>s, para gs1 [region F del dibujo;en E y P
hay 4 realesy 2+2 en N y S]. Ademas:

f=4(1-q), N_ =4s(1-q),
qn=M=—4s, S=2(q°-36qs+54s)

Por tanto, si g=1 podemos calcular | (para s>0)
a partir de las formulas (17) 6 (23) . Obtenemos:

~ ao[rg+1]+4ap—2a
S P/ |=V2n 2 0= con rg=V 16s+1
F=NL=0 rev r6—1

3
. q . o e 3 .
Si s=sg= 18[29-3] ’ utilizando (25) obtenemos tras algunas simplificaciones que para g> 5"

a2q2+3a0r2[r8—r2]—a1 gro[rg—2ro]

q2r82\/ rg—2ro

Para los demas valores de q y s debemos calcular | mediante las férmulas mas generales
en términos de raices de ecuaciones de tercer orden. Asi, por ejemplo, podriamos utilizar (11):

|=3y2ront , siendo ry=vV2q-3 , rg=vV8q-9

ap[4s] + ag[-2Z5] - a1[4s-Z57]
| =2x > — (29)
[38Z3°-2qZ5-4s]  4s-Z32

siendo Zg la menor de las raices de 23—q22—4sZ+4s(q—1) , que podria calcularse asi:

3_.
[g 36gs+54s] ’ R=q2+12s

+2
23=%[q+2\/_Rcos¢3—n] , ¢ =arc cos R3/2

Ademas de esta férmula trascendente disponemos de la condicidén algebraica (27): para
que sea |=0 es necesario que se anule:

lg = 4[4ap2(ag—a4)s2+(ay[qap—aq ]2 +agl4agas—4agas—4as 2+6aa1-2qas2l)s—ap2(q-1)(qaq-2ag)]

Hallemos un valor exacto de | en un punto de F que no esté ni sobre g=1 ni sobre s=sg.
Por ejemplo, sea q=0, s=2 . Para esos valores P3(z) e Iy resultan ser factorizables:

Pa(2) = [Z-2][Z%-2Z-4] , lo = —8[2ay+ag—a4]las2—3agay+2asas+ag2+2asag—4as2]’

+2
Como la Z menor es Zg=—2 [_%/g cos¢3 z

, ¢=arccosssﬁ (], deducimos de (29) que:

| = n[2a2+a0—a1 ]

La anulacion del factor de primer orden del |y equivale, en este caso, a la anulacion de | .
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4.3 Centros y focos homogéneos para n=3.

Con las técnicas de la seccién anterior, podemos atacar el problema de distinguir entre
centro y foco, continuando el andlisis iniciado en la 4.1 para los casos mas sencillos. En esa
seccidn vimos que, en el caso de no existir variedades que llegasen al origen, el sistema

X'= ax3+bx2y+cxy2+dy3

H3
[H3] { y'= ex3+fx2y+gxy2+hy3

tenia un foco estable, un centro o un foco inestable dependiendo de que el producto d.l, con

dz

®©  (c+3h)z2+(2b+2g)z+(3a+f) 4z = foo Ex(z)
—0 _dz* 4 (h—0)z5+(g-b)z2+(f-a)z+e —o P4(2)

fuese mayor, igual 0 menor que cero. Supondremos que d<0 , para adecuarnos a lo supuesto
en 4.2 (si no fuese asi, se cambiaria el signo de los coeficientes y el sentido de las érbitas), con
lo que | <0 implicaré la estabilidad asint6tica del foco. Resumamos algunos resultados de 4.2:

Teorema 4.2

Sean
m=-d, p=h—c, g=g-b, r=f-a, ar=c+3h, a;=2(b+g), ag=3a+f

L=4ms , K=pr, N=mr?+p?s , K =KL, N =N—qL, R=q?-3K| , S=2q3-9qK +27N_
Q=3p%-8mq, F=p®-4mpq+8m?r, V= L [RQ-2mS], Dy= 55 [4R-S7], G=1 [64m*R-Q7]

Supongamos que o0 bien D4>0 y V2<0 6 Q<0 o bien F=Vo=0 y Q<0,ysea Z3 la menor de
las raices de P3(Z) = 23—q22+K|_Z—N|_ . Entonces las raices de P4(z) son complejas y ademas:

si pVs+rVm=0 = sg(l)=sg(asVs +agVm)
si pVs+Vm=0 = sg(l) =sg( pVs+Vm ) sg( a1Zs°[rap+pag|Zg+2pass+2ragm—ayL)
si F=0 = sg(l) = sg( ao[VG+p?]+16agm>—4a;mp )

si F20, 1=0 = lg= (fc+ac+h-3ah) (4[fh-ac]~[b+g][abc+fbc+abh-3fbh+fgc+fgh+agh-3agc])
+2([f2hg+f2cg+3a2cg+3a2hg-8fahg+f2ch—2fach-2fahb+3f2hb+3a2hb—3a2cblag+[bf+ba-2ag]?a) d
+2([c2ab+c2fb+3h2ab+3h2fb—8cahb+c2fg—2cahg-2cfhg+3c2ag+3h2ag-3h2fglas+[2hb—gc-hgl2ay ) e
— (f-a)ag3d2 — (c-h)ay3e? — 2(fc+th+ac-3ah) (axag+as2)ed + 2a52ae2d + 2ayased? =0

Ademas de lo recogido en el teorema, en 4.2 hemos obtenido el valor de | en funcion de
los coeficientes en otra serie de casos y hemos caracterizado las raices complejas en términos
de la mayor de las raices del discriminante, visto como funcion de s . Analicemos una serie de
ejemplos, que seran cada vez mas complicados porque iremos introduciendo parametros en el
sistema. Estos ejemplos serviran también para repasar los resultados de 3.6 sobre la existencia
de autovalores cero asociados a vectores propios multiples.
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X'= 5x3+6x2y+xy2—y3

4. ,.3,7.2
— Py(z) =z"+4z"+3z2"48 .
y'= 8x3+5x2y+9xy2+5y3 4(@)

Ejemplo 8. {

F,M,N,qn,S=0 , pero Q=24 , V,=-348 , D4=53888 , 15=171856 : hay un foco en el origen.
Como el discriminante de E, es negativoy ap=20 el foco es inestable.

X' = —3xy2—y?

4 3 2
— Py(z) =z'+6z2"+182°+362+36 .
y'= 36x3+36x2y+18xy2+3y3 4(2)

Ejemplo 9. {

En el ejemplo 5 de la seccién anterior calculamos el valorde |= g [6as+ag—2a4] .

Como a,=6, ag=36 y a1=36, deducimos que I=0y, por tanto, el sistema posee un centro.

X'= ax3+2xy2—y 3

y' = 16x3+(8+a)x2y+2xy2 — Py(2) = 2*273+272+82+16 paratodo a.

Ejemplo 10. {

Es el polinomio analizado en el ejemplo 4 de 4.2. De alli: I=1l2 [4as+ag] =§ [4+a]
Hay un foco estable, centro o foco inestable segin sea a<—4 , a=—4 60 a>4.

x'= —x2y—3xy2—2y3

4 3 2
—  Py(z) =2z "+4z°+6z"+4z+s .
y'= sx3+4x2y+5xy2+y3 4

Ejemplo 11. {

¢ Cuando sus raices son complejas? Se tiene que:
F=0, M=16(2-s) , N =32(1-s) , qy=16(4-s) , S=432(1-s)
Q=h=-48, V5,=192(s-2), Dy = 256(83—7)(3—2)2 , G=256(8s—7)
Asi, si s<,=>7/8, P4(z) tiene respectivamente dos raices complejas y dos reales, una real

doble y dos complejas o cuatro raices complejas. Primero, calculemos la | para este ultimo
caso. A partir de la expresion (21), siendo a»=0, a{=8 , ap=4 , obtenemos:

| _ a2[V 83—7+1]+4a0—2a1

V2 Ves—7 V 3+V8s—7

[Para s=1 la expresion de | la podriamos obtener también a partir de (22) 6 (25); para s=2, de

=0 = centro en el origen si s>7/8 .

(15), (20) o (21); para s=4, de (24), como hicimos (salvo un factor 2), en el ejemplo 3 de 4.2].

El hecho de que sea F=0 para todo s, nos permite ademas, utilizando lo visto en 4.2,
factorizar Py(z) = 2[22+Az+C][22+Bz+D] y hallar exactamente sus raices:

Conocemos las raices de P5(Z): Zo=4'y Z,=1+V8s-7.

Las z del semiplano superior tendran iguales las partes reales
cuando sea M<0O0;esdecir,si s=2. Apartirdela Z=2[C+D],
se pueden calcular los C, D, Ay B ylas z . En concreto,
hagamoslo para s<2, y asi tendremos las z reales para s<7/8 .
Ahora, A=B=1/2, C+D=2 y CD=s/2. Por tanto, si s<2:

Pu(z) = 2[2%+ z+1+V1=s/2 | [+ z+1-V1=s/2 ]

Estudiemos la estructura del origen cuando no haya centro. El A asociado aun z real es
A = —2-32°-27° = —z(z+1)(2z+1)
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Con esto y el dibujo anterior tendriamos el signo de los A, pero repasemos los resultados
de 3.6. La ecuacion para los autovalores es en este caso:

Py(h) = 41 +4(38-115)% +s%(8s-7) — existe A=0 si s=0 ysi s=,

Por otra parte, los A y B introducidos en esa seccion resultan ser A=0 y B=64(8s-7) .
So6lo pueden existir z maltiples con A=0 si s=7/8 , como de hecho sucede:

s = g — Py(2) =% (22+1)2(422+ 4z+7) — z= —% doble asociado a A=0

En ese caso debe existir un factor comin a los segundos miembros del sistema:

X' = —y(x+y)(x+2y)
y'= 1§(7x2+1 8xy+4y2)(x+2y)

El andlisis de este sistema se reduce, pues, al de:

X'= — X+
yz( V) o — P3(2) = 1 (2z+1)(42%+ 42+47) ﬂ
y' = (7x“+18xy+4y~)/8 ®

Al z=—1/2 esta asociado un »>0 y su estructura es la de la arriba.
Para el sistema inicial basta incluir la recta de puntos criticos y cambiar
el sentido de las érbitas en x+2y<0 (dibujo de abajo).

Sea ahora 0<s<g. Las dos z reales cumplen —1<z{<-1/2<z5<0
Por tanto, sus A asociados tienen los signos: A4<0, Ap>0 .
La orientacion dada por P4(z) da lugar a cuatro sectores elipticos.

Si s=0 — P4(2) = 22(z+1)(z%+z+2) — 2=0 -1 asociadasa % =0. Asi

{ X' = =y(X+y)(x+2y) { X'=—-x-2y

— centro
y' = y(x+y)(4x+y) y'= 4x+y

Incluyendo las rectas de puntos criticos y el cambio de orientaciones:

4 Si s<0,lasdos reales: zj<-1<0<zp — 214>0,Ap<0.
Como Py4(z) es negativo entre las dos raices hay un punto silla.

Integrando numéricamente se identifican las estructuras anteriores:

1/2
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x'=—y3

4 3 2
— Py(2) =z'+22°+qz°+s .
y'= sx3+qu2+2y3 4(2) g

Ejemplo 12. {
Este polinomio fue analizado en el ejemplo 7 de 4.2. Las z eran complejas en la region F
alli descrita. La integral | para el sistema ( ap=6, ag=0, a1=2q ) es, segun (29):

12s—-4qs +qZ32

[3252-2q25-4s] V45252

(30)

Es facil comprobar que si F=N| =0 osi S=0 es I>0. (Y en los demas puntos de F ? Como:

lo = 128s[q3-9gs+27s]
g3
9[q-3]

2 4 2 2 2
alZg*-ga°1=alZ5-5 1125+ 5]

s6lo puede haber un centro si s =s, = , >3 . Entonces el numerador de (30) es:

y ademas el P3(Z) es factorizable:

291152 292[g—1] q 25q-27
Pa(2) =[2-5'1[2°-3 -5 05 1 = Za=g 1151, con 5=/ =015

Como Z3=+2q/3 paratodo g>3 deducimos que para ningun (qg,s) es =0 : no hay centro.
Asi pues, en todo F hay un foco del mismo tipo: inestable.

6\/575
r's

[tras alguna simplificacién se llega a la expresion: | = Vr55>0 , si s=s5,0>3 ]

Analicemos ahora los mapas de fases en las demés regiones del dibujo de la pagina 74
(los casos genéricos con z reales). La estructura del punto critico puede modificarse s6lo
por la aparicién o desaparicion de rectas invariantes (es decir, sobre s=0 y las otras curvas
con Dy=0) o cuando algin autovalor cambie de signo. Como A=z> | esto Gltimo s6lo
pueden ocurrir al cruzar s=0 . En cada regién la estructura es, pues, la misma. Basta analizar
el sistema en un (qg,s) situado en cada una de ellas:

N: (0,1) — Py(2) = [z+1][z8+22-2z+1] — z4~1.8, zo=—1

E: (-11,12) — Py(2) = [2+1][z-2][z2+32-6] — z~4.4, zp=—1, 23~1.4,24=2

S: (1,-4) — P4(2) = [z+2][z-1][z2+32-6] — z4=—2, zp=T1

P: (1,-1/16) — P4(2) = [822+42-1][822+122+3)/64 — z{~1.2, zo~0.7, 23~0.3, 24~0.2

N N
DI
(jg

Los puntos de N corresponden, pues, a nodos inestables, los de E a puntos con dos
sectores elipticos y dos hiperbdlicos (separados por sectores parabdlicos), los de S a sillas
y los de P a puntos con cuatro sectores hiperbdlicos (y dos parabdlicos).

\\/

7N\
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x'= cxy?-2y3 Pa(z) = 22%+1246 , Q=0 , V2=—72r2 ,

Ejemplo 13. { — o
D4=—108(r+8)(r-8)(r"+64)

y'=6 x3+rx2y+cy3
Hay, por tanto, cuatro z complejas si —8<r<8 y dos reales y dos complejas para los demas
valores de r. Las z reales seran dobles cuando sea r==8 .

A diferencia del caso anterior no podemos calcular la | salvo si r=0, ya que:

N =22, qn=—2r°, S=54r% F=32r, M=2r

1/2,—1/4

[en ese caso sencillo resulta ser 1=n2 '“3 "¢, lo que da inmediatamente la estabilidad].
Para ver si para algin valor de r puede haber un centro hallamos

lo = —32r2(r2—203r—4802)

Talvezsi r= CSinCzt+48 lo haya. Lo podemos precisar por otro camino. De 4.2 sabemos
que el signo de | coincide con el numerador de (9) [es decir, con (28)] que resulta ser:

R2(23) = 823(CZS—I')

con Zg la menor de las raices de P(Z) = 23—482—2r2 , que representamos despejando la r:

Se tiene entonces que cuando c&(—2,2) habra
y4 Z=r (=) un centro para el rE(-8,8) interseccién de la
e Db , recta Z=r/c con la rama de la curva del dibujo en
: : trazo continuo (ese r vendra dado por uno de
los dos signos de r = c3+cVc%+48 ) .

Podemos deducir también la estabilidad de los
r focos a partir del dibujo. Por ejemplo, si c=1, se

tiene que hay un foco estable si —8<r<—6 , un

centro si r=—6 y un foco inestable si —6<r<8 .
693 Z, Para Icl=2 sblo hay focos (estable o inestable
dependiendo del signo de c).

Z=1/2 (c=2)

Para analizar el resto de los r utilizamos los resultados de 3.6. Obtenemos en este caso:

P40 = 4% 1203 + 1202426202 — (4r3+c3P-1262r+576¢)) + 36(4cr+48+c%)

A = 4r%(r+c) , B = 9c2(256c+1°)

Existiran, por tanto, autovalores A=0 si r = —[48+c#]/4c que podran estar asociados a z
dobles cuando sea A=B=0 , esdecirsi (c,r) es (0,0) , (2,-8) 6 (-2,8).

La estructura del punto critico puede modificarse solo si D4=0 (aparicion o desaparicion de
rectas invariantes), si s)=0 (cambio de signo de algin A )osi =0 (el foco puede pasar de
ser estable a ser inestable). El plano cr queda asi dividido por estas curvas en regiones
correspondientes a retratos de fase que son equivalentes. Basta analizar el origen para
valores de ¢ y r pertenecientes a las regiones del semiplano r>0 (las del r<0 son
similares, pues al cambiar y—-y , c—=—c, r——r resulta el mismo sistema con el sentido de las
orbitas opuesto). Analizaremos so6lo el caso c=1 . Los demas serian parecidos.
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Sea ¢=1.Ya hemos visto lo que ocurre si —8<r<8 . A partirde A=z ( —2z) y del dibujo de
las gréaficas de 27416 y las rectas —rz (tangentes en z=1 si r=—8) podemos deducir:

Si r<—-,~, las dos z reales distintas cumplen z1¢<22 — >0, Ao<0.

Como ademas el signo de P4(z) es positivo en z=0 se tiene un punto silla:

si r:-? ~ Py2)= (22-1)(4z°+22%+2-24) — zy=1 <z, asociadasa h=0,Ap<0.

x'=y 2 (x-2y) X'
{ y'= }(x —2y)(24x—xy-2y°) { y'=

y
%(24x —Xy— 2y
— Py(2) =—Z(4z 8127%4z-24) . e

Su estructura es la de la izquierda y la del inicial la de la derecha.

Si - <8 — Jzy<izy = Ay, dp<0
r=-8 — P,(2) = 2(z-1)2(z%+2243) — z=1 con h=—1
Ambos son nodos estables.

r=8 — Py(z) = (z+1) (z —22+3) — z=—1 doble con A=3
~8 — Z4q ,22<0 - 7\.1,}\.2>0

Los dos son nodos inestables.

Tratando andlogamente el resto de los casos se llega a la siguiente clasificacion:

D,=0 }
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4.4 Inestabilizacion de centros elementales.

Consideremos ahora un sistema para el que el origen 0 sea un punto elemental cuya
aproximacion lineal tenga autovalores imaginarios puros. Este sistema, con cambios lineales y
salvo un factor constante de los segundos miembros, se podra escribir:

9] { X' = y+As(Xy)+Ag(X,y)+... = y+a20x2+a11xy+a02y2+a30x3+...
y' = =x+Bao(X,y)+Bg(X,y)+... = —x+b20x2+b11xy+b02y2+b3ox3+...

Como se sabe, 0 se trata de un centro, un foco estable o un foco inestable del sistema no lineal
[S]. Escribiendo [S] en polares se tiene [ C=cos 0, S=sen0]:

. [CA5(C,S)+SB,(C,S)]r? + [CA5(C,S)+SB3(C,S) I3 + ... = Mor® +Mgr+ ..
0'=—1+ [CB2(C,S)—SA2(C,S)]r+ [CB3(C,S)—SA3(C,S)]r2+ ceo=—1 +m2r+m3r2+...

Desarrollando en serie de potencias de r la ecuacion diferencial de las 6rbitas de este sistema
en polares obtenemos:

[e] % = Ro(0) ©* + Rg(0) r° + Ry(6) r* +Rs(6) 1 + Rg(6) 1° + Ry(6) r' + .. =

P 3 4
Mor® + Mar™ + Mgr™ + ...
=- f 3 24 =—(M2r2+M3r3+M4r4+...)(1+m2r+[m3+m22]r2+...):
—[mor+mgro+ ...

=— M2r2— [ M3+ M2m2] r3—[ M4+ M2m3+ m2M3+ M2m22] r4—

- [ M5+ m2M4+ M2m4+ M3m3+2M2m2m3+ m22M3+ M2m23 ] r5 -

- [ M6 + m2M5+M2m5+M3 m4+m3 M4 + m22M4+2M2m2m4+M2m32+2m2M3 m3+
+3M2m22m3+m23M3 + M2m24] r6 —

- [ M7 +m2M6+M2m6+M3 m5 +m3 M5 +M4 m4+
+m22M5 +2M2m2m5 +2M2m3 my +2m2M3 my +2m2m3 M4+M3 m3 2+
+m23M4 +3m22M3 m3 +3M2m2m32+3M2m22m4+
+m24M3 +4M2m23m3 + M2m25 ] r7 -

La solucion r(8) con r(0)=r, de [e] sera una funcion analitica de ry, que se anula si ry=0:

1(6) = U1 (60) o + Un(0) roZ + Ug(0) o> + ..
Haciendo 6=0:

fo = U1(0) o + Up(0) r? + Ug(0) 1> + ...
Por tanto:

u(0)=1, ug(0) =0 si k>1.
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Llevando la expresién de r(6) a [e] obtenemos:
Uj' T+ Un' To2 +Ug' To + ... = UgZRo 1,2+ [2uqUoRp +UiSRg ] 1oo + ...
Igualando potencias: uq'=0, que junto al dato inicial u4(0) =1 nos lleva a que u¢(6) =1.

Ademas:
uz'=Ra
l.|3I = 2U2R2 + RS
U4' = [2U3+U22] R2 + 3U2R3 + R4
Ug' = 2[ug+ugus] Ro + 3[u22+u3] Rz + 4usRy + Ry
ug' = [2u5+2u4u2+u32] Ro + [3u4+6u3u2+u23] Rz + 2[2u3+3u22] R4 + 5usR5 + Rg
u7' = 2[ug+ugus+uyug] Ro +3[u5+2u4u2+u32+u3u22] Rg + 4[u4+3u3u2+u23] Ry +
+ 5[ug+2u5] Ry + 6UsRg + Ry

Este sistema, unido al dato uy(0) =0 nos permitiria ir calculando sucesivamente los uy(6) :
2
u2(6) = jg R2 , u3(6) =j§ [ 2U2R2 + RS] , U4(6) = jg [ (2U3+U2 ) R2 + 3U2R3 + R4] y een

El hecho de que 0 sea centro o foco dependera de que, cerca de 0, el valor de la r(8) en 6=2x
sea igual o distinto que el valor para el inicial 6=0 . En concreto, como 6 decrece con t cerca
de 0, sera foco estable si r(2m)>r(0) e inestable si la desigualdad es la opuesta. Nos interesa,
pues, hallar el signo de:

r(2m) —1(0) = Un(2) 1,2 + Ug(@m) rg° + Ug(2m) 1o + ...

Este signo, para r, pequefio, nos lo proporcionara el primer término no nulo del ultimo
desarrollo (0 sera un centro si y solo si todos los uy(2r)=0 ). Veamos como calcular los primeros
uk(2r) , usualmente llamados valores focales o coeficientes de Lyapunov, con el menor
numero de cuentas posibles. Como My y my son polinomios homogéneosen C y S de
grado k+1,los Ry resultan ser sumas de polinomios homogéneos de paridad opuesta a la de
k . Esta claro entonces que us(2m)=0 . Para el ug, tenemos que

2ﬁu2R2=u22 - u3=u22+83 , siendo 83512 R3.
Los términos de Rg que contengan potencias imparesde S 6 C tendran promedio O . Asi:

JU
Ug(2m) = S3(2m) = [ [ —aggCi—(bpq+a0)C?S2—bysS*
0

6 402

—aggbpoC™ + (2830811202001 1-a11P11-802b20~820P02+320P20)C 'S +
204 6

+ (2a11802-2b1 1bgp+a1 1b11+a02b20+az0bo2-a02D02)C7S™ + agobgoS” ] dB

La integral entre 0 y 2z de c , c%s? , s , o , cis? ,0284 , g6

3n 3n 5n

ale, respectivamente T T fud
V H p IV b 4 H 4 ) 4 ) 8 bl 8 b 8 b 8
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Sustituyendo en la expresion de Sg3(2n) ,dividiendo por w/4 y cambiando el signo del
resultado para que el signo menos esté asociado a la estabilidad, concluimos que:

El origen de [S] es foco estable o inestable si, respectivamente, es menor o
mayor que cero la expresion:

I3 = 3agp+boq+ajo+3bgz+2axbog—2apobga+b11bga—a11ag2+b11bog—asqagg

El I3 debe anularse (y asi lo hace) si, por ejemplo, las érbitas son simétricas respecto a alguno
de los ejes ( = apg=ago=agg=a1o=b11=b21=bg3=0 6 aji=agg=aio=bog=bgo=bs1=by3=0) 0 si
el sistema es exacto ( = 3agg+bs1=0, a15+3by3=0, 2asy+b11=0, a41+2by=0 ). Podemos dar
una expresion de I3 mas reducida, que nos sera mas Util en el futuro, escribiéndola en funcion
de estos ultimos binomios y de otros importantes en el estudio de los sistemas cuadraticos:

|3 = e2o+602+Ae1 O—Beo1 , siendo ekj = (k+1 )ak+1 J + (j+1 )bk,j+1 , A= aopt+apo B= b20+b02

Enelcasodeser | I3=0 | (o sea, si S3(2m)=0) habra que hallar el siguiente uy(2r) no nulo.

Se podria demostrar en general que el primer uy(2n)=0 es siempre impar (véase, por ejemplo,
el A-L-G-M) pero nos interesa ir poco a poco. Comprobemos que, de hecho, si uz(2m)=0 se
cumple también que uy(2r) =0 . Como ug = u22 +S3:

Uy = 13 [ (253+3u5?) Ry +3upRg + Ry ] = up® + ﬁ [25gRp + 3uzRg + Ry
Integrando por partes:

j(.; S3R2 = 83U2 - je U2R3 — W= 283U2+U23 + jg [ R4 + U2R3]
0
Demos un nombre a esta Ultima integral: Sy = jg [ R4+ UuoRs]

Puesto que R4 esimparen C y S, su promedio es cero. Por tanto,
JU
U4(2J‘E) =S4(23'I5) = jz U2R3 .

El R esparen C y S. Porotra parte, el u, contendra las potencias impares de la integracion
de R, y ademés la constante Ko obtenida al evaluar la primitiva en 6=0 . En concreto:

]
up= 3 [UpKs]=

1 2
= 5 [ (a1 1+b20+2b02)C3—3820028+3b0208 —(2320+8.02+b1 1 )SS - (2a20+a02+b1 1) ]

Como la integral de UoR3 es 0 por su imparidad y la de KR53 lo es al estar suponiendo que
I3=0 , hemos probado que uy(2w) =0 .

Se trata entonces de calcular el ug(2r) . Comencemos escribiendo ug' en funcion de Sj
y S4 ,envezde ugy ug:




88

Ug' = 2[S;+3S3Un+2us |Ry + 8[S3+2unZ|Rg + 4UoRy + Rs

Utilizando que
jf)4U23R2= U24 y jzszRe': 832

e integrando por partes de nuevo:

.’284R2= S4U2 —jg[U22R3+U2R4] , ﬁ283U2R2= 83U22—1§U22R3
obtenemos:
Ug = 2S4Up +2832+383u22+u24+85 , con Sg Ejg[u22R3+2u2R4+R5]
Por tanto:

1 1
U5(2Tl3) =85(2ﬂ:) = 51?[U22R3+6U2R4+9R5] = 61?;()5

yaque UsRg y Ry sonimparesy laintegral de Rz es nula por estar suponiendo que I3=0 .
Reescribamos el Qg de forma mas compacta para reducir al maximo los célculos finales.
Sustituyendo los Ry y agrupando las potencias del mismo orden se llega a:
QS = - 9M5 - (6U2M4+9M2m4+9m2M4+9M3m3)
- (U2M3+3m2M3+6M2m3)(U2+3m2) - M2m2(U2+3m2)2

(los sumandos son polinomios homogéneos en C y S de orden, respectivo, 6, 8, 10y 12).
O bien, llamando,

N = Up+3mMy = (a4 1+4bpg+2000) C+(3b4 1—6ap) C2S—(3a11~6b) CS?—(2apg+4agy+by1)S°

concluimos que:

QS = - 9M5 —9M3m3 - (6NM4+9M2m4—9m2M4) - (NM3+6M2m3)N - M2m2N2

Para hallar su integral entre 0 y 2x (para lo que serd muy util el ordenador), tal vez lo méas
sencillo sea sustituir C2 por 1-82 (obteniendo potencias 1, CS, 82, cs'! , s'? ), hacer
C=0 y después sustituir s? , st , s , s® , g'0 , s'? por sus promedios respectivos: 1/2, 3/8,
5/16, 35/128, 63/256, 231/1024 (como se ve, la Unica primitiva que ha sido necesario calcular
explicitamente hasta ahora ha sido la de Ro ). Haciendo esto en cada uno de los sumandos de
la ultima expresion de Qs , multiplicando el resultado por 64 y reescribiéndolo en funcion de
los e » del A ydel B se obtiene, respectivamente:

Cg = -36 [ 3640+€22+3€04 ]
c33 = 9(ag3—ap1—3b12-5bgp)eng—9(bgg—b1o-3a1-5ap3)eqo + 36 [ agg—bgz ] €11

Coyq = 12 [ (A+2820)621 —(B+2b02)e1 2+(5A—2320+261 0)603—(58—2b02+2801 )630
+(3a40+a22+3a04)e01—(3b40+b22+3b04)e1 0 ]
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C7 = — (6402+13e012+35619A—13601B-20a50€ 1g-68b2€01
+70A2+10B2-80ay0A+16bgoB+64as,°+64b0,°) gp
— (e012+13e4¢+35€1B—13e1yA—20bgpe01—6882061 0
+70B2+10A%-80bpB+16a,0A+64b0,2+64a50°) €00
+ (-9a51+9ay3—39b15—105bgp)e1oB + (—9b15+9b37—39a51—105ap3)en1 A
+12 [ (4apoB+4bpA+AB) 1 + (8bg3—830)8012 — 2(030+803)€10€01 + (3830-b03)e10°
+ (bg2821—Po2b12+3bg2a03+4820b03+5P02b30~12a20830-3830A+5bg3A) €10
+ (aob1 280821 +3a20b30+4b02830+5820803~12b02D03-8003B+5a30B) €1 |
cg= (eq O2+1 3eq1 2+35e1 0A—13eg1B-56a5pe10—92bgoe(1
+70A%+10B2-140a,0A+40bpB+160a,02+160bg,2) €91A
— (e012+13e1¢2+35€1B—13e1A-56b0pe01-9280061 0
+70B%+10A%-140b(,B+40appA+160bgo>+160a502) €10B
+ 12 [ bge10A-az0e01 B+5a0en1B*~5bgpe10A” |

Asi pues, el signo de ug(2m) coincide con el signo de 54 = C5+Co4+C33+C7+Cg .

Hallemos una expresion mas reducida de ug(2r) (y cambiemos otra vez el signo para que,
como antes, el menos esté asociado a estabilidad). Al ser I3=0 podemos sumar cualquier
mdaltiplo de I3 para anular el mayor nimero de términos (no son modificables aquellos de |54
que estan entre corchetes). Una buena posibilidad es definir:

|5 =— 1172 [ |51 + |3 (9b30—9603—9b1 2+93.21 +1 361 02+1 3601 2—2561 0A-25€01 B
~928,0610-92b €01 +70AZ+70BZ+40a5,A+400B+160bg,>+160a50°) |

Entonces resulta ser:

|5 = 3€4o+622+3eo4

+3 [ (b12+bgp)enp — (ag1+ap3)e02 — (agg—boa)e11 |

- (A+2320)621 + (B+2b02)e12 - (5A—2820+2610)eo3 + (58—2b02+2e01)e30
- (3a40+a22+3a04)e01 + (3b40+b22+3b04)610

€4 02—561 OA—eo1 B—6azoe1 O—2b02€01 +5 82+1 0820A+2b028+88202+8b022) €02
€01 2—5601 B—e1 0A—6b02601 —232061 0+5A2+1 ObozB+2320A+8b022+8a202) €20

—(

—(

~ (48p0B+4b0A+AB) e - (3bgg-az0)eo1” + 2(b30+ag3)e10801 — (3a30~bog)e10”

— (bp2az1-bg2b12+3bgzap3+4a20b3+5b02b30—12a20a30—3a30A+5bo3A—4b12B—8b30B) €19
= (

apgbo—appan1+3aggbzg+4bgoazgg+5asgags—12bgoboz—3bg3B+5azgB-4as1A-8agsA) eg1

+B[5B—eq1] [e10(e01—3bo2) +(A-azp)en1] — A[5A—e1q] [eg1(e10-3az0)+(B-bpz)e1o]
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Concluimos que:

Si 13=0, I5<0 el origen es un foco estable y si 13=0, I5>0 es foco inestable

Sitambién el |5 fuese cero habria que hallar el |7 (lo calcularemos hasta el final en situaciones
mas particulares), ... Solo se tendria un centro en el caso de que se anulasen los infinitos | .
Como ocurria con el |3, una buena prueba de que no se han cometido errores en las cuentas
es la anulacion del |5 para los sistemas exactos (aquellos con los e =0 ) o simétricos. Es facil
ver que asi sucede. Otra propiedad del |5 es que deberia ser invariante al intercambiar los
papelesde x e y ( ayj <> bjk , €k <> €jk » A< B). Esta escrito de forma que esto quede claro.

Antes de seguir, veamos la forma particular que adoptan I3 e Ig en el caso particular de
que el sistema proceda de una ecuacion, es decir, si todos los ayj=0 :

3¢ = 3bog+021+b14B
l5e = 3(b41+D23+5D05) + 3(bggboq+baibqo+2b12D03)
2
+3D11040+2bg2b31+011P22+6D02D13-5b11Pg4  + b11bgab12—011Pg2b30-2b11 Doz
+ (5b3-| +3b1 3+6b02b03+8b1 1 b30+4b1 1 b-| 2+2b1 1 b022) B - 5(b1 1 b02+3b03) 82

Supongamos ahora que | Iz=I5=0

Para comprobar que ug(2m)=0 reescribimos ug' en funcion de los Sy anteriores:

Ug' = [2S5+6S4Up+4S3%+12S3Un2+5U IRy + [3S4+12S3Up+10Us ]R3
+ [4ug+10uy?]Ry + 5URs + Rg

y utilizamos que:

o2

je 85R2 = 85U2 - ( U23R3 + 2U22R4 + U2R5 )
0

je 284U2R2 = S4U22 - je ( U23R3 + U22R4 ) , je 3S3U22R2 = 83U23 - f U23R3
0 0 0 0

f 832R2 = 832U2 - je 283U2R3 Je [U2R3+R4]83 = 8483 - f S4R3
0 0 ’ 0 0

De ello obtenemos:
_ 2 2 3 5 3 2
Ug = 285U2+4S483+384U2 +4S3 U2+483U2 +Uo +je ( Uus R3+3U2 R4+3U2R5+R6—S4R3)
0

Que ug(2m)=0 se deduce entonces sin dificultad de la ultima integral, que denotaremos Sg .
Basta utilizar la paridad de los Ry, que us y Sy son polinomios impares mas una constante y el
hecho de estar suponiendo que los promedios de Rz y [u22R3+2u2R4+R5] son cero.
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Pasemos a buscar la integral mas sencilla posible que nos proporcione el u(2x) . Si para el
calculo del 13 no necesitamos calcular ninguna primitiva (basté sustituir promedios de potencias
pares) y para el |5 necesitamos integrar simplemente el R, , vamos a ver que a pesar de la larga
expresion inicial de u;' sélo necesitamos conocer us y Sj.

Primero reescribimos como siempre u7':

U7' = 2[86+385U2+58483+684U22+ 1275832U2+1 083U23+3U25]R2 +
+3[S5+4S4Up+ o Sg2+10Sup?+5u5 R +

+ 4[S4+583u2+5u23]R4 + 5[S3+3u22]R5 + 6usRg + Ry
Hacemos ahora desaparecer los primeros sumandos integrando por partes:
jz SgRo = SgUs — jz ([us*=S4us]Rg + Bus Ry + 3Ux2Rs + UsRg )
12 2Ss5UpRp = Sglip” — jz (Up*Rg +2u,°Ry + U,2Rs )
f; S4S3Rp = S4S3up - -’2 ([S4Up+S3us2]Rg + S3usRy )
ﬁ384u22R2 = S4u23 —jj ( u24R3 + u23R4)
f483u23R2 = 83u24 —fa u24R3
0 0
132832u2R2 = 832u22 —f; 2S3u22R3
jz 2(UySg+R, )Sy = S4°
12 SsRg = S5S3— f; ( S3us2Rg + 2S3uoRy + S3Rs )
Asi llegamos al siguiente resultado:
U7(27) = 25gUp+3S5S5+3S5Up2+28,241084S3up+4S U+ 3 S+ 2 S32u,24585u5 u,® ]2: +
+ J? ( [u24R3 + 4u23R4 + 6u22R5 +4uoRg + Ry ] + 255 [u22R3 + 2uoRy+ Rg])
Como hicimos con el |5 veamos que los valores en cero de las primitivas de R, y Rz no son

relevantes. Ya escribimos us = [Uo—K5]/3 y pongamos S3 = Uz—Kg3 , conlas Kj constantes, la
U, polinomio impar y la Ug par. Mirando las paridades y utilizando

JT
fo Ry = j? UsRg = jin [Up2Rg + 6UoR4+ 9Rs] = 0

concluimos que:

JU
U (2m) = ;—1]20 ([Up*Rg+12U,°R, +54Un?Rs+108U,Rg +81R7] + 18U3 [UgZRg+6UoR,+9Rs] )
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Para el calculo de esta integral de este polinomio de grado 18 procederiamos como
hicimos con el |5 : tras sustituir c? por 1-82 , hariamos C=0 vy sustituiriamos s? , st , s , 88,
s!0 , s'? , g4 , s'é , s'8 por sus promedios respectivos: 1/2 , 3/8 , 5/16 , 35/128 , 63/256 ,
231/1024 , 429/2048 , 6435/32768 , 12155/65536 . La expresiodn final para el sistema general
[S] seria monstruosamente larga. Nos limitaremos a calcularla en dos casos particulares: si en el
sistema la parte no lineal s6lo contiene términos cubicos o sélo contiene términos cuadraticos.
Estos son los sistemas que tratamos a continuacion.

X' = y+Ag(x,y) = y+ax3+bx2y+cxy2+dy3

y' = =x+Bg(x,y) = —x+ex3+fx2y+gxy2+hy3

Sea |[S3] {

y llamemos eog=3a+f=m , e11=2b+2g=n, ego=c+3h=p . Los valores focales ya calculados son:

I3 =m+p
ls =3[ (e+g)m — (d+b)p — (a-h)n ]

y la ecuacion [e] se reduce a:

dr
do

= Ry(0) P+ Rs(0) 1P+ Ry(0) 1’ +... = —Mgr®—Mgmgr° —=Mgmg? 1’ — ...

Como u,=0, tenemos que:
uz(2n) = j?(R7+2U3R5) = —fzﬂ(mg, +2U3) Mgmg
Calculando una primitiva adecuada de Rz=—Mg vy utilizando que I3=0 se llega a la expresion:
Us = [ (b+e)C*~(d+g)S*+4ns®C4aC®s ]
Operando como se dijo se halla u,(2r) , que, salvo constante (positiva) multiplicativa, se puede
escribir en términos de a,b,d,e,g,h,m,n y p enlaforma:

l74 = 2 (35ae+35hd—15ad—15he+9ag+9hb—5ab—5hg) n
+ 2 (-7d%+5de—4262+2bd+9gd-21be—22ge+b>—bg—4g°—84a+80ah—44h2) m
+ 2 (-7e%+5de—42d%+2ge+9be—21gd—22bd+g°—bg—4b°—84h>+80ah—44a2) p
+ 2(35a-1 7h)m2 + 2(35h—17a) p2 + 4(a+h) pm — (m+p) (7m2—10mp+7p2)

Que simplificamos sumando multiplos adecuados de I3 e Ig (y cambiamos su signo):

Iy = _%( 74 + [SE (e—d) +6(b-g) ] I5 +

+ [ 7m2—1 Omp+7p2— 2(35a—17h)m — 2(35h—17a)p + 14(e2+d2) +

+60de — 4(11b-15g)d — 4(11g-15b)e — 10(b-g)° + 168(a>+h2) — 160ah ] I3 )
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Obtenemos por fin:

I, = 4(a+h)mp + (5bd—gd+b>~10h?)m + (5ge—be+g®—10a2)p — (5ad+5he+ab+hg)n

(observemos que el |, también se anula cuando el sistema es exacto o
simétrico y que resta invariante al cambiar a<sh, b<>g, d<se, m<p).

Veamos un ejemplo de este ejemplo: la ecuacion

X

= - x+ex3—3hx2y—3exy2+hy3

Entonces I3=I5=0 e I7=—6h(e2+h2).

Asi, para cualquier e, si h<0 hay un foco inestable
en el origen y si h>0 uno estable (y si h=0 hay un
centro: la ecuacion es simétrica). El hecho de que
sean los términos en ry/ los que marquen la
estabilidad sugiere que las 6rbitas saldran o entraran
con muy poca decision del origen. Por ejemplo,
integrando graficamente para h=1, e=—1 (el Unico
punto critico sera el foco estable del origen) se
obtiene el oscuro dibujo de la derecha.

Sea ahora

y sean m=2a+f, g=b+2g .

(So] X'=y+As(xy) = y+ax2+bxy+cy2
2 y'= —x+Bo(xy) = —x+ex2+fxy+gy2

La ecuacion [e] y los coeficientes I3 e |5 son entonces ( A=a+c , B=e+g ya definidos) :

% =— M2 r2 - M2m2 r3 - M2m22 r4 — M2m23 r5 - M2m24 r6 - M2m25 r7 - ...
I3 = mB—gA
ls = B[5B—q][m(q-3g)+(A-a)q] —A[5A-m][q(m-3a)+(B-g)m]
Por tanto:

1 4 2 A7 N\2 2
U7(23'I?) =—81 0 ([U2+3m2] + 18U3[ U2+3m2] ) M2m2=—81 0 (N +18U3) N M2m2
Una buena expresion de Uz es:

Us = 11—2 (fP+af—2a%+[b+2gle+2e?) C® + (b%+bg—2g°+[2a+flc+2c?) S° +
+ (3f°—=3af-3[b—2g]e) C*S? + (3b°-3bg—3[f—2a]c) C>S* +
+ 4(ab—ag+fg—bi-[b+2g]c—[2a+fle—ce) C3S3 — 12ae C°S —12gc CS° |
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Sustituyendo los promedios adecuados en la integral y sustituyendo c, e, by f por A-a,
B-g, g—2g, m—2a se llega, salvo constante positiva, a la larga expresion siguiente para u,(2nw) :

3 3

I74 = — [ m(4a-m)(18304a°—17808a2m+5828am>—645m°)
32 22 2 22
+9024a™q +64ma~q —62464ma—qg+146432ma g
22 2 22 32 3 32
—2432am—q~+39008am~qg—-89536am~—g +474m~q —-6128m~qg+14176m~g
+696aq"—51mq*—5088a0°g—1232mq°g+9024ag°g°+16832mq g —62464mag+73216mg” | B

+ [ q(4g—q)(18304g°—-178080g°+5828°g—645q°)
+9024ng3+64m2q92—62464maq92+1 46432a2qg2
22 2 22 23 3 23
—2432m~qg+39008maq g—89536a"q g+474m—q —6128maq +14176a"q
+696m”g—51m~q-5088m°ag—1232m°aq+9024m2a’g+16832m°>a>q-62464ma°q+73216a%q ] A

_ 8 [ 6720mg°+15584aqg°—7088mag>—9004aq°g+2662mq°g—349mq°+1396aq°
+1 5584a3q+6720ma29—1 101 6ma2q+2432m2aq—31 56m2ag+366m39—1 63m3q ] A2

+8 [ 6720a°q+15584ma°g—7088ma>q-9004m°ag+2662m->aq-349m q+1396m°g
+1 5584m93+6720aq92—1 101 6mqg2+2432mq29—31 56aq29+366aq3—1 63mq3 ] 82

—16 [ (gm—ga)(261mg—830gm—830qa+2288ag)
4 3 22 3 4 3 2.2 3
+58q '—593q"g+2022q~g"—2288gg~-58m +593m~a—2022m~a“~+2288ma" | BA

+2 [ 43374°-30020q°g+53488g°+3265M°q—1260m>g—33960maq-+13440mag+74640a°q ] AS

_ 2 [ 4337m°—30020m>a+53488ma>+3265mq°—1260aq>—33960mqg+13440aqg+74640mg> | B>

+2 [ 541 q3—41 16q29+7440q92+301 m2q+1 924m29—4552maq—5440mag+1 31 68a2q ] AB2

-2 [ 541 m3—41 1 6m2a+7440ma2+301 mq2+1 924aq2—4552mqg—5440aqg+1 31 68mg2 ] AzB

— 88 [ 210mg—229mg+916aq ] A4 + 88 [ 210aq—229mq+916mg | B4 —6800 [ mg—aq ] A282

+16 [ 269m>—1055ma+107qg-53q° ] AB® — 16 [ 269¢°—1055qg+107ma—53m> | A°B

+19699AB* + 16109A3B? + 204499A° — 1969mBAY — 1610mB>A2 — 20449mB°

Pero sumando muiltiplos de I3 e Ig para anular los términos en A y B de ordenes mas altos:

2

7 = '1%3 [ 171+ (20a49[a%B*] + 20000a282 + 88[19m-286a]A% + 88[19q-2860]8°

— 80[100q-211g]A®B — 80[100m-211a]B2A — 16/5 [2267mq—7460gm—7460aq+21800ag]AB

+ 2[2005M>—16740am+34320a+4337q°-30020gq+53488g°]A>
2] 2

+ 2[20050°-16740gq+34320g>+4337m>~30020am+53488a°]B

— 8/5 [1015m°—9110am>+25860a°m—-22880a°

+862mq2—841 aq2—8437mgq+1 2400agqg+1 7300m92—22880ag2]A

— 8/5 [10156°-9110gq°+25860g°G-22880g°
+862qm°>—841gm°>—8437qam+12400gam-+17300gm>—22880ga]B

+ (M—4a)(645m°—-5828am>+17808a°m—18304a°)+(q—4g)(6450°-5828q°+17808g°q—18304g°)

+141762°G%+ 14176g°m>—89536a°gq—89536g°am
—8216amq°—8216gqm>+1170m>q+54272amgq+146432a°g°) I3 +

+ (3696[A%+82] + 168/5 [37m—160a]A + 168/5 [37g-160g]B
+ 24/25 [869(m>-+q°)-6380(am+bq)+11200(a>+g2)] ) I ]
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se acaba obteniendo para el |+ una expresion factorizable sorprendentemente sencilla:

I7 = [ aB[m(a-3g)+(A-a)q] — mA[q(m-3a)+(B~g)m] ] [ (5a—2m)(5a-m)+(5g—29)(5g—q) | = G7F7

(que se anula si hay simetria o exactitud y es invariante al permutar coeficientes como debia)

Veamos que conclusiones podemos sacar de los tres coeficientes obtenidos. En primer
lugar consideremos el caso de la ecuacion:

X"=-Xx+ ex2+fxy+gy2

Sustituyendo se obtiene:

la=fB , I5=(2g-5B)giB , |,=-2g°fB (2f°+3g?)

Por tanto, si I3=fB=f(g+e)<0 en el origen hay un foco estable y habra uno estable si ese
producto es mayor que cero. Pero ¢ que ocurre cuando se anula? También se hacen cero el |5
y el |7 . Esto no prueba, desde luego, que haya un centro en el origen. Deberian ser cero todos
los Iy . Pero vamos a comprobar que de hecho lo hay en todos los casos:

Si f=0, las érbitas son simétricas respecto al eje y=0.
Si g=e=0, lo son respecto a x=0.

x'=y
"= —x—gx2+fxy+gy2

Mas dificil es probar la conservacién del centro si e=—g=0 : [ef] { y

Entonces hay también un punto silla en (-1/g,0) de autovalores:
Ap=— 2Lg [f+V+4g?| (raices de gh°+fA—g=0 )

La integracion numérica para g=—1, f=3/2 (A:=2,-1/2)
sugiere que ademas de conservarse el centro parecen
no deformarse las separatrices del punto silla. Esto es
facil de comprobar en general: el campo sobre las rectas
y = A+(x+1/g) esta contenido en ellas. Tal vez un cambio
lineal de variables que lleve estas rectas a los ejes
convierta [ef] en un sistema mas sencillo.

= X+Ay+1/g

X +h_y+1/g (y utilizando que A A_=-1, A, +A_=-f/g )

En efecto, haciendo { E:

, , , [P =hip(1-gn)
nuestro sistema se transforma en el sistema integrable: N =

Asi, una integral primera del sistema [ef] es:

|x+)\+y+1/g|)“r |x+)\+y+1/g|_7”_ exp[g(A——ry)x] =K.
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Volvamos al sistema general [S2]. Como en el caso particular de la ecuacioén, es conocido
(se deduce del teorema de la base de Hilbert) que para que tenga un centro en el origen basta
que se anulen un namero finito de | (tres, como probd Bautin en 1952). Aunque no podamos
completar la discusion con los célculos hechos hasta ahora, vamos a obtener una expresion
compacta de las Unicas relaciones entre coeficientes para las que se tiene el centro.

Supongamos que I3=0 vy, por ahora, que g=0. Debe ser entonces A = %B .

Llevando este valor de A a las expresiones de I y G y factorizando el resultado se tiene:

1 1
lsp = ?B[SB—Q]H , Gop= aBH

donde podemos escoger:
H= q2(qm—3gm+Aq—aq) - m2(mq—3aq+Bm—gm)
Si I5p=0, el origen seria un foco. Estudiemos lo que sucederia si cada factor suyo se anulase:

i) Sea H=0, y supongamos que también: m=0, m=q, m=—.
Utilizando que gA=mB es facil despejar los coeficientes e y c:

e=ey= % q[qm—2gm—2aq]-2+[3a—m]m2 S oc=gy= " m[mg—2aq—gm]+[3g—qlq>

m°—q q g™—m

Si e=ey, c=cy , tanto Ig= 1;=0, con lo que 0 podria ser un centro. Demostremos que lo es
viendo que entonces [S,] es simétrico respecto de una recta de la forma y=kx . Hagamos un
cambio en [Sy] que lleve esta recta y su perpendicular y=—x/k a los ejes. Por ejemplo:

. 1
X =kp+n P =n+z +1[Up2+Vpn+Cn2]
{ convierte [So] en  [Sy’] 1 5 5 donde:
y =kn-p n'= —p+ 2 [Ep“+Fpn+Gn°]

U = ak®—(b+e)k2+(c+k—g , G = gko+(c+Nk+(b+e)k+a ,
C = ck®~(g-b)k’+(a—flk—e , E = ek +(a—f)k>+(b—g)k+C ,
F = fk°—(2g—b—2e)k>+(2a—f-2c)k=b , V = bk>+(2a—f-2c)k>+(2g—b—2e)k+f

Si U=C=F=0 0 bien si V=E=G=0, [S5*] es simétrico respecto a algun eje. Como se tiene que:

F+2U = (K2+1)(mk=q) , U+C = (K>+1)(Ak=B) , V+2G = (k>+1)(gk+m) , G+E = (k%+1)(Bk+A)

podemos concluir que el sistema inicial es simétrico respecto a alguna recta y=mx si existe
algin m para el que se satisfaga alguno de los dos trios de condiciones siguientes:

o bien mk—q =Ak-B = cks—(g—b)k2+(a—f)k—e =0 [c1]
o bien gk+m=Bk+A = ek3+(a—f)k2+(g—b)k+c =0 [c2]
Si e=ey, c=cy, k=g/m se cumple [c1] ysi e=ey, c=Ccy, k=—m/q se cumple [c2].

[observemos que la anulacién de los binomios lineales en k de [c1] o [c2]
implica que una condicion necesaria para la simetria es que sea gA-mB =13=0]
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i) Anulemos otro factor de Ig; : Sea B=0 (e=—g) [y, por tanto, A=0 (c=-a)].

x‘=y+ax2+bxy—ay2

El sistema es [Sii] { 2
y'=—x—gx“+fxy+gy

> . Setiene que Ig=lg=l7=0.
Puede tratarse de un centro (si a=b=0 ya vimos que lo es). La integracidbn numérica para varios

valores de a, b, fy g muestra la presencia de rectas invariantes, pero también aparecen
atractores y, en general, no hay simetria. Por ejemplo, para los valores indicados se tiene:

Y
Y
)

Probemos que salvo en el caso trivial a=b=f=g=0 existen 1, 2 6 3 rectas invariantes de [Sii].
Larecta F=Mx+Ny—1=0 es una orbita del sistema siy sélosi M y N satisfacen las relaciones:

aM—gN-MN =0 , M?+bM+N-N?=0

pues entonces se cumple que F=F.G , siendo G =Nx—My .

En el caso de que sea g=0 hay recta invariante horizontal fy=1 (si f=0)yademas2,160
delaforma Mx+ay=1,donde M es solucion de M2+bM+fa—a® = 0 (salvo si a=b=0).

Si a=0 setiene —bx=1 y ademas —gx+Ny=1 con N2—fN+bg—gz= 0.

Si a,g=0, no hay rectas invariantes paralelas a los ejes ( M,N=0 ). Llamando k=M/N es facil
ver que hay 3, 2 6 1 valores validos para M y N dados por:

M=ak—g, N=a—g/k, siendo k las raices de ak3+(b—g)k2+(f—a)k+g =0.

Conociendo las rectas invariantes seria posible dar, en todos los casos, una integral primera
de [Sii] regular en un entorno del origen, con lo que siempre hay un centro en ese punto:

Si existen tres Fy distintas, existen ok tales que X 04 Gy=0. Una integral es entonces:
H=F{“F,"2F;" , pues H=H 2 akGk] =0

[se puede ver que esta H es valida y acaba siendo real aunque dos de las F sean complejas].
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Por ejemplo, paralos a), b) y ¢) de antes se hallan asi, respectivamente, las H siguientes:
H = [y-3x-1][y+x-11° 2y+11° , H=[y-2x-1° [y—x-1]"° [3y-1] ,

[y2—2xy+5x2—2y+2x—1 ]3

4x[y—x—1] )
6y—1

H [y—3x—1][y+x-1]

3
exp( > arctan

En el caso de que existan rectas dobles [como en d) ] o triples [e) ] 0 que una o dos rectas se
vayan al infinito [como en la ecuacion o el ejemplo f) ] las H contienen términos logaritmicos.
Por ejemplo, paralos d), e) y f) se tienen las siguientes integrales primeras:

-1, 2y X2y 42 5
H=Iogy o1 —2y PR H=2logly—1] + 5, H=2logly—1]+2y-x
e -1

Las dos ultimas se calculan facilmente a partir del sistema. La de d) se puede obtener hallando
la H(f) del sistema con a=1, b=2, g=0 (en general con tres rectas invariantes), derivando esta
H con respecto a f y sustituyendo el resultado en f=1 . Para sistemas generales de estos tipos
se trabajaria como aqui, tras tal vez un giro adecuado para hacerla g=0.

El altimo factor de 15 si nos permite asegurar que no basta la anulaciéon de los primeros
dos coeficientes para tener un centro:

iii) Sea 5B=q (e =1 [b-3g] ) [= 5A=m ( c=_[t-3a] )] .

Siendo I3=I5=0, el |7 puede no ser cero:

F7H = 2175 F- ( q2[6qm—1 ng—5aq]—m2[6ma—1 5ag-5gm] )

Ol|—=

l7 =

Esto ocurre, por ejemplo, si a=1, b=5, ¢=0, e=1, =3, g=0 [ B=1, g=5, A=1, m=5, |,=2500 vy
hay un foco inestable (dibujo de la izquierda)]. Pero la anulacién de F- siimplica que todos los
demas I, se anulan, pues se puede probar que entonces el sistema posee curvas invariantes
P>=0 y P3=0 (de segundo y tercer orden, respectivamente) y que una integral primera es de la
forma H=P,2P572 . Asi, para a=1, b=2, c=0, e=—2, {=3, g=4 [ B=2, q=10, A=1, m=5, F7=0 ]
las curvas invariantes (de trazo grueso en el dibujo de la derecha) son Ps= 5x2+4x+1—2y =0y
P3= 10x3+1 2x2—6xy+6x—3y+1 =0 . Para ellas se tiene que:

Pp=2(x+2y)Py , P3=3(x+2y)P3 — H=0
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Nos quedan por analizar los casos en que se anulan los denominadores que han ido
saliendo en la discusién anterior.
Sea q=0, entonces I3=mB, asiquesi I3=0 obienes m=0 o bien B=0.
Si g=m=0, el sistema es exacto y desde luego hay un centro en el origen.
Este es el caso iv) y Ultimo en que hay un centro.
Si fuese q=B=0, seria |5 =gmA(5A-m).
Asi, si I3=I5=0 aparecen situaciones ya analizadas:
si g=0=e=b, es H=0 [caso i) : las Orbitas son simétricas respecto al eje y ],
si m=0 hay exactitud [iv) ], si A=0 estamos en el caso ii) ysi 5A—m=0 en el iii) .

Si m=0, el resultado es totalmente analogo.

Si g=m, se tiene que I3 =m(B-A).Si I3=0 el sistema es exacto 6 B=A.
Sustituyendo si se da lo ultimo: |5 = mA(5A-m)(a—g) .
I3=l5=0 da, a parte de los evidentes casos ii), iii) y iv), larelacion: g=a,e=c,f=b.
Para ella es también |,=0 , como debe, pues hay simetria respecto de la recta y=—x .

Se anula H y estamos en el caso i).

Si g=—m, I3=I5=0 implica ii), iii), iv) y g=—a, e=—C, f=—b : simetria respecto de y=x.
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4.5 Centros y focos no homogéneos y no elementales.

Consideremos ahora un sistema para el que la aproximacién homogénea posea un centro o
un foco. Es decir, sea:

x"= A"0,Y)+ AT 0y + = anex 4 ragny M +an o+
] A = @noX i Iy
BT (x,y)+B" (Xy)+... = bpoX +...4bgpy +bpyqox T+

y:

con n impary con:

Ph+1(2) =B"(1,2)-zA"(1,2) = 0 | Vz

Suponemos para fijar ideas que agp<0 , sin perder generalidad (si no cambiamos de signo los
segundos términos e invertimos el sentido de las 6rbitas). Para saber si 0 se trata de un centro,
un foco estable o un foco inestable de [S] intentamos seguir los pasos de la seccion anterior.
Pero pronto veremos que aparecen muchas mas dificultades. Escribimos [S] en polares:

—_— M, "+ Mo ™+ M =CAKC,S)+SBX(C,S)
0'=m, ™ em "+, m=CBXC,8)-sAXC,S)

y desarrollamos la ecuacién de las Orbitas de este sistema (lo que es posible cerca de r=0 por
estar suponiendo que la funcién continua mp(C,S)>0 V6€[0,2x] ):

2 3
Ml +Mpq I+ Mo + ..

€] g—r = Ry(0)r + Ro(0) 7 + Rg(0) P+ ... = 5 =
0 mn+mn+1r+mn+2r +...
M m-Mn,1—Mm maM-,o—Mm Mn, 1 [Mama, 1 —maM, 1]
_ Jr+ nV'in+1 n'"n+1 r2+[ nV'n+2 2n n+2 + n+1%'n n+g3 nV'n+1 ]r3+...
Mp mn mp mp

Desarrollamos la solucion analitica r(8) con r(0)=r, de [e]:
_ 2 3
r(0) = uq(0) ry +ux(0) ry” +ug(0) ry™ + ...
Hacemos 0=0 para deducir los datos iniciales para las uy(6) :

fo=U1(0) o+ Un(0) o2 +Ug(0) re> + ... — uq(0)=1, U(0)=0 si k>1
Sustituyendo r(8) en [e] se obtiene el siguiente sistema recursivo para el calculo de los uy(6) :
uy'=uq4Ry , uq(0)=t
us' = u2R1+u12R2 , Us(0)=0

U3' = U3R1 +2U1U2R2+U13R3 , U3(0)=0
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El uy resulta ser mucho més complicado que la sencilla constante del caso no degenerado:

uq(8) = 681(6) , con S4(6) Efs R4

Resolviendo las siguientes ecuaciones lineales:

u2(8) = U1(6)j§ U1R2

vamos obteniendo los uy en términos de primitivas, que, por desgracia, no se pueden calcular
elementalmente. Para ver si 0 es centro o foco debemos hallar, para r, pequefio, el signo de:

r(2m) —1(0) = [Uq(2m)—1] ro + Un(2) 1,2 + Ug(2m) o + ...

Este signo nos lo daria S1(2x) , si fuese menor o mayor que cero. Como 6 crece con t cerca
de 0, y a la vista de los célculos de 4.1, podemos obtener la siguiente primera conclusion:

Teorema 4.3

_mt oo e Enq(12) _ AN L@n
Sea | =7 jﬁ R4 _f_oo Pt (@ dz , con Enq=A\+B'y.

Entonces: si I<0 el origen de [S] es un foco estable y si I>0 es un foco inestable.

[el sistema se comporta como la aproximacion homogénea si la estabilidad es fuerte]

En lo que sigue suponemos que | | =0 | (que en la aproximacién homogénea hay un centro).

TT 7T
Nuestro objetivo es hallar el signo de uy(2n) =j§ uq4Rs , uz(2n) =j§ [ui?Rg +2uRs] ...

Como era de esperar uo(2m)=0 . En efecto, Ry es n-periddica de promedio 0, con lo que son
n-periddicas también Sy y uq . Ademas, por las paridades de My y my es Ro(6+71)=—R5(6) .

Pt fiofy - of

Veamos cuanto podemos avanzar en el calculo de ug(2w) . Aunque es facil generalizar muchos

Por tanto:

pasos, vamos a centrarnos desde ahora en el caso n=3 . En primer lugar:

u i 2 |2n T o
j(z) 2u2R2d6 = jj 2u1R2[j§u1R2]d9 = [st1R2] |O =0 — U3(23‘[)=j§ uq R3

Recordando 4.1:

1 q E T _ 1 E
S0 g L5~ e i el 15
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Por otra parte:
miM; — Mym; = [BA! - ABI][C2457]

Por tanto:

3rp4 3,4
) = jg [BSAS 52355 . m4[Ar:]337/ B AT ] [ je ]de

Pasando a cartesianas con el cambio z=tan6 y teniendo en cuenta que los numeradores y
denominadores son pares en C y S (de orden menor en dos unidades los primeros)
acabamos obteniendo el siguiente teorema:

Teorema 4.4

Sea I= 7_0 ysea J= f [ 5/2 Q17§2]Ed con

E
E(2) =exp[% S P—i] , Qg(z) =B3A%-A B5| (12) 012(2)=[B4-zA4][A3B4-B3A4] 12

Entonces: si J<0 el origen de [S] para n=3 es un foco estable y si J>0 es un foco inestable.

Esta expresion de J no deja claro que debe anularse en el caso de que [S] sea exacto. Pero:

d k  pk j Kai _ ik
EPK+1=EK_1—(k+1)A : APj+1—AJPk+1:A B-ABX —

6Q8 10012 2R12
*[ 52 E] 5/2 E- o 52 E, E 5/2 E] p, 72 E- o 712 E
4 4
siendo Rg =P4E4—PgEo , Rq2=P5[PsE>—P4E;5]

De esto obtenemos una expresion alternativa para la J:

J = f_o; [BPR%/z * R13/2] Edz

La primitiva que figura en la exponencial es calculable si podemos factorizar P4 . Pero, aunque
consigamos hacerlo, es imposible en general hallar analiticamente la mucho mas complicada J .
Lo que vamos a hacer es, restando integrales de valor cero, reducir su célculo al de otras
similares en las que los numeradores seran polinomios de grado dos que, en ocasiones,
tendran signo definido. En ese caso habremos conseguido precisar algebraicamente el signo
de J y la estabilidad del foco.

Para abreviar, a partir de ahora llamaremos P4=P , supondremos ag3=—1 y denotaremos los
coeficientes de los términos clbicos A° y B3 por:

A3(x,y) = ax3+bx2y+cxy2—y3 , Bs(x,y) = ex3+fx2y+gxy2+hy3
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Como se tiene que:

n
sz | ot 1= okcara [ (n—4k-2)z"3 + (In-3kIn+[3k+2-nJe)z" 2 +

+ (In-2K]g+[2k+2-n]b) 2™+ + (In—Klf+[k+2-n]a)z" + nez" ']

Zn+3E

(ee]
la integral del segundo miembro de —« a +« se anula si n=0,...,4k+2 . Cada f k32 9z
—o PK+
con n=0,...,4k+1 , queda en funcién de otra similar en que el numerador es de un grado
menor.
Asi, si en el numerador hay inicialmente un polinomio Q.4 (como los de J ), eliminando de
forma sucesiva el coeficiente de mayor orden, se acaba teniendo un polinomio R, de segundo
grado en el numerador:

* Qqgia * R
Lm pk+3/2 FdZ = Lw pk+3/2 EAZ
Si se tiene la suerte de que R, tiene signo definido, queda precisado algebraicamente el signo

de la integral inicial. Aunque el R, corte el eje z, aun se puede salvar la situacion. En efecto:

4k+2 4k+1
dfz E E 4k+4 dJz E E 4k+4
Al otz 1= prearz [ (r2Ih—ke) 2544 ] Al otz 1= preara 27+

y de aqui:

E ) ©  Q E
0 =[ (2 (rzinko)z*) (Ep | = [ 8 o

Reduciendo el orden de Q; como antes acabamos hallando un polinomio N5 = n222+n1z+n0 ,
con los nk dependientes exclusivamente de los coeficientes de A3 y B3 , 'y tal que:

©  NoE © Q ® Rg+mN
2= 4k+4 _ Rg+mMiNp
f_oo pk+32d2=0 — f_oo pk+3/2 FOZ = f_w pk+32 EdZ VM

Por tanto, si para algun valor de la constante m es Ms=Ro+mNo=0 Vz (0 que es lo mismo, si
es negativo su discriminante o si las raices de Ro y Ns no estan intercaladas), el signo de la
integral con el Qg,4 sera el de este polinomio M, . En el peor de los casos, eligiendo un m
adecuado podremos suprimir el término lineal o el cuadratico de Rs , con lo que la integral se
reduce al calculo (numérico) de sélo dos de las tres integrales siguientes Jg, J1 0 Jo:

2
* E *  zE *  Z“E
Jo =f_oo pk+az 92 2 Jq :f_oo pk+aiz 92 . J2 :f_oo pk+a/2 92

Ala J del teorema 4.4 se le pueden aplicar las reducciones anteriores con k=2 (pues Qg/PS/2

es también un Q*12/P7/2 )- Si los términos de orden 4 son nulos, las reducciones son con k=1,
lo que simplifica los calculos. Pero incluso en este caso las expresiones generales del R, y del
N, son tan largas que no merece la pena reproducirlas. Se puede probar que se llega a la

misma expresion reducida de la J partiendo de los Qg y Q4o o partiendo de los Rg y Ry .

Desarrollamos los célculos hasta el final en el ejemplo siguiente (continuacion del ejemplo 1 de
4.1). Otros ejemplos apareceran en capitulos posteriores.
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X' = 2x3—xy2y3

2 2 2 2
, Pa=[2"+2]" =p(2)°, E» =8+82—4z".
y‘=4x3+2x2y+4xy2—y3—qx4—sy4 4=l I=p) 2

Ejemplo 14. {

Ademas del centro o foco del origen tiene, si g+s=0, una silla en (9/[q+s],9/[g+s]) . Si g=s=0,
ya vimos en 4.1 que era |=0, pero nos conviene volver a hallar | calculando una primitiva:

0 E )
- B2 L _ 4 %=1 -
I_f_oop2d2_4[ 0 ]_Oo_
Para analizar origen del no homogéneo habra que hallar el signo de:

2 2[z1]
J f Edz con Qqo= [q+sz4] [2—22—23] y Esexp[ ; ]

Para reducir J utilizamos que:
412 E] 57 (n=10)2"3_2."%2, 4(n—4)2"* " 447"+ 402" ]

y que la integral entre —o e o del segundo miembro es 0 si n=0...10 . Haciendo desaparecer
los coeficientes de mayor orden del numerador de J (desde, tal vez, 12 hasta 3) se acaba con
un polinomio de segundo grado en el numerador. La situacion favorable de que este polinomio
tenga signo definido se da, por ejemplo, si:

q=0, s=9 — (',)12=81z8 [2—22—23] . Entonces:

Qo d 9E(

9.8 .6 36 5 252 4 288 3 1836 2 8_ 6248\ _ 576
o7 BT dz pZ H182= g 2+ gz - 352+352_52+175)] 175pR2
con Rp=—1612°+4322-373 —» J—% %2 gz <0
—op’

pues el discriminante del R, es negativo. Hay, por tanto, un foco estable en origen.
[Integrando numéricamente se tiene que J=-3.72 ].

Hallamos ahora el N, , dependiente s6lo de los términos cubicos, y con integral cero:

d[ E (1 10_ 9 8 32 _7 112 ¢ 632 5 4232 4 22768 3 34336 2 17792 6115522)]

dzL5lo2 TEHIZ T g2 g 25 T s 27 315 2% 505 2 405 2t 14175 /1=
128 E 2 © Np
= "2 Ny, con Np=10572°+6662-349 - ~2Edz =0
14175 p7 2 2 f_oo p’

Aproximadamente, N, tiene por raices —0.97 y 0.34 . Siparaotros q y s tiene raices reales
el R, pero dentro o fuera del intervalo [-0.97,0.34] , la estabilidad del foco queda precisada
algebraicamente, pues existira un m para el Mo=Ro+mN, tiene signo definido.

Esto sucede, por ejemplo, en el segundo caso que tratamos:

42, 2 3 © Q2 64 * Ro
q=5,s=4 — Qqp=[5+4z"] [2-2"—=Z"] — U= — Edz=...=—5 ¢ —= Edz
12 f_oo p? 945 J o p?
con Rs= 410922—1 0818z+5632 , de raices reales aproximadas 0.71 y 1.92 . Existe algun m
tal que M, tiene signo definido (si m&[0.79,16.1] aproximadamente). Por ejemplo, si m=16,

Ms=Ro+16Ns = 2835(700722—54z+1 6)>0 paratodo z.Foco estable [J=—-1.09 ].
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Lo mas desfavorable es que tengamos que utilizar el valor de dos de las integrales:
Jo= —dz=0.00331 , Jq= — dz =0.000525 , J dz~ 0.000762
0I5 - [ 2F

Por ejemplo, no queda con lo anterior precisado el signo de J algebraicamente si:

2 3 Q12 81 E 324
q=9, 520 — Q=812 ~ FE s p5]———[2+22—z ]
ya que las raices de Ry, son —-0.73 y 2.73.
Tenemos que hallar numéricamente:
2
36 (* 203-278z . _ 324 © 353+556z
J= 37J., 7p7 Edz 6 J= 1057 ) p? Edz

Utilizando los valores de arriba de las Jpy, , tenemos que
J=0.45 y asi se tendria un foco inestable en el origen.
Esto concuerda con el dibujo aproximado de la derecha (la
silla estaen (1,1) y sobre y=x las Orbitas son verticales).

Una idea que nos permite resolver algebraicamente el problema en el dltimo caso (y que se
muestra productiva en otros ejemplos) es considerar el integrando de J también como un
cociente de polinomios de orden superior y reducir, con las técnicas descritas, estos
polinomios mas complicados. Podemos utilizar, por ejemplo, que:

2 2 00 R"k
[203-2782“]p d 278 3 139 2 1559 37 2 E . _ 24 R
59 E- gzl 7 £ (285 33 2+ a3 2+ )] gRo — J= Edz

siendo R* = 426192°-32822+60518

y como R*5 es siempre positivo esta probada la inestabilidad. No se ha necesitado siquiera
hallar un N*5 de integral cero, cuyo calculo es aun mas largo que el del No :

g4 p%(—%zm+z13+...)] 74256576525%N* , con N'»=32468322-5250182+11182

00 Anz+B

Otra forma (no generalizable) de ver que J>0 en este caso es escribir Jp, = f 3 M Edz,
—% n=0 p

utilizar que cada sumando para n=3 se puede escribir en funcidén de los posteriores:

—1)z+2n-3 2 2n— 2 2
f d f [n z+n 12nnEQ]Ed ’f E o f [(1r125r)]z+;n 24nnEz]Ed

y que ademas: f 1]Edz = 25 | R

Operando:

]EdZ,J2 f [211 409 ]Ed J= f [753 36]Ed

JO:f—oo[1296p2 864p 1728p ~ 4gp2

Esto no precisa el signo de J. Pero haciendo en la Gltima expresion z=V2tanu , desarrollando la
exponencial, quedéndonos con las potencias pares y escribiendo todo en funcién de c=cosu :

J=V2 f 753 2_18] [ 1-c%+ (202 c4) %(60 -5¢ )+ (4c +4c8 —7c ]du

Asi expresamos J como una serie numérica cuya suma se puede probar que es positiva.
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5. Utilizando la poligonal.

Consideraremos en este capitulo de nuevo el sistema analitico:

[S] { x'=fxy) = AM(xy) + AP(xy) + .
y'=g(x,y) = B"(x,y) +BP(x,y) + ...

y analizaremos los casos pendientes del teorema 3.2, especialmente el estudio de v; multiples
con 1 asociado igual a cero [siendo y=vix raizde A(x,y) = xB"(x,y)-yA"(x,y) y Ai=A(1,v) ],
generalizando los resultados de dicho teorema.

Comenzaremos en la seccion 5.1 estudiando algunos ejemplos de ese tipo ( vj=0 en todos
ellos) para sugerir las técnicas y las dificultades de los resultados generales que se daran en
5.2. Estos resultados los emplearemos en el estudio de sistemas concretos en 5.3 y
acabaremos tratando en 5.4 el caso A=0 (y similares) y los centros y focos que no son
analizables con las técnicas del capitulo 4. Demostraremos que con una utilizacién adecuada de
la poligonal de Newton, casi nunca sera necesario realizar explicitamente ningin blow-up para
precisar la estructura local de estos puntos 'mas degenerados' que los del capitulo 3.

Veremos en 5.1 que buscar variedades de [S] cuyo desarrollo comience por términos x>
es equivalente a buscar ramas de esa forma de la curva algebraica Hg(x,y) =xg—syf=0 . Estaes
la razén que lleva a utilizar de forma natural la poligonal en el analisis de estos sistemas (la s sera
diferente para cada potencia, es decir, para cada segmento de la poligonal). El primer teorema
que probaremos (el 5.1) asegurara que a cada rama simple o multiple con el nuevo 'autovalor'
asociado distinto de cero corresponde una variedad de la misma forma que pasa por el origen.

Mejorando un primer teorema 5.2 (y a la vista de su demostracion) establecemos el alin mas
util teorema 5.3 que permitira analizar el origen con pocos célculos (y sin cambios de variable):
si ningun polinomio asociado a un segmento de la poligonal se anula idénticamente para el s
correspondiente, si existe alguna rama real y las asociadas a cada segmento son del tipo de las
del teorema 5.1, estas ramas (y tal vez otras asociadas a los vértices) dan todas las variedades
que pasen por el origen, y la estructura queda determinado con el flujo sobre ellas, el signo de
Ay, excepcionalmente, el de algun polinomio méas. Este resultado generaliza el teorema 3.2 (y
el estudio de los puntos elementales): los términos homogéneos se sitian sobre un segmento
de pendiente —1 y las ramas son los 'vectores propios'. El papel de la aproximacién homogénea
lo cumplen ahora los términos que proporcionan puntos sobre la poligonal y son, si todos los
nuevos 'autovalores' son no nulos, los Unicos necesarios para fijar la estructura del origen.

Los teoremas son de demostracion larga y exigen la realizacion de sucesivos blow-ups,
pero insistimos en que una vez probados hacen, en general, innecesarios los cambios. Sélo
dejan por analizar los casos con polinomios idénticamente nulos, las ramas mdltiples con
‘autovalor' cero y la distincion entre centros y focos. En 5.4 se daran ideas de como atacar los
dos primeros casos sin cambios de variable y se estudiaran los centros y focos. Para estos se
vera que si la poligonal se reduce a un segmento, uno o dos cambios de variable reduce el
problema a uno o dos de los estudiados en el capitulo 4.
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La explotacion intensiva de la poligonal de Newton en la forma presentada aqui para el
andlisis del origen no se encuentra en la literatura sobre el tema. El clasico [1] (ver las paginas
295-302 de [3]) ya utiliza la poligonal para estudiar las soluciones de dy/dx=g(x,y)/f(x,y) , con g
y f analiticas que se anulan en el origen. También se utiliza en [5], aunque en un método de
estudio de puntos criticos que mas bien se basa en la determinacién de las curvas f=0 y g=0.
Nuestras primeras ideas sobre el tema se mostraron en [13]. El método local de andlisis de [18]
(en el que es omnipresente la poligonal) consiste en dividir un entorno del origen en sectores
(asociados a cada segmento y cada vértice), en utilizar formas normales para el estudio de las
orbitas en cada uno de ellos y en 'pegar’ las érbitas de cada sector. Su ejemplo erréneo citado
en la introduccion es x'=4y2+xy—2x2 ; y'=y2+2xy+2x3 , al que asigna dos sectores parabélicos
y dos hiperbélicos, pero el teorema 3.2 ya asegura que consiste en seis sectores hiperbdlicos.

Mas préximo a nuestras ideas es el trabajo de Berezovskaya recogido en el libro [21]: "The
main topological part of plane vector fields with fixed Newton diagram". En él caracteriza los
sistemas 'no degenerados' para los que bastan los términos sobre la poligonal (su 'parte
principal’) para fijar la estructura (descarta entonces la posibilidad de 'autovalores cero' recogida
por nuestros teoremas). Su método de analisis (mucho mas complicado que el nuestro)
simplifica el de [18] realizando en cada sector blow-ups de la forma x=x, y=xSv (no parece
detectar las dificultades que citaremos en la pagina 123). Tal vez existan mas detalles en su
preprint de 1978 ("A complicated stationary point of a system on the plane: structure of a
neighborhood and index"), uno de cuyos teoremas se reproduce en la pagina 88 de [17]. El
articulo [20] también caracteriza cuando basta considerar la 'parte principal'. Para el analisis de
los sistemas asociados a cada segmento sustituye los blow-ups sucesivos por un unico cambio
a las coordenadas quasi-polares introducidas por Lyapunov ([2]). Como aplicacion clasifica,
como nosotros en el ejemplo 17, los mapas de fases de las ecuaciones de segundo orden,
aunque no reproduce los calculos y no podemos comparar los métodos (por otros caminos mas
largos estas ecuaciones habian sido ya estudiadas en [4], [7] o [10]).

Los resultados para el caso A=0 estan basados en [7]. Sobre el problema complicado de
distinguir centros y focos de los tratados en 5.4 se puede consultar [17] (para una visidn global),
[18] y sobre todo [22] ya que ataca el caso (para el que 5.4 soOlo sugiere sus dificultades) de que
haya mas de un segmento de la poligonal, 'pegando’ las érbitas de los sectores asociados a
cada segmento. Su caracterizacion de los sistemas 'no degenerados' con centro o foco a partir
de la poligonal es similar a la nuestra de la pagina 136 (o de [26]). Sistemas de forma particular
con este tipo de centros o focos se estudian en [2], [6], [20], [24] y [25].

El proceso habitual de andlisis de los puntos de este capitulo mediante cambios de variable
(Ilamado proceso de desingularizacion o o-proceso) precisado por Dumortier en [9] se puede
encontrar descrito también en [10], [12], [15], [17], [19], [20] o [23]. [Se podrian dar muchos
ejemplos de lo largo que puede resultar este proceso; por citar uno: en las paginas 361-364 de
[12] se analiza x'=y+ax2+... ;y'=bx2+... con tres blow-ups sucesivos; basta una linea para
estudiarlo con nuestro teorema 5.3 (expuesto en [16])].

En nuestros estudios no hemos considerado el indice de los puntos criticos, del que otros
autores si obtienen abundante informacion, como [8], [11] o [14].
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5.1. Ejemplos introductorios.

- ax3
> 4 — A= —
y +X

Ejemplo 1. {X

Aunque no sabemos si existen, busquemos variedades horizontales que pasen
por el origen probando en la ecuacion de las érbitas soluciones de la forma :

y=chS+o(xS) con s>1 — [032x25'+...]+x4 =ax3[scsxs_1+...]

El valor mas pequefio de s para el que cg puede ser no nulo es s=2 . Asi que:
022 —2aco+1=0 - Co= aV a1

Si lal<1 no pueden existir variedades reales que comiencen por términos de orden 2.

Si a=1 (co=1 doble) y a=—1 (co,=—1 doble), las posibles variedades serian,

respectivamente, de la forma: y= ... e y= —X%+...

Si lal>1, tenemos dos posibles comienzos del desarrollo de las variedades horizontales.

El flujo sobre cada una de estas posibles variedades viene gobernado por x'=ax> .
Comprobemos que en los calculos anteriores reside toda la informacion necesaria para precisar
la estructura local de 0. Para ello comenzamos haciendo el cambio x=x ; y=x2v . Obtenemos:

x' = ax3
v'= x2(v2—2av+1)

X = aX

cuyas Orbitas (salvo x=0) son iguales a las de { 2
v'=v--2av+1

Este sistema tiene 0, 1 6 2 puntos criticos en x=0 dependiendo de que lal sea menor, igual o
mayor que 1. Los diferentes mapas de fases en el plano xv son:

A
\X X X X
a

N !

a<—1 a=-1 lal<1 a a>-1

[}
—

(los dos puntos son elementales si lal>1 y uno de sus autovalores es 0y el otro es a si lal=1).

Deshaciendo el cambio comprobamos que existen las variedades previstas [aunque haya

infinitas, todas ellas son de la forma buscada y = c2x2+o(x2) I



Los posibles mapas locales del origen 0 seran los siguientes:

y y y Yy y
X X \
X X X
a<-1 a=-1 a=1 a>—-1

lal<1

Observemos que al mismo resultado habriamos llegado simplemente reflejando las nuevas
variedades descubiertas con su flujo correspondiente en la estructura homogénea:

Como muestra el ejemplo a un punto multiple con A=0 pueden no llegar variedades o
llegar mas de una con primeros términos cgx° diferentes (e incluso, como veremos ya en el
ejemplo siguiente, con diferentes s , que pueden ser fraccionarios, lo que complicara los
cambios). En general veremos que a cada cg simple estara asociado siempre un punto simple y
por tanto una variedad que llega al origen, lo que no seré siempre cierto para un cg mdaltiple.
También es posible que existan variedades que no sean C* . Por ejemplo, para a=1 las érbitas
vienen dadas por y = N Cx2/(1—CInx) y todas estas funciones satisfacen y(0)=y'(0)=0,
y"(0)=2 . Pero ninguna de ellas ( salvo y=x2 ) posee derivada tercera en x=0.

¢ Podriamos en los calculos anteriores haber perdido alguna otra variedad horizontal que
no fuese de laforma y = 02x2+o(x2) ? En principio, al deshacer el cambio y=x2v seria posible
que alguna de las érbitas proximas al eje v 'se doblase' hasta regresar al origen. Para ver que
eso0 no puede suceder hay, por ahora, que avanzar paso a paso, siguiendo el camino conocido
de realizar blow-ups sucesivos hasta acabar en puntos elementales o con un Unico autovalor
cero. Haciendo en nuestro sistema y=xv se tiene

2 — xB—VA = x[v2—2axv+x2]

X' = ax2
v'=v2—axv+x

Las Unicas posibles variedades horizontales del sistema inicial son las posibles érbitas de este
Ultimo sistema en x=0 que lleguen al origen y, segun el teorema 3.2, estas sélo lo pueden
hacer siendo tangentes a

v=[azxVa®1]x

lo que nos vuelve a dar las variedades conocidas.
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X' = y2-2x3

3
—- A== — =0 — =0 -—
y' = 3x2y+x4 y y

Ejemplo 2. {

3
Probando vy = chS+o(xS) obtenemos que el menor s es $=, con lo que

72 4 2,3 3113 1/2 3 3
[303/2X +...4+X ] —[03/2 X"+...—2X ] [E CgppX  +... ]=0 — 503/2 —603/2 =0

Hay tres raices simples de esta ecuacion: cgo=0, Cgp=-2, C3pp=2,
3/2 3/2 3/2
(x™%) )

3/2 +0 (X3/2)

gue nos proporcionan tres variedades: y=0 , y=—2x""“+0(X , y=2x

que llevadas a la primera ecuacion del sistema nos da para la primera: x'=—2x3+o(x3) ,

y para la segunda y tercera variedades: x'=2x3+o(x3) .

Para precisar més el dibujo calculamos algin término no nulo de la primera variedad. Para ello

Ly . . ; 1
observamos que s=2 también proporciona cg no triviales. De aqui: y = —;x2+... y por tanto

/
I\

(los sectores entre las tres variedades de la derecha son hiperbdlicos y no elipticos como en
principio podria también pensarse; mas adelante justificaremos porqué se puede asegurar esto
s6lo con los célculos anteriores). Haciendo el cambio y=x3/ 2V obtenemos tras simplificar:

'=6v—3fv3+x1/2

{x':xv2—2x
2

Los puntos criticos de este sistema en el eje v son: (0,-2), (0,0) y (0,2) . Este
eje esta formado por o6rbitas orientadas como en el dibujo. Podemos evitar la

presencia del término no regular x'2 con un nuevo cambio x=u? que nos da
v 1 2
u'=-u-suv
v = 6v — %vs + U

Para este sistema los tres puntos son elementales y por tanto hay variedades no
verticales que llegan hasta ellos: v =0+0(1) , v=—2+0(1) , v=2+0(1) .

Deshaciendo los dos cambios realizados obtenemos de nuevo las variedades previstas en la
derecha. Si realizasemos el cambio y=(—x)3/2v , —x=u? (o bien x=—u® , y=u3v de un tirén)
demostrariamos la existencia de una variedad a la izquierda. De nuevo unos blow-up sucesivos
(hasta que demostremos los teoremas de las siguiente seccion) podrian despejar las dudas
que pudieran quedar sobre la posible pérdida de otras variedades distintas de las detectadas ya
que pudieran llegar al origen con pendiente horizontal).
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Aunque, como hemos visto, la utilizacién de series formales ahorra trabajo veamos que adn
podemos simplificarlo mas.

Observemos que determinar el cg probando y = chS+o(xS) en la ecuacion de las érbitas
d —1
a(x,y) —f(x,y)ai =0 - g(x,csxs+...) - f(x,csxs+...) [schS +... ] =0

es equivalente a determinarlo probando ese desarrollo en la ecuacion algebraica

(1) X g(x,y) —syf(x,y) =0 — xg(x,csxs+...) -S f(x,chS+...) [chS+... ] =0

(para s=1 aparece de nuevo la ecuaciéon A=xB-yA=0).

El problema de determinar las ramas de una curva algebraica es facilmente atacable a partir
de su poligonal de Newton. Asi, el analisis de la curva (1) en los ejemplos 1 y 2 nos
proporciona inmediatamente las variedades ya conocidas:

xy2—asx3y+x5 =0 —

Y=%[aSi a282—4]x2+... = axVa>1 %%+,
§=2
3x3y+23x3y—sy3 =0 — y2= [g +2]x2 .. y = w032 |
§=3/2
2 2
3 3 ..5_ = = x
\ BCYHZSYXT=0 72 Y =506 *o s=2 ' -

3 5

[Observemos que para calcular las variedades al s que aparece en (1) debemos
asignarle valores diferentes segun sea el segmento que consideremos, pues
cada s es la potencia del primer término de la variedad (de la serie) buscadal].

2

Ejemplos 3.  a] { X=y b] {x =y +X

y' =—4xy—2x3+bx5 y' =—2xy—2x3+bx5

Ambos sistemas tienen la misma estructura homogénea: A = —y2 , =0 —

Y proporcionan la misma variedad doble a partir de la poligonal:

al —2x4—4x2y—sy2 =0

2
=—x“ doble
b] —2x4—(2+s)x2y—sy2 =0 g2 y
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Estos casos de ramas y = csxs+. .. multiples (como ocurria en el capitulo 3 con los v; mdltiples)
pueden obligar a proseguir el analisis, pues al hacer y=xsv (o algun blow-up) podrian aparecer
puntos degenerados. En nuestros ejemplos:

X' = X X' = X+XV
= - a b
y ] ][ v'= —2(v+1)2+bx2 ] { v'= —2(v+1)2+bx2
yexu — a]{x' = Xxu ]{x'=x2+xu
u'= —2x2—4xu—u2+bx4 '= —2x2—3xu—u2+bx4

Para el sistema en v el punto (0,—1) es un silla-nodo en el caso a] pero no es simple en el b].
Para el otro, es A = —2x(x+u)2 en ambos casos, pero mientras al vector propio multiple u=—x
esta asociado un autovalor cero en el b], tenemos X'=—X+ .. para el a] . Asi, cualquiera de

los cambios prueba la existencia de la variedad y = X+ para a] y precisa su estructura:

[como se observa, el término bx° no es
relevante para la estructura local de a] ).

Sin embargo, para b] no sabemos lo que ocurre. Podriamos hacer z=v+1 6 z=x+u y usar las
técnicas vistas hasta ahora. Pero mas cdmodo es hacer directamente y=—x2+w que nos lleva a:

——
s x
T
g =
(&)

centro _@_
. > -

[sistema ,* .

exacto] r'\‘ l\ {\

Algo tal vez mas rapido que el cambio y=—x2+w es calcular algun término mas del desarrollo de
la posible variedad. Llevamos y = —x2+csxs+. .., s>2 alaecuacion de las orbitas de b] :

b<0 b=0

+bx5+...=[—2x+scsx +.. ][csx +.. ] - b+, _scs2 -1,

s=3 — 03=i[§]1/2 - y=-X _[ ]1/23+..., si b>0

S+1
—2CgX

La presencia de dos coeficientes distintos para X separa si b>0 dos variedades ya simples,

con lo que esta garantizada su existencia. Esto, en general, se probaria haciendo los cambios
adecuados (aqui y=—x2+w , w=xv 0, de un tirdn, y=—x2+x3v ) y el flujo sobre cada variedad,
como siempre, se determinaria yendo a la ecuacion en x'. Para este sistema b] (es exacto)
podemos confirmar los resultados calculando explicitamente las érbitas:

y =-x +—\/_bx6___
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_ 2 2
Ejemplo 4. { X = x%/+3y ESX ):1
y'=yT+4xy=-7x

En los ejemplos anteriores bastaba analizar la estructura homogénea, localizar las variedades y
orientarlas. En éste la poligonal no nos da toda la informacién necesaria ya que aparecen
variedades que no estan asociadas a ninguno de sus segmentos. Esta situacion se puede dar,
como veremos, si los dos términos asociados a un dngulo de la poligonal se anulan para el valor
de s correspondiente a uno de los segmentos contiguos. Asi ocurre en nuestro caso:

8= xEay%-0 —p

—X (y2+7x4) =0, imaginaria

1
1
1
} —Q0—+— x
1 5

{ X ' = XV+3XV2+5X2V

SV By xB—VA = —x(7x2+v2) ,
Vi=—7XT-8vxy x=0 variedad centro — v'=—3v°>

[Observemos que al realizar el blow-up los términos que daban el mismo punto del diagrama lo
siguen haciendo, que el segmento de pendiente —1 (asociado a los términos homogéneos)
se ha convertido en uno vertical (asociado a x=0 ) y que el de pendiente —1/2 (asociado a
ramas y=mx2+... ) ha pasado a tener pendiente —1 (asociado a v=mx+... como cabia
esperar). Observemos también que los términos cubicos iniciales, que dan un punto por
encima de la poligonal, no influyen en la estructura del origen].

Queda analizado el sistema en xv y de él podemos deducir la estructura del inicial:

Xy

Como veremos en la seccion siguiente, en estos casos problematicos podremos ahorrarnos
también la realizacion del blow-up, aunque necesitaremos precisar el signo de algun polinomio
mas que el A de la aproximacion homogénea: la orientacion de los dos semicirculos pequenos
del segundo dibujo la podemos fijar simplemente a partir del signo de —x(y2+7x4) .
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Ejemplo 5. {

X'=xy
y'=byB-x

A=(b—1)xy8 — x=0 — y‘=by2

13 , 13
x[(b—g)ys—xw] -y =§y8+...

14

Como veremos, bastara esquematizar el signo de A (es decir, de (b—1)x)yelde x[...] (cerca
14
)

del eje x loda —x

y las variedades dadas por la poligonal con su flujo para analizar el punto:

b>13/8

b<0 \j

h

Mientras no demostremos los teoremas de
5.2, para justificar estos esquemas habria que
hacer varios blow-ups (veremos que 5) para
tener un punto 'poco degenerado' en el
origen, y reconstruir entonces las 6rbitas del
sistema inicial. Pero podemos hallar las orbitas
(es facil ver que todo sistema cuyos términos
se sitdan sobre un segmento de la poligonal
es resoluble (y ademas es de Bernouilli)):

yB= ox8P+ x13 i b=13/8

8b-13
ye=x8 [ C-8InixI], si b=13/8

Como se observa, para b&[1,3/2], todas las
variedades horizontales que llegan al origen
vienen dadas por la poligonal. Ademas, los
cambios de orientacion en la circunferencia
ampliada se producen sé6lo en los puntos
asociados a dichas variedades. Bastaria, por
tanto, orientar simplemente la circunferencia
inicial [eso bast6 en los ejemplos 1, 2y 3, que
no tenian dos puntos con el mismo signo
asociados a un angulo de la poligonal].

Esto no sucede si b&(1,13/8] : a un punto de
'empalme’ llegan variedades que no son ni
O(x) ni O(le13/8) , Silos signosde A y X[...]
son diferentes a cada lado de dicho punto.
De 5.2 se deducira que si b&(1,13/8) estos
puntos de empalme seran siempre nodos (y
bastara también el signo de A ). Sélo habra
que mirar x[...] para ver qué tipo de puntos
simples son los de empalme cuando 'se
vayan' angulos de la poligonal (b=1 6 13/8).

[De hecho, para b=1, en que se anula todo un segmento de la poligonal, las cosas pueden ser
mas complicadas y habra que esperar a 5.3 para saber como analizarlos].
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5.2. Resultados generales.

Volvamos al sistema general:

s] { X' = f(xy) = AbGy) + AP(Y) + .
y' = g(x,y) = B(x,y) + BP(x,y) + ...

Consideremos la poligonal de Newton de la curva:

y
Hs(x,y) = xg(x,y) —syf(x,y) =0
Fijandonos en el k-simo segmento de la poligonal
anterior (de pendiente —1/si ), llamamos:
Pr(X,y) = XPyg(X,y) — skyPys(x,y) = 0 q

a los términos de Hg, (x,y) asociados a cualquiera
de los puntos situados sobre ese segmento (que
son aquellos que dan ramas de Hg, =0 de laforma y = mkxsk +... ), siendo, respectivamente,
Pkg y Py los términos que provienen de las funciones g y f. Sea (bk—sak)xryq el término de
Hg perteneciente a los dos segmentos consecutivos de pendientes —1/sx y —1/sk41 , donde
bx'yd esuntérminode g y ax'y9' es un término de f. Suponemos en esta seccion
que Pk no se anula idénticamente para ningun k.

Supongamos que s=w/f . Que P esté asociado al segmento de pendiente —1/sy significa
que al sustituir y por mx>k en Hs, los terminos no englobados en el Py son de orden mayor:

Hs, 0,mx®P ) = P emx®®) + . = P(1,m) x¥P 4 o(xP)
Los primeros términos de las ramas de Hg, =0 de laforma y =myx* ,x=0, 6 y = mjk[—x]Sk ,
x=0 , vendran dados por las raices de Py(x,y)=0 . El primer teorema precisa cuando existen

variedades de [S] de esa misma forma local:

Teorema 5.1

Si y=mjx> , x=0, es raiz real simple de Pk(x,y)=0 o multiple con Py(1,mik) = 0
entonces existe una variedad de [S] de la forma y = mjx®k + o(x°¥) , x=0 . Analogo
resultado se tiene para las raices y = mjk[—x]s‘k , X=0.

[Observemos que, en particular, para sx=1=sg , los polinomios correspondientes son
los conocidos Pg=xB-yA =A y Pof= A, que las variedades (validas para x=0 y x=<0)
son los vectores propios del teorema 3.2 y que los Pk#(1,mjk) ocupan el papel de los A .
Observemos también que el segmento asociado a A podria reducirse a un punto].
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Demostremos el teorema. Haciendo y = x3kv , x=0, el sistema [S] se convierte en

{ x' = f(x,x5kv)

y'= x_skg(x,xskv)—skx_1vf(x,xskv) = x_sk_1HSk(x,xSkv)
que tiene las mismas Orbitas en x>0 que

x' = x~SkH1=alB g ySkyy = XPkf(1,V)+O(X1+1/B)
y' = x" B Hs, (xx%Vv) = Py (1 V) +O(x'P)

Haciendo xP =u (o bien tras hacer directamente en [S] x = uP , y =u®v ) obtenemos el sistema
analitico:

<
1l

' %u Pri(1,v) + O(u2)
"= Pys(1,v) + O(u)

<
|

en el que el eje u=0 es una 6rbita o unién de ellas. Los puntos criticos en dicho eje se calculan
hallando los ceros de Py(1,v), y por tanto (0,mjk) es uno de ellos, con aproximacion lineal

]
ngf(Lmik) 0
E Py'(1,my)

Si mik esraiz simple de Pk(1,m)=0, o si no siéndolo Pk:(1,mik)=0 , el punto (0,mjk) es simple
(sera nodo, silla o silla-nodo) y existe al menos una variedad no vertical que llega al punto de la
forma v =mjk+o(1), que, tras deshacer los cambios, nos proporciona una variedad y = mikxs‘k +
o(xsk) que llega al origen. La estructura de las érbitas cerca de (0,mjk) esta determinada por el
flujo sobre el eje v y por Pki(1,mijk) si no se anula (si es ceroy mijk es simple la variedad no
vertical es centro y el flujo sobre ella se determina calculando términos de su desarrollo).

Para x<0 , cambiando x por —x y continuando igual obtendriamos los resultados analogos
para las variedades de [S] que llegan al origen desde x<0 .

Generalizamos ahora el resto del teorema 3.2 para poder precisar la estructura del origen
aun en casos en que y=0 6 x=0 sean raices multiples con A=0 . Los ejemplos de la seccion
anterior muestran que surgen complicaciones que no se daban en el caso homogéneo: podian
aparecer variedades que llegasen al origen que no fuesen del tipo de las del teorema anterior,
no era tan facil ver lo que ocurria entre dos variedades consecutivas,... También vimos que se
podria concluir el analisis a base de realizar blow-ups (método clasico para estos puntos). Pero
lo fundamental de los siguientes teoremas es que no haran necesario, casi nunca, realizarlos.
Comenzamos con un teorema menos fino (el 5.2) para luego, y a la vista de su demostracion,
dar el teorema 5.3 en el que se limitaran al maximo los céalculos necesarios para precisar la
estructura del origen de estos puntos mas degenerados.
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+ el signo de los Py

Supongamos que Pk(x,y) + 0 y que todas las raices reales y=mikxsk , y=mjk[—x]sk
de Pk(x,y)=0, con mik, mjk=0 son simples o con Pi=0 .
Entonces la estructura local de 0 queda determinada por:

- el flujo sobre cada variedad [dado por x' = Pys(x,mx><) 6 x'= Pkf(X,mjk[—X]Sk)
0 por mas términos de su desarrollo si se anula Pks ]

Para demostrar el teorema habra que realizar [S] diferentes cambios del tipo y=xv (6
x=uy ). Ya vimos que tras hacer y=xv y dividir por X1 se llega al sistema:

{ x'=x'" f(x,xv)

= xA(1,v) + o(x)

v' = x " [g(x,xv)-vf(x,xv)] = [B(1,v)-vA(1,v)] + xPT"[BP(1,v)-vAP(1,v)] + o(x"™")

Observemos ademas que dos términos ax'yd™
(de f) y bxr_1yoI (de g) que proporcionan un
mismo punto (b—sa)x'y9 del diagrama de Newton
asociado a [S] dan lugar tras el blow-up a otro par
de términos: ax" ™A v (b—a)x 41\ que
también van al mismo punto del segundo
diagrama: [b—(s*+1)a]x"*9™™9 | situado a la misma
altura que el inicial. La poligonal se transforma en
otra poligonal convexa en la que los segmentos
de pendiente -—1/sx han pasado a ser de
pendiente
1 1

B Sk—1

(es decir, como era previsible ya que y=xv , las
variedades y=mx°k +... dan lugar a otras de la
forma v=m*x31 4., ). En particular, los términos
homogéneos de grado n estan en el diagrama xv

sobre un segmento vertical de x=1.
y k
A J
L]
.

(Cambiando papeles se analiza
igual el cambio x=uy : ahora se
mantiene la primera coordenada
y los términos homogéneos se

‘,~~Q‘
- h.’...

s*=0

(b—[s*+1]a) x rran vq

colocan en horizontal)

N
X

u

En la larga demostracion del teorema consideraremos varias etapas, empezando por la mas

sencilla:
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a) Supongamos primero que el primer segmento después del
de pendiente —1 es de pendiente —1/m , con m entero.
Sean axryq_1 , bxr_1yq los términos que proporcionan el
punto comdn a ambos segmentos, es decir:

A=...+(b-a)x"yd (r+g=n+1) , P1(x,y) = (b-ma) x'yd +

ordenados en potencias decrecientes de y . Realicemos en [S] m—1 blow-ups sucesivos

Y=XV{, ... , Vm—2=XVm—1 (entonces y=XjVj , j=1,...,m=1). Se obtienen los sistemas
X'= ava'q_ +... . q .
(S q paralos que  Aj=xB-VjA = [b—(+1)alxvj", j=1,...m=2
i = (b=ja)vj '+

con lo que x=0 es variedad simple en todos ellos ( si b=(j+1)a ) y el flujo sobre ella viene
dado por (b—ja)v]'q (si b=ja) [seguimos llamando A y B alos homogéneos de menor orden,
que no son los de antes].

Para j=m—-1 hay un segmento entero de pendiente -1

para el que Am—1 = (b—ma)xvm_1q+... . Las raices simples ~ V,_4 o
vm—1=m;jx (o con A(1,m;j)=0 ) de este polinomio nos dan las 3
variedades y = mixm+... del teorema 5.1 . Si aplicando el q é’ s*=1
teorema 3.2 a [Sm—1] la estructura de (x,vm—1)=(0,0) SN--

queda determinada, también lo estara la estructura de las
Orbitas de [S] cerca de y=0, como desarrollaremos a
continuacioén. Si

vm—1=0 sigue siendo multiple (de menor multiplicidad que y=0 en [S] ) con A=0 habria que
repetir el proceso hasta terminar el analisis.

i) Sib/ag[1,m] (osi a=0) todos los nimeros (b-a), ..., (b—ma) tienen el mismo signo:

«— Sg(b-a) sg(b-[m—1]a)—> g(b—ma)
( Esg(b a) sg(b—2a)

y por tanto, todos los puntos con x=0 son
sillas y las posibles variedades que lleguen
al origen con pendiente cero son al menos
O(xm) . Bastara orientar estas y = mixm+... y
llevarlas a la circunferencia inicial (el flujo
vertical entre ellas se deduce del de A ; sera
distinto arriba y abajo si son simples, si
multiples, dependera de la paridad).

sg(b-a)
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if) Si b/aE€(j,j+1) con 1sjsm—1, el sistema [Sj] poseera un nodo asociado a x=0 (y para
los demés j una silla). Hay variedades
y=0(x}) no asociadas a ningtin segmento

de la poligonal [haciendo y=xb/av se

puede ver que son del tipo y=O(xb/a) ]-

Se vuelve a tener toda la informacion
con solo el signo de A vy las variedades
y=0(x") orientadas si dibujamos ademas
estas variedades asociadas a nodos en Xy
los cuatro cuadrantes (bastara invertir a

partir de ellas los flujos verticales).

g(b—j+1]a)

iii) Sib/a=j,j=2,...m-1,es Aj_1=0 pero veamos que hay infinitas variedades y=O(xj):

x'= axv-q_1+0(x2) x'= av-q_1+O(x)
J — J
vi' = O(x) vi' = O(1)

«-sg(b-[j—1]a) b—[J+1]a
XV

los puntos de x=0 (salvo el origen) no son criticos y las 6rbitas de este Gltimo sistema
cortan dicho eje [ cada una de ellas es del tipo vj=O(1) ]. Toda la informacion se puede
plasmar sélo en la circunferencia, como en el caso anterior ( no olvidando las variedades
O(xj) orientadas segln indica A).

y=ijj — {

En los dos siguientes casos ('se va' un angulo de la poligonal) no basta el signo de A :

iv) Si b=a entonces:

A=..+cXyI+0xy9+0 con rer,q>q, r+g=r+q’
= (b—2a) xv1q

y x=0 sigue siendo simple (silla, nodo o silla-nodo), pero
ahora la orientacion de dicho eje (que depende de ¢, r', q') ? A
no tiene relacion con la de la circunferencia (que depende
de b=a y q). Es necesario también determinar el sgA1
[=sgAm—1]. Los demas puntos de empalme no tienen
problema. Son puntos silla y no hay otras variedades hasta
las y=O(xm) que puedan llegar al origen.

sg(b—2a)=...=
= =sg(b—ma)

XV
1
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v) Si b=ma, los puntos de empalme son sillas hasta el dltimo:

x'=axvm_1q_1+...
Vm—1'= avm_1q+...

r">1,q'<q, g+1=r"+q" , P1x0

x=0 es raiz multiple, pero B(0,1)=0 , con lo que el punto sigue
siendo simple y su estructura queda determinada por la
orientacion de x=0 (que continlalade A)ypor c,r",q".

— Ap—q = 0.xvm_1c'+cxr vm_1q +... <

sg(b—[m-1]a)=
=sg(b-a)

A4

En estos dos Ultimos casos es necesario precisar el signo de Am—1 , pero no el de los demés
Aj . Toda la informacion se puede esquematizar en la circunferencia inicial ampliada con dos
semicircunferencias. Para trabajar en la de la izquierda

habria que considerar en principio las paridades de las K\
diferentes potencias, ya que puede haber cambios de Xy
cuadrantes y de orientacion. Pero veamos que esto se

puede suplir con el sencillo andlisis del signo de Pq .

Envez de vyj—1 consideremos vy ( Vm—1=XVm ) que nos

da los mismos datos mas claramente. Haciendo el

conocido cambio y=xmvm obtenemos:

{ X' = f(x,xmvm)

' = X Mg (XM ) —mx !

Vm

+(g—1)m-1

y dividiendo por X' se tiene:

Paravolvera xy (y=x"Vm):

si m es par los cuadrantes se conservan;
si m es impar hay cambio entre segundo
y tercer cuadrantes. Si r+gm—m es impar
[par] no [si] hay cambio de orientacion en
las variedades de la izquierda y en la
semicircunferencia. Las raices reales de
P1(x,y)=0 nos dan las mismas variedades
asociadas a los mismos puntos. El flujo
sobre ella también coincide pues lo da:

P1(x,mix™) = O +M(@1y

Como P4(x,cx™) =P4(1,c) XM |

la orientacion de la semicircunferencia
izquierda depende de la misma forma
que antes de la paridad de r+gm .

Vinfo,xMvp,) = [b-ma] + x

= aXr+(q—1)meq—1 + ..

r+(g—1)m-1

q
Vi

x'=xPqs(1,vy) + O(x2)
V' = P1(1,vy) + O(x)

r+gm-—m impar
(r+gm impar)

r+gqm-m par
(r+gm par)

r+gm-—m impar
(r+gm par)

r+gm-—m par
(r+gm impar)
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b) Si el segmento anterior al de pendiente —1 es de pendiente —m , la discusién anterior es

valida cambiando los papelesde x e y:

Hay variedades x=mjy™+... con P*{(m;,1)=0,
llamando P*{(x,y) a aquellos términos de
H*p (x,y)=yf—-mxg que dan puntos sobre el
segmento considerado; otras variedades, no
dadas por la poligonal, pueden aparecer
cuando a/b€[1,m] ; en ocasiones habra que
considerar también el signo de P*q .

. . . . X
[ los célculos anteriores son equivalentes a buscar variedades y=(.")

X 1/m
mj

con P_4(1, r%| )=0, siendo P_4(x,y) términos sobre un segmento de Hq/m(X,y) = xg —%yf :

teniendo cuidado si 26[% ,1] y considerando a veces el signo de P_4].

c) Sea sq= m+l , m, B enteros, m=1, p=2.

B
m blow-ups verticales y=xvq, ..., Vm—1=XVm
(y=xmvm ), transforman el segmento en uno
de pendiente —p . Las orientaciones de las
diferentes variedades x=0 de los sistemas en
Xvj vienen dadas por b—ja .

" q-1
X' = axv +...
Para { m

Vm'= (b—ma)vmq+...

x=0 pasa a ser de multiplicidad igual o mayor que fd
(pero menor o igual que q ). Hacemos entonces
X=VpU1, -, Vp-o=Vmlp—1 (x=vpP~Tug_q) parallegara

{ Ug—1'= [a—(6—1)(b—ma)]u5_1vmd+...

Vm' = (b—ma)vmd+1+...

con ug_1B-v,A = ﬁ[b—(m+1/|3)a]u6_1vmOI +..., cuyas
raices reales vp= mjug_q+... nos proporcionan las
ramas de [S] de la forma

yB=mi xP L

X

Hagamos ahora un andlisis de los puntos de empalme similar al del caso a).
Si se tiene b/a¢[1,m+1/8] , sg(b—a) = ... = sg(b—ma) = sg[b—(m+1/B)a] , esquematizando

los blow-ups anteriores tenemos:
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Si b/ae(1,m+1/B) ademas aparecen otras variedades y = O(x
En ambos casos con el signo de A y las variedades orientadas nos basta.

d)

e)

y=0(x)+...
xy Sg(b_a)/ v,=O(X)+... — y=0(x 2)+___
7\

xv, \. ~&rn_1=0(0)+... = y=0(x"M)+...

Vp=0(u [3—1)+"' —

sg(b—ma)
1/
/ y=ox TP

-
e,

o

obtenemos que son sillas todos los puntos de empalme entre las xv; y entre Xvp,_q y UVpy,.

b/ a) asociadas a nodos.

Perosi b=a 6 b=(m+1/) a, es necesario conocer el signo de Py .

Todo se podria justificar con detalle como en el caso a) .

. 1 : .
Si s_q= T/ﬁ , es el caso ¢) si cambiamos los papelesde x e y.

Sea sq = % , w>B (6 s_q =E(D con w<P ).

Para los casos a) y b) bastaba, respectivamente, un blow-up vertical de la forma y=xjvJ- (o
bien j blow-ups elementales del tipo y=xv ) o uno horizontal x=ykuk para convertir el
segmento inicial en otro de pendiente —1 . En los casos ¢) y d) habia que hacer primero un
blow-up en un sentido (o varios elementales) y luego otro en el opuesto . Est4 claro que, en
general, para conducir un segmento de pendiente —f/w a otro de pendiente —1 bastara un
namero finito de blow-ups horizontales o verticales, realizados en el orden adecuado.
Comencemos precisando los valores de w/f que exigen un nimero menor del blow-ups
elementales para conseguirlo. Asi, basta uno vertical si s1=2 ; uno horizontal si s1=1/2 ; dos
verticales si s1=3, ... Prosiguiendo el estudio se acaba construyendo el siguiente esquema
en el que se indican los blow-ups elementales necesarios para todos los w/f que exigen un

numero de ellos menor o igual que 4:
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| | | |
1/1 < 1/24—1/34—1/14<—1/5
A A T .5/4
.443494/7
. O3
() (0] o s,
3/2 44— 3/5+3/8 ',
A i ‘
8/5
(o]
.5/2<— 517
el .
72 <€— blow-up horizontal
o ) o .
12/1 «————2/3<4— 2/154— 2/7 . ¢ blow-up vertical
A T O7/5
. o543<— 5/8
o caso a)
. 8/3 I blow-ups en un solo sentido
mm caso b)

o o
I3/1 «—3/4<317 -,

T o

714
°
I 24/1=-4s5

I 51

@ casos ¢) y d): blow-ups en un dos sentidos

O blow-ups en tres sentidos

blow-ups en cuatro sentidos

Los que exigirian 5 blow-ups elementales (escritos de abajo a arriba) son los siguientes:

6 594 11 7 10 3 11 8 18 5 12 7 9 2
1’6’'5’9°4 11”7 10’3 11’8 13’5 12’7 '9"°
9 7 12 5 8 8 11 3 10 7 N 4 95 6 1
2’97’12’ 5’13’8 1173 10’7 11’49’56 °
Entre ellos, bastan blow-ups (no elementales) en un sentido para: %,%.
- .5 4 3 2 9 10 9 6
En dos sentidos para: 6°9°10°9°'2°' 3 '4°'5
Entres: 2 11 10 11 12 9 7 5 3 7 4 5
nies- 5.4 -7 35791211 10°11°9"
E to: - 8 5 7 12 18 11 1
neualro: 41-11-13°12°7 *5 8 ° 7
EncinCO'Ei
"8 18"

A cada pareja de nuevas variables u;,vj corresponde una circunferencia (orientada por

uiB-vjA) y las posibles variedades vj=0O(uj)+...
y=O(x"l)+... en las variables originales. Como
estas rjj son mayores y otras menores que /f} .

nos darian, deshaciendo los cambios, otras
sucedia en los casos ¢) y d) algunas de
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Si expresamos /3 como una "fracciéon continua"

del tipo presentado en el dibujo, se puede © _ 14, +14 1

comprobar que el numero de blow-ups necesario [ N 1+ +1+ o
para llegar al segmento de pendiente -1 esigualal e 1
namero de signos + que aparecen; que el nimero T +1+

de "pisos" de la fraccién da el nUmero de sentidos;

que los exponentes asociados a los sucesivos segmentos de la poligonal en los que se
transforma el segmento inicial se obtienen eliminando unos desde la izquierda hasta llegar a
1; que todos los rjj aparecen eliminando unos desde la derecha.

Por ejemplo, escribamos asi L . Se tiene que: 1

10

- =1+
. 7 1
como hay 5 signos + son necesarios 5 blow-ups, que T+1+ 309
seran en tres sentidos por tener tres pisos la fraccion;

los diferentes exponentes asociados a los sucesivos segmentos son:

10 1 _3 . 1 3 . 1 _3 12 1
[ I U Bt 171 1 71 1
B PR T 14141 14141 1+1

los correspondientes
10 1 A 1. _4 . 1 .3 1.2 1
7 o T+ =5 5 T+ =3 Mya=2 0 THy=p 0 g

1 1
1+1+1_,_1 1+1+1

1 4 7 1 2
Ordenando estos rjj: ;<5 <g <70 <§ <3

fracciones centrales se puede obtener a partir de las dos contiguas:

, e puede observar que cada una de las

ordenados.

|

4 _147 7 _440 10 _ 743 3 _ 10+2 [E_an1+3n+1]
837145 ° 5 3+7 * 7 T 542’ 2~ 7+1 bn ~ bn—{+bn+1
2./1
] ¥ 9/5 El esquema de la izquierda nos
: 7/4 I o
, / { 12/7 indica para todas las w/f ( €[1,2]
E /:/' ' por brevedad ) con numero de
' ' ‘\513/8 blow-ups menor o igual que 5 todos
! 8/5 .
' A S los rjj que aparecen, ordenados en
! — 117 ,
' <\‘\‘:\ ' orden creciente (dado un /B se
E \ 1 /10/7 siguen las flechas de pendiente
: 7./5\11'/8 positiva desde 1/1 hasta llegar a él;
' i nd ! luego las de pendiente negativa
<o h ; i
v =9 asta 2/1 ; las fracciones que se
SAs han ido encontrando nos dan los rij
/5

5 -
a
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Con mayores complicaciones técnicas se podria comprobar que la situacidén para este
caso e) es similar a los anteriores:

Si b/ag[1,s1] ( A ) todos los puntos de empalme hasta las variedades O(xs1) son sillas,
pues el signo de b—rja, rj=sq , coincide con el de b-a .

Sib/ac(1,s1) (B) existen las infinitas variedades O(xb/a) (en los cuatro cuadrantes).

Si b=a (C) 6 b=sja (D) debemos esquematizar también el signo de Pq .

En todos los casos queda precisada la estructura local _
del origen de [S] salvo (tal vez) en un entorno del eje ?
y=0 [si pudiesen existir variedades o(xs1)].

[Observemos que de forma mucho mas rapida llegariamos a precisar la estructura de las érbitas
de la forma y=O(x°’/B) realizando, en vez de los sucesivos blow-ups, directamente el cambio
x=uP , y=u®v del teorema 5.1, pero entonces no tendriamos informacion sobre posibles
variedades O(x%) con 1<z<w/p . Para completar esta informacion podriamos considerar los
sistemas que se obtienen haciendo y=vaZ (6 y=[—x]zvz ) para todo 1<z<w/p :

{ x'= f(x,xzvz)

vz = x_zg(x,xzvz)—zx_1vzf(x,xzvz)

sistemas que, en general, tendran exponentes irracionales. Dividiendo por la menor potencia
de x ambos segundos miembros (nos la proporcionan los términos derivados de los de
coeficientes a y b)) se obtiene un sistema (nada regular) para el que x=0 es 6rbita (o0 union de
ellas). Si b/ag[1,s1] , no hay puntos criticos (salvo el origen) en dicho eje, que esta orientado
para todo z de la misma forma ( e igual a la orientacion dada por A).

Si b/ag(1,sq) , para z<b/a la situacién es la anterior, b €(1,89)

pero para z=b/a, x=0 pasa a ser un conjunto de a

puntos criticos, que desaparecen cuando z>b/a

habiendo cambiado la orientacién del eje.

Si b=a , todos los ejes x=0 tienen la misma
orientacion, pero es independiente de la de y=xv .
Si b=sqa, las orientaciones son iguales para todo z<9 7= 7>
z<b/a , pero no se contintan con las de y=xs1v51 .

Precisando algo las ideas anteriores se podria dar tal vez una demostracién mas rapida de lo
visto hasta ahoral.
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f) Si no hemos terminado el analisis con P4 : ;
[6 P_q1, esdecir, si y=0 es raiz multiple de \ (b—sa) x yCI
;
P1(xy) = (b-sqa)X'yd + ... + (bo—sjao)x"2y%2 §p=1 = (bssa,) X 2y2
y P44(x,0)=0 (debe ser g,=2 ). Entonces s1=% ,,(./V\.
S -—-—
Po(x,y) = (bo-Soan)x'2y%2 + ... con g,=2. 2 X

Tras hacer x=uP , y=u‘”_1v el sistema [S] se convierte en otro [S*] cuya poligonal esta
formada por segmentos asociados ahora, como es facil comprobar, a s*=psg—w+1 .

En particular, el segmento de A pasa a tener pendiente

positiva o ser vertical y el asociado a P4 se ha convertido en v

uno de pendiente —1 asociado al polinomio homogéneo: ? o—1+s*
é

A*=uB-vA =u [(b—s1a)vcl +.o.+ (b2—s1a2)uq_Qqu2] 3

cuyas raices reales v=mjqu nos dan variedades y=O(xS‘) . s =17
Al sistema [S*] le podemos aplicar lo visto en apartados 3*2 ----

anteriores. Los términos que dan lugar al nuevo angulo son:

[S7]

u'= ... + 1*az uddetly A=t

Ahora el papel de P{ lo cumple el polinomio asociado a s*p=fss—w+1 que es:

Pp(U,V) = (bo-Spap) ud 92t \A2 4

Las raices reales simples de este polinomio nos dan variedades y=O(x82)+... de [S]. La
orientacion de la circunferencia asociada a P2 lejos de v=0 nos la da el signo de (bo—spap) .

Por lo tanto, si bo/as &[s1,s2] , conocido el signo de Pq y orientadas las variedades
O(xs2) , €l analisis [ salvo tal vez para y=o(x32) ] esta acabado. Si bo/as €(s1,82) , aparecen
nuevas variedades. Si bo=sias 6 bo=spas es necesario ademas el signo de P> .

El estudio anterior de las variedades O(xSZ) nos serviria par las O([—x]sz) , cambiando x
por —x . También se haria para P_o si fuera necesario.

Repitiendo el proceso un namero finito de veces queda resuelto el analisis local del
origen de [S] en las hip6tesis del teorema 5.2.

Como hemos visto en el proceso de demostracién, para ver cobmo son las érbitas entre dos

de las variedades dadas por el teorema 5.1 no necesitamos analizar el signo de todos los P, ya

que la orientacion vertical que nos proporcionarian
hereda (excepto en los casos descritos ligados al
valor de los b/a) la dada por el A . También nos
basta el A si estamos en una situaciéon como la B
de la péagina anterior. Podemos, pues, dar un
enunciado mejorado del teorema 5.2 (en él, -
representa tanto los i, j de dicho teorema como
los k y —k del dibujo de la derecha ):
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Teorema 5.3

Sitodos los P.(x,y) £ 0 y todas las raices reales y=m..x> e y=m..[-x]>* de cada P.(x,y)=0
(con m..=0) son simples o con P40 y b./a.=s.,s._1 41 (.>0[-<0]) V*, entonces todas las
variedades que llegan al origen son de la forma y = m., IXIS'+... e y = O(IxI™* a’) para cada b./a.
comprendido entre los s. contiguos. Ademas, la estructura local de 0 queda determinada por:

+ el flujo sobre cada variedad

* elsignode A yelsignodelos P. paralosque b./a.=s.0S._1{+1] (->0[-<0])

[el flujo sobre y = m..IxI>"+... vendra dado por x' = P.f(x,m..IxI%) [6 y'= P.g(ly/m..l1/3‘,y) I;
sobre las y = O(leb'/ a') nos la proporciona el hecho de que estan asociadas a nodos] .

Repasemos como utilizar este teorema (y el 3.2) en la practica para analizar la estructura del
origen si éste no es simple. Dado el sistema [S], comenzaremos escribiendo A , hallando sus
raices, representando los puntos asociados a cada una de ellas sobre una circunferencia y
orientando ésta a partir del signo de A . Si A no tuviese raices reales, para distinguir entre
centro y foco acudiriamos a las técnicas del capitulo 4 (y también a las del 5 si fuese n=3). Si
existen raices reales y=mx de A y todas son simples o con A(1,m)=0 , el teorema 3.2 basta
para concluir el analisis (tras calcular, tal vez, algin término més del desarrollo de las posibles
variedades simples con A(1,m)=0).

Si y=0 6 x=0 son raices multiples con autovalor cero el analisis se proseguira utilizando el
teorema 5.3 [si fuese y=mx, m=0 la raiz problematica, haciendo z=y-mx se reduciria al caso
z=0 (aunque en ocasiones el calculo de algun término mas del desarrollo de las 6rbitas podria
representar un atajo)]. Para ello dibujaremos la poligonal (que puede ser Util también para hallar
términos de variedades centro horizontales y verticales al aplicar el teorema 3.2) y calcularemos
las raices y = m..x> e y=m.. [—x]S' de cada P.(x,y)=0 . Si todas son simples o con P.;+0 las
esquematizaremos sobre el punto horizontal (si s.>1) o el vertical (si s.<1) y las orientaremos
(con x' = P.f(x,m..IxI>) , o calculando alglin término mas de la variedad si es simple con P.=0).
Miraremos a continuacién los valores de b./a. (esto sera innecesario si s6lo hay un segmento, o
si no existen dos términos distintos asociados a ningun angulo). Si b./a. no pertenece al
intervalo cerrado determinado por los s. contiguos para ningin -« (sin olvidar el s=1 del A que
podria reducirse a un punto) sélo las variedades y = m..IxI5" llegan al origen y se puede dibujar
la forma de las o6rbitas entre ellas a partir del signo del A . Para los b./a. estrictamente
comprendidos entre los s. contiguos afiadiremos ademas las variedades O(leb'/a’) asociadas
a nodos (y tendremos en cuenta que los flujos verticales se invierten a partir de ellas). Con esto
se acaba el andlisis salvo en el caso excepcional de que 'se vaya' algin angulo de la poligonal.
En ese caso sera preciso ademas esquematizar el signo del P. correspondiente.

El teorema 5.3 no dice todo sobre la estructura de 0 en las siguientes situaciones
excepcionales: si existen m..x> 6 m..[—x]s' , m..=0 multiples con P.s=0 , si es algin
P.=0 (en particular si A=0) o si no existen variedades reales que lleguen al origen, en cuyo
caso dicho punto es evidentemente o centro o foco. La seccion 5.4 esta dedicada al estudio
de las dos Ultimas situaciones. En ella se daran ideas sobre los célculos adicionales que exigiria
la primera si se quieren evitar los blow-ups.
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5.3. Aplicando los teoremas.

Estudiemos varios ejemplos para comprobar la eficacia de los teoremas de la seccién 5.2.
En el primero estamos en las hip6tesis del teorema 5.3 y la poligonal nos dice todo:

\_oy2 A 5 ~ 6
Ejemplo 6. {X'_Z)é X )éy +$ . Hg(x,y) =X3y4—x10+xy7—2sx2y5+sxy6—63x6y2=0
y'=x"y —x"+y
x=0 — y'=y’
71-
6 ": T gl A:xy4(y—x)2 =0 — y=x+0(x) doble — x'= x6+o(x6)
4f-r--
v \ - y=23x210(x?) — x'= +18x%240(x 152
o 3
! E . —x10—12x6y2 imaginario
1 3 6

Con todo lo anterior tenemos:

Observemos que la anterior estructura local del origen se mantendria para cualquier sistema:

{ X' = 2x2y4—xy5+6x6y + Ri(x,y)
' 2 4 7
y = x2ytxOay” 4 Rg(x.y)

obtenido perturbando el anterior con términos Ri y Rg que aporten puntos al diagrama que
estén situados en la region convexa D limitada por la poligonal (que no esta incluida en D,
aunque si lo estan las dos semirrectas {y=0,x>10} y {x=1,y>7}). Sélo en aquellos sistemas para
los que existan variedades con P.i=0 (en particular, con Aj=0 ) seran relevantes los términos
que caigan en D para determinar el flujo sobre ellas. Esto es lo que ocurria en el ejemplo 3.b de
la seccion 5.1 (alli era Ag=0 y a la variedad doble y=—x2+ ... estaba asociado Pg(1,-1)=0).

Ejemplo 7. Clasificamos localmente los sistemas cuadraticos para los que el origen sea
punto critico aislado, no elemental y con aproximacion lineal no nula. Suponemos que la parte
lineal esta escrita ya en forma canénica, asi que los sistemas a clasificar son:

X

Q1] { |
y

ax2+bxy+cy2 Q2] { X' = y+ax2+bxy+cy2
y+dx2+exy+fy2 y' = dx2+exy+fy2
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Para | [Q1] | basta analizar el flujo sobre la variedad centro y = —dx? + d(e—2a)x3 + O(x4)

dadopor: x'=ax® — bdx® + d(cd+be— 2ab)x + O(x

Si a=0 tenemos pues un silla-nodo en el origen: .%

Sea ahora a=0. Siademas d=0 es y=0 una recta de puntos criticos. Si a=b=c=0 el origen no
es punto critico aislado. Para el resto de casos:

bd>0 ./ \ bd<0 b=0, d=0, c>0 ./ b=0, d=0, c<0
silla \ /- nodo silla-nodo \ silla-nodo

Para | [Q2] | — A=—y2 — La poligonal nos da:

2 .3 . _(& 2 €2
sy“=dx" , simples y—( —a)x +... = X=X +...
Si dw0 Si d=0 : 2 2
. y=0 — X'=ax°+...
Estas dltimas variedades (d=0) son simples salvo si e=2a (entonces y=0 es doble, pero
Pf(x,0)=ax2¢0 [ya que si a=d=0, y=0 esta formado por puntos criticos] ). El flujo queda
determinado salvo si d=e=0 . Entonces necesitamos calcular un término mas, obteniendo:

y= —ax + a(b—%

)x3+... —> X'=-— %fx3+

que ya determina el flujo (si d=e=f=0, el origen no seria aislado). Con todo lo anterior:

d>0 O<< d<0 >>@ angulos
e=0
€(0,2a] e>2a
/\ /\ N\
d=0 , a>0 3 /\ /\
/\_/\
sila medusas silla-nodos
\ N\
d=0 , a<0 )LOZ ggz 521 L )\_\E 521
€(0,2a] e>2a 0 f<0

La clasificacion de [Q2] anterior podriamos resumirla mas (perdiendo informacion) en la forma:

ae<0 silla
d=0 angulo d=0, a=0 { ae =0 silla-nodo
ae>0 medusa
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Ejemplos 8. Para un punto elemental asintéticamente estable o inestable es sabido que al
afiadir términos no lineales se conserva la estabilidad. Tal vez pudiera pensarse que podria
suceder algo analogo con uno no elemental. Pero ya hemos visto que los términos importantes
para el analisis son precisamente los de la poligonal y que términos de mayor orden sobre ella
influyen mas en la estructura que otros de mayor orden que proporcionen puntos por encima
de ella. Asi, en los dos ejemplos siguientes existen puntos criticos que tienen una estabilidad
fuerte si s6lo consideramos los términos de orden menor o igual que tres ( [ia] y [ib] ), pero que
cambian su caracter al afadirle los términos de orden cuatro o cinco ( [iia] y [iib] ):

nodo (estable
asintéticamente)

3
_ X' = y—x° y=2x"24 .
)| X ZISX a2 \
y' = =x7y +5x
5 x'=+V2 x>
y

angulo (inestable)

' 3 __10 3 ox'= %XS
. X Y+ X
[||a]{ v’ —7x2y ~< —0 > x'=x3 >
3 silla (inestable)
4 1
, 3 y:—g X3—>X'=—§ X3
b1l X' = Y+X
[iib] y' = —7x2y-8x5 2
y= 23 s x'=—xC
6 nodo (estable
3 asintéticamente)
X' = y+y2

[Algo similar ocurre en el punto elemental [iiia]{
—X+y

centro en la aproximacion lineal y foco estable al considerar
los términos cuadraticos ( I3=—2<0 ) , pero que inestabiliza
incorporando un término de tercer orden:

3
es foco inestable, pues 13=1>0 ]

v 2
[iiib]{ X = yvy 32X
= —X+Yy
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Ejemplo 9. Encontramos ahora todos los retratos locales para la ecuacion

"=g(xx), esdecir, {X.'zy
x" =g(x,x") es decir v = g(6y)

con g analitica en un entorno del origen, que suponemos punto critico aislado.
Desarrollando y ordenando los coeficientes:

x'=y
{ y'= cx+dy+bkxk+bk+1xk+1+...+bn,1xny+bn+1,1xn+1y+...+y292(x,y)

donde g, es analiticay by=0 [existe b,=0 porque en caso contrario (0,0) no seria aislado;
todos los by, 1 , sin embargo, podrian ser nulos].

Utilicemos las técnicas de esta seccidn incluso para puntos elementales. La orientacion de
las variedades que encontremos sera trivial: se recorren hacia la derecha en y>0 y hacia la
izquierda en y<0 . El analisis del capitulo 3 para los términos lineales nos da:

A=—y +dxy+cx =0 - y—§[d+ d+4c]x_A+x

Por tanto, si H
silla

Para ,si d +4c<0 , foco o centro. Si d2+4c>0 , hodo:

Azgj/nodo inestable d<0

Si ,A,=d, A_=0 . Hay que considerar los términos no =_%Xk+_”

lineales. Segun sean los signos de d y by y la paridad de k se tiene:

nodo estable

&

o
A
o
o
%

3

\_/; .
a0 : ; ) k=2ms1 o] %sﬂla
Ksnla-nodo %&)silla-nodo

b,>0

)

=2
|A

k=2m-+1 nodo E ) et
- - 7\ (silla
<0
k=2m W ) silla-nodo
E— ( silla-nodo fa\
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Si ¢=d=0 , y=0 es doble con A_=0 Hg(x,y)=0 — sy2=bkxk+bn’1xny+...

2 ...
Sea k=2m T—---'-'n-.. . -
LT PN Existen dos posibilidades:
m+1/2  2m+1

2m+1

. . 1 1 . .
Si n=m (osi bn1=0 Vn) — y2= gmex con s=m+;, y el origen es un angulo:

Ol O P

= %11 .. Una variedad tiene potencia par y
i . + . i
Si n<m: otra impar, lo que bastaria para
_ bom 2m-n ) i
y——bn 1 X +... asegurar que el origen es silla-

nodo. Pero precisemos algo mas:

- O @ﬁ

bp,1>0 bp,1<0
e O OI
1) bn1<0 — 1>0
2 ~ -y
Si k=2m+1 ----'-'--7..__
1 "9
m+1 2m+2

Si n>m (osi bp1=0 Vn) — y2= §b2m+1x2m+2

UV, o
bom41<0 — centro o foco ; boy, >0 — >>O<< ) ( silla
MEN 7N

, con s=m+1,y por tanto:
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_ bm,1i‘/_D m-+1
Y ="o(m+1)
con D= bm712+4(m+1)b2m+1

Si n=m: 2m+2

=0 —

(M+1)y?=b X b1

Si boy1>0 — silla. Si boy,4<0 y D<O — centro o foco.

Si bop1<0 y D=0 (cuando D=0 la variedad es doble, pero con P¢=0) , depende
de la paridad de m y el signode by, 4 :

m impar m par
NN ~~~
medusa nodo |
N maV/ \
medusa nodo E
y= bn1 o n+t,
Si n<m: n+1 Ambas tienen la misma
__boms1 om-n+1 paridad.
bn,1

Considerando todas las posibilidades, se tiene que si b, 1>0 el origen es silla, y
que aparecen los mismos casos que los del Gltimo cuadro si bopy,,1<0 :

n impar n par
bp 1<0 medusa nodo |
bp,1>0 medusa nodo E
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5.4. Situaciones no recogidas por los teoremas.

Si el teorema 5.3 no decide la estructura de 0 necesitaremos, en principio, realizar algun
otro cambio de variable. Con el andlisis de esta seccion podremos evitarlo en algunos casos.

Comencemos tratando el caso | A=0 |. Esto quiere decir que [S] es de la forma:

Haciendo el clasico blow-up x=x ; y=xv queda en este caso:

x' = x"Q(1,v) + o(x")
{ y' = xP7[BP(1,v)—vAP(1,v)] + o(xP71)

cuyas Oorbitas son como las de:

[N<] { x'=Q(1,v) + o(1)

y'= xp—n—1 [Bp(1 ,V)—vAP(1 ,v)] + o(xp_n_1)

Si vg estalque Q(1,vg)=0 (o sea,si A(1,vg)=0), v y=V_X+0(X)
en un entorno de vg sigue siendo Q(1,v)=0 y _//
por tanto las o6rbitas de [N=] cerca del punto :§ Yo

regular (0,vg) atraviesan el eje x=0 . Para el X
sistema [S=] obtenemos entonces una familia de 0 X

variedades y =vx + 0(x) que llegan al origen con
diferentes pendientes.

Por tanto, si A=0 , para todo m con A(1,m)=0 existe una unica variedad que
pasa por el origen con pendiente m [y si B(0,1)=0 existe una uUnica con
pendiente « ]. El flujo sobre ellas viene dado como siempre por A(x,mx) [ B(0,y) ].

Si vg estal que Q(1,vg)=0 ( A(1,vg)=0) la situacién es mucho mas complicada, pudiendo
haber ninguna, una, un nimero finito o infinitas variedades que pasan por 0 con pendiente vg .
Imaginemos primero que (0,vg) no es un punto critico del sistema [N=]. Para ello debe ser
p=n+1 y B""1(1,v0)=voA"*'(1,vp) = 0 . Sélo existen entonces dos posibilidades
esencialmente distintas para las 6rbitas de [N=] cerca de (0,vp) :

V\ \V
1) NS

7 l\ 0

0 X 0 X

dependiendo de que vg sea raiz de multiplicidad par o impar, respectivamente, de Q(1,v)=0 .
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Para [S=] obtenemos entonces:

La situacion 2) es como la vista antes. Pero en la primera se observa como existen en un lado
del origen dos o6rbitas que tienden hacia 0 con pendiente vg separando un sector hiperbélico,
mientras que en el opuesto hay un sector eliptico y ninguna orbita llega a 0 con pendiente v .

Si (0,vg) es punto critico de [N=], las posibilidades para las érbitas de [S=] cerca de la
direccién y=vgx son tan variadas como lo es la estructura de un punto critico. En principio, si
Q(1,vg)=0 necesitaremos realizar explicitamente el blow-up (y utilizar entonces los teoremas de
la seccion 5.2). Pero si la Unica raiz de Q(1,v)=0 es vo=0 [6 Q(0,1)=0] las variedades dadas
por la poligonal y el signo de algin Pk nos podrian suministrar toda la informacién necesaria,
como sugiere el siguiente ejemplo:

x' = xy

Ejemplo 10. { y' = y2+x

[Las érbitas del sistema son y2 = 2x34Cx° , lo que confirma el esquema,;

otra forma de confirmarlo seria haciendo el blow-up:

(observemos que la poligonal sigue dando informacion
sobre el sistema, a pesar de que el origen no sea un punto
critico) ].



138

La situacion mas general de que un | P k=0 |, es muy similar a la vista para A=0.

Analogamente se probaria que existe una unica variedad de la forma y=mgx5%+... si
Pki(x,mx°K)£0 , orientada por x'=Pki(x,mix>K) [y lo mismo para Pks(x,mk[-x]5¥)0 ]. Las
complicaciones aparecen si Pkf(X,kaSk)EO . Entonces para precisar la estructura tendremos
que realizar varios blow-ups sucesivos o mejor, directamente, x=uP , y=u®v (sk=w/p) [0
—x=uP , y=u®v , silos problemas aparecen con [—x]Sk ]. Como antes, nos podremos ahorrar los
calculos si s6lo Pgj(x,0)=0 .

- 2 5,4 3
Ejemplo 11. { X'=2xyr2xt A =Xy
y'=3y"-3x"y+x
P1f(x,mx3/2) = 2(m2—1 )x4
B =0 Piyxm-x*?) = 2(-m*-1)x*
pmmmea [y+x2]x4 — Pos= —ox*

3/2+

3/2 +
3/2

Asi que existen variedades y = mx
recorridas segun indica la figura. Para ver lo que sucede cerca de y = +x
x=u2 ; y=u3v y obtenemos tras simplificar:

... paratodo m=+1 e y=m[—X] ... paratodo m,

hacemos el cambio

{u' Vot I
A 1

— y3—3yx3—3x5+Cx9/ 2-0

Podemos completar ya el esquema de arriba
y obtener la estructura local del origen.

Otro de los casos no recogidos por los teoremas es el caso de raiz multiple de un Py
asociada a Py=0 (en particular, vector propio multiple de la aproximacion homogénea asociado
a autovalor cero). Las posibles formas de operar en el analisis de estas situaciones seran las
descritas en el siguiente ejemplo: o bien se realiza algin cambio de variable (no todos los blow-
ups que serian precisos en caso de no haber demostrado el teorema 5.3) y se utiliza de nuevo
la poligonal o bien se utilizan desarrollos en serie de la ecuacion de las 6rbitas. Esto es ahora
menos trivial que en el caso de variedades centro: no tenemos garantizado que las variedades
gue buscamos tengan desarrollo y ademas no esta claro qué potencias hay que suponerle a la
serie que probemos (pues pueden aparecer como sabemos diversas potencias fraccionarias).

En el siguiente ejemplo aparecen 'autovalores' cero por partida doble: uno asociado a raiz
simple (y que admite, por tanto, desarrollo) y otro a raiz doble (que es caso problematico que
estamos tratando):
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x' = y2—xy+x3 y=x+0(x) doble — x‘=o(x2) [A=0]

Ejemplo 12. { ' 3 o2
y =Yy Xy+x X'y

y=x2+o(x2) — x‘=o(x4) [P+(1,1)=0]

Necesitamos més términos para determinar el flujo sobre la variedad horizontal y saber si existen
o no variedades de pendiente 1. Para ello podemos hacer los cambios de variable:

' wl 3 2_ A, _H218/2;_q3/2
y=x+w — { X._W 4éXW+X3 SXW ™=—X"; W= [3] [=X]7"" +

w' = =X~ w—X — = [2]3/2 5/2

y =P —> X' = Wo—xw+2x2 w+x4 =—2x*+..
w' —w2—xw 2x 2xw 4x W+3xw —>x—x+..

Por tanto: —_
> =
=

Alternativamente, como siempre, podriamos probar series en la ecuacion de las érbitas. Como
las potencias asociadas a nuestros segmentos son 1 y 2 podria inicialmente pensarse que
podria probarse una serie de potencias enteras normal. Pero se ve que al hacer cambios de
variable pueden aparecer potencias fraccionarias.

Probamos entonces: y = cqx+ c3/2x3/2+ 02x2+. ... De aqui:

[(01 2—C1 )X2+ (2C1 -1 )03/2X5/2+ (201 C2+C3/22—C2+1 )X3+. . ] [C-| +§ C\_A'),/2X1 /2+ 202X+. . ] =

= (C1 2—C1 )X2+ (2C1 -1 )03/2X5/2+ (2C1 C2+C3/22—02+1 —Cq )X3+. ..

X2 — Cq 3—201 2+C-| =0 — C1= 1 doble, Cqi1= 0

X5/2 — [Z Cq z—g C1 +1] C3/2 =0 — C3/2 indeterminado , 03/2 =0
3 2 2

X- — [4C1 —5C1 +1]02 + Cgpo [401—*] + 2C1—1 =0 — Cgp =— 5 , Co = 1

Lo que nos da las dos variedades  y =x +[2]3/2 312

Probando ahora y = x2+ c3x3+ c4x4+. .. obtenemos c3=0,cy=2 y, de nuevo,
y= x2—2x4+o(x4)

[de hecho c3 =0 nos bastaba ya para precisar el flujo].
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Si no existan variedades reales que lleguen al origen de [S] cada q
Pk debe tener todas sus raices complejas. Es claro que para ello

es preciso que todos los términos que dan puntos en q'
angulos de la poligonal sean de orden impar (es decir,
q, r'+q', r'+q", ... deben ser pares). En particular, para que el 9"

Pasemos ahora al problemade los | centros y focos

1 Sagy ~

1 ~
origen pueda ser centro o foco es necesario que n r P .-
sea impar. También es necesario que la poligonal llegue hasta
los ejes: asi han de existir términos y2n+1 en la primera ecuacion de [S] y 2™ on 1a otra.

A la vista de la demostracion del teorema 5.3, también es claro que no basta que ningn Py
tenga raices reales para tener centro o foco, ya que si algun by/akE[sk,Sk+1] pueden existir
variedades llegando al origen ( si byg/akE(sk,Sk+1) tales variedades siempre existen ). Pero si
by/ak&[sk,Sk+1] para todo k y todas las raices no triviales de todos los Px=0 son

complejas, el origen se trata de un centro o un foco. En particular, esto sucede si A
tiene todas sus raices complejas (la situacion del capitulo 4); la poligonal se reduce entonces a
un segmento de pendiente —1 sobre el que estan los términos de la aproximacion homogénea.
Distinguir centros de focos es un problema complicado, como vimos, incluso en este Gltimo
caso (y ya lo era hasta para puntos elementales). Antes de dar unas pocas ideas sobre el
problema general consideraremos dos ejemplos en que la existencia de centros es inmediata.

Ejemplo 13. { =¥y- x2 2y +4x2 Y= —3x"
y' = 2xy-3x3+x* (complejas)

El origen es un centro (no puede ser un foco porque el sistema es hamiltoniano)

D 3.2
Ejemplo 14. {X =Ty ey

y'= axy2+(a—2)x7

y2 [yP+a-1)x7]

¥ [ (a=3)y 2+(a-2)x®]

Veamos los demas casos:

Si a=

Si

Si

Si
Sj

1, hay cuatro sectores elipticos (A).
ae(1,2) , existen las infinitas variedades
y=Ix1%+... y la estructura es como en el
caso anterior.

a=2, y=0 es una recta de puntos criticos
y tampoco hay centro.

a=3 el origen es un centro (B).

a>3 no hay problemas en el angulo de la
poligonal y no hay variedades: centro.

Estudiemos para qué valores de a el origen es
un centro (foco no puede ser por las simetrias
del sistema).

Si a<1, a€(2,3), hay variedades reales dadas
por segmentos de la poligonal y no puede
tratarse de un centro.
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Completando la informacién anterior tenemos:

ac€(0,1) a€[1,2) aEe(2,3)

e 8

Tratemos ahora varios ejemplos, progresivamente mas complicados, que dan idea de las
técnicas que se utilizarian para construir una teoria mas general. En los dos primeros, la
poligonal se reducira a un segmento:

x'=y+A(X,Y)
Ejemplo 15. [S] 2 5
y'=ax“y-3x"+B(x,y)

donde A y B incluyen términos que dan
lugar a puntos por encima de la poligonal.

O OO0

aE(-6,6) =6 a>6

Asi pues, el origen es un nodo estable si a<6 , un nodo inestable si a=6 y un centro o un foco
para los demés valores de a . Hagamos un cambio de variable que nos lleve el problema de
distinguir entre centro y foco a otro ya conocido:

3 x'=v3 + A(x,v9) . x'=vd 4+ vZA(x,vd)
=V — —
y { 3v2v' = ax?vo— 3x5+B(x,v3) ISt v'= %X2V3—X5 + 1gB(x,VS)

Este Gltimo sistema, si a&(—6,6) , es de los analizados en la seccién 4.3, pues V2A y B
incluiran términos de orden mayor que 5, con lo que, segun el teorema 4.2, la estabilidad de
los focos de la aproximacién homogénea se mantiene en el sistema completo (y en el sistema
inicial [S]). Sélo son relevantes los términos de A y B cuando dicha aproximacion es un centro.
Para ver lo que ocurre con los términos homogéneos mucho mejor que hallar la | es considerar:

sp |07
[Se] {y':axzy—Sx5

y hacer en este sistema:

2 —

u' = 3x u =y

u=x> — { '3 2[§y] — { _a - o= [a+Va2-36 ]
y = X [3y—U]

<
|
w|
<
|
c
o
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Por tanto, el ultimo sistema elemental es un foco estable si a&(—6,0) , uno inestable si a&(0,6)
y un centro si a=0 . Las 6rbitas del sistema [Sp] , obtenidas simplemente deformando el eje x,
tendran entonces la misma estructura (incluso si a=0 ). Los focos se mantendran para [Sy] y
también para el sistema inicial [S]. Para ver lo que sucede en [S] si a=0 habria que seguir en
general el camino de 4.3, calculando algun término mas del desarrollo en polares.

Consideremos, por ejemplo, un caso particular sencillo de [S] :

=Y

X
{ y'= ax2y—3x5—3x2 3

y

Sélo falta precisar lo que ocurre si a=0 . Excepcionalmente es valido el segundo cambio u=x>

(en general conduciria a un sistema no analitico) que lleva a

{X - 3 — I3<0 — focoestablesi a=0.
y' = -u-y

La ruptura de la estabilidad al pasar por a=0 (y la estabilidad asint6tica en este caso) sugieren la
posible aparicidén de un ciclo limite para a>0 (una especie de bifurcacion de Hopf no lineal; con
los métodos del capitulo 6 se podria ver que el infinito es repulsor para todo a lo que, unido al
hecho de que no hay mas puntos criticos finitos, confirmaria la conjetura).

Reproducimos el dibujo aproximado de los mapas de fase para a=-3,0, 3,6, 9 en los que se
observan las estructuras del origen anunciadas y los ciclos limites conjeturados:

& N

Pa
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X' =y

. 4
Ejemplo 16. [S] { y' = —12xy-50x3+50x% —2(y2+6x2y+25x <0

centro o foco

Sin el término en x* se trata de un centro (simétrico respecto a x=0 ). El sistema total, como
veremos, va a tener un foco estable en el origen [ademas de un punto silla elemental en (1,0) ].
Comencemos dando un dibujo aproximado del diagrama de fases de [S]:

Intentamos, como en el ejemplo anterior, hacer un cambio
que lleve nuestro sistema a otro de tipo ya analizado:

) { < = v2
y=v. —
2vw' = —1 2xv2 —50x3 + 50x4

Sus 6rbitas, si v=0 y salvo orientacion, son las mismas que
- las del siguiente sistema atacable con las técnicas de 4.3:
1

X =—V3

S+
\ [5+] { v' = 6xv2 +25x3 - 25x4

Como es simétrico respecto a v=0, tiene un centro en (0,0).

S

Pero el cambio de variable realizado sélo nos informa sobre las 6rbitas de [S] en y>0 . Para el
semiplano inferior debemos hacer otro diferente (que nos lleva a un nuevo sistema simétrico):

y=—v2 N { X'=—-v

—2vw' = 12xv2 —50x3 + 50X4

2

X
v' = —6xv2 +25x3 - 25x4

= -V

s {

Si pegamos el mapa de fases de [S+] en v>0 y el de [S-] en
v<0 , el conjunto de 6rbitas resultante, salvo deformacién del
eje v, sera el de nuestro sistema inicial [S]. Graficamente, eso
es lo que esta hecho a la derecha.

Sea un punto de coordenadas polares (ry,0) , r, pequefo.

La solucion r(8) de [S+] que parte de él volvera a tocar el eje
X enun rq=r (m) . Se trata de saber si el valor para 6=2rn de la
solucion r_(0) de [S—]con r, (w)=ry es mayor o menor que f .
Para ry cercanoa 0, el valorde r,(w) y r_(2n) se pueden
aproximar trabajando con el desarrollode u, y u_ en serie de
potencias del dato inicial, de la misma forma que se hizo en 4.3. Con notacién analoga a la
utilizada alli, y teniendo en cuenta que u,4(x)=1 (por tener un centro simétrico la aproximacion
homogénea), tenemos que:

2
rq{=r.(m) =ry+u,o(m) ry” +... con u+2(n)=jgu+1R+2

siendo:

S 2 2
uqg=e " s,= 16 5SC[S"+6C°] R+2=_258 g . m,s=S*+6C2524+25C"
0 m.3 m,3
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Ademas:
r(2m) =1y +U_p(m) 12 +... , Up(m)= ﬁ: u_4R_p
donde:
s 2 2 3.4
u =e | g = SCBC=TS] g __28SC s ec2s2o50t
1 1 m_g 2 2 3
T — m_3

Por tanto:

(_(27) = 1 + [Uyp(m)HU_p(m)] 12 +..

La estabilidad del origen nos la da, pues, el signo del ultimo corchete, o lo que es lo mismo, por
ser R_p impary u_q parrespecto a m, el signo de la integral:

S_4 S4

J=[ 2583c*[ & _ €
f(; [ m 32 m+32:I

Los coeficientes de [S] se han elegido paraque S_; y S,4 tengan una expresion manejable:

S =% In(5) —% In(m_3) + g arctan%1 - g arctan(%1 —582)
S_4 =% In(5) —% In(m_g) — g arctan7 + g arctan(7—882)

Evaluando numéricamente se obtiene J=1.2073 vy el origen es un foco inestable.

Los dos ejemplos anteriores se generalizarian facilmente, en teoria, al estudio de cualquier
sistema para el que la poligonal correspondiente fuese un segmento y no existiesen
variedades que llegasen al origen. Dependiendo de la paridad del numerador y denominador
de la pendiente de ese segmento habria que realizar uno o dos cambios de variable de los
sugeridos en los ejemplos anteriores para convertirlo en uno o dos problemas del tipo de los
analizados en el capitulo 4. Esta claro que en la practica los calculos podrian ser muy
complicados si la aproximacion homogénea que resultase fuese de orden alto.

Pero lo que si conduce a problemas esencialmente nuevos (salvo situaciones simples
como la del ejemplo 14) es el estudio de puntos sin variedades que lleguen al origen para los
que la poligonal esta constituida por mas de un segmento. Para esos puntos lo Unico que
podremos garantizar es que el punto se trata de un centro o un foco, pero no sabemos decidir
entre ellos. En estas condiciones no es posible llevar con cambios de variable de los vistos a
problemas de andlisis de aproximaciones homogéneas de las del capitulo 4. Ni el blow-up
clasico y=xv aporta nada (con ellas las posibles 6rbitas cerradas se rompen en dos curvas
abiertas que se van al infinito). Ni tampoco, directamente, se pueden probar desarrollos en la
ecuacion de las 6rbitas en polares, que es lo que estaba en la base de los analisis del capitulo 4,
pues esta ecuacién presenta singularidades.

El siguiente ejemplo esta dedicado a ilustrar las dificultades descritas:
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1
" 2 .3 4 y2[y2—axy+x2] - y—é[ai\/a2—4]x+...

Ejemplos 17. [i]{

|
x
<
N
+
x
N

X =
. |

y = 2 4

: £ Ty x'=%[a1\/a2—4] ..

2 6

Con esto es inmediato que el origen es un nodo estable si a<—2 , nodo inestable si a>2 y
centro (simétrico respecto a ambos ejes) si a=0 . Para a&(—2,0) y para ac(0,2) es un centro o
foco. A primera vista uno esperaria que fuese un foco estable en el primer caso e inestable en
el segundo, y si se integra numéricamente eso es lo que se obtiene. Pero, ;como probarlo?
Desde luego no estamos en las hipétesis del capitulo 4 pues la aproximacién homogénea no
tiene focos, sino una recta de puntos criticos. Aunque si se quitan los puntos si estan los focos:

{ Xl|= axy22—y3 — { X,I =&Y, foco estable si as(—2,0) e inestable si a€(0,2)
y' = xy y =X

Cuando aparecian rectas de puntos criticos (autovalores cero) en la aproximacion homogénea
la estructura dependia de los términos de mayor orden. Pero aun en el caso de que se pudiera
justificar en este ejemplo la estructura se parece a la de la aproximacion homogénea sin los
puntos, ¢como se trataria el caso general? Por ejemplo, las aproximaciones de los dos sistemas
siguientes, para los que la poligonal tiene exactamente la misma forma y en las que tampoco hay
variedades que lleguen al origen:

, 3 2
X' = —y X'= x“y-y
ii iii

[ ]{ y'= xy2+x5+x6y ! ]{ y'= 2xy2+y3+x

3

5

son respectivamente, salvo la recta de puntos, un centro y un punto con dos sectores elipticos
y en ninguno de los dos casos hay ninguna tendencia a acercarse o alejarse del origen.
El cambio habitual y=xv lleva (tras dividir por x2), por ejemplo, [i] a:

4 _.3,.,2 .4

X' = axv2—xv3
v'=v —av +vT+x

que, si ac(-2,2) , es s6lo un punto critico con dos sectores hiperbdlicos:

2.2  ~54.3
Y la ecuacién en polares es para [i] : ar_ 5 ag: S +C 2Sr 6> - singularen (r,6)=(0,0)
d6  S7[S“—aCS+C|+C’r

(excepcionalmente el desarrollo en serie del segundo miembro tiene el coeficiente de

r regular si —2<a<2 : aCZ/[SZ—aCS+82] , pero es singular para [iii] , por ejemplo ).
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6. Analisis del infinito.

Investiguemos el comportamiento 'en el infinito' de las 6rbitas del sistema polinomial:

S] { X
y

donde m>n=0 . Veremos que las técnicas para esta investigacién serdn muy similares a las
utilizadas en el origen. Como nos sucedia alli, podremos concluir el andlisis, salvo en casos muy
excepcionales, sin necesidad de realizar ningin cambio de variable.

Comenzaremos en la seccién 6.1 describiendo los cambios de variable que nos llevaran los
puntos del infinito a otros finitos (cambios que seran innecesarios una vez probados nuestros
teoremas). Habitualmente estos cambios se interpretan a partir de proyecciones del plano
sobre la esfera de Poincaré (asi se hace, por ejemplo, en los libros [3] o [27]). Nosotros hemos
preferido no dar ese paseo por el espacio y los miramos como aplicaciones en el plano.

Si se considera suficiente saber que con esos cambios de variable el problema se traslada
a analizar puntos finitos se pierde la idea que preside el capitulo: que para el analisis del infinito
se puede dar una teoria directa y dual a la del origen (los teoremas de este capitulo seran casi
idénticos a los de los capitulos anteriores). Poco se ha explotado esta dualidad y no existen
métodos de analisis tan directos como los nuestros (mostrados ya en [11]).

En 6.2 veremos que de nuevo, en muchos casos, bastara para determinar la estructura del
infinito de [S] considerar unos términos homogéneos (en este caso los de mayor orden). Aqui
tampoco habra que hacer ningiin cambio y los céalculos necesarios seran exactamente igual de
simples que los del capitulo 3: bastara localizar las variedades que lleguen al infinito hallando las
raices de un polinomio, orientarlas y ver el signo de ese polinomio. También sera muy parecida
al capitulo 4 la forma de distinguir entre centros y focos en el infinito cuando no existan esas
variedades: la atractividad o repulsividad de infinito dependera de unas integrales 1* y J* casi
iguales que las del origen.

Referencias relacionadas con esta seccion son [1], que observa la dualidad en los sistemas
homogéneos, o [15] u [28] que caracterizan cuando los polinomios de mayor orden bastan para
fijar la estructura del infinito (focos incluidos). En los tres articulos anteriores, como ocurria en su
estudio del origen, se descarta la existencia de 'autovalores' cero (que nosotros si admitimos y
salvamos calculando términos de desarrollos (que incluyen potencias negativas) de 'variedades
centro'). En [12] o [19] se tratan sistemas particulares con focos en el infinito (muy preparados y
destinados a la obtencién de bifurcaciones de ciclos limites desde el infinito).

Cuando no basten los resultados de la seccion anterior habra que acudir a la poligonal que
introduciremos en 6.3: la que rodea por arriba a los puntos del sistema (una parte de ella informa
sobre las 6rbitas con pendiente horizontal en el infinito y otra sobre las de pendiente vertical).
Esta poligonal (no utilizada ain en el estudio del infinito) permitira concluir el analisis excepto si
se dan situaciones conflictivas analogas a las del teorema 5.3 para el estudio del origen.

f(x,y) = An(x,y) + ...+ Am(x,y)
g(x,y) = Bn(x,y) + ...+ Bm(x,y)
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En 6.4 se aplican los resultados anteriores al analisis de sistemas polinomiales concretos
con el fin de mostrar la simplificacion que suponen respecto a las técnicas utilizadas incluso en
las referencias mas recientes. Con la poligonal se puede facilmente construir sistemas de
propiedades deseadas (por ejemplo, sistemas con el infinito repulsor que poseen ciclos limites
o0 atractores inestables) o abordar la clasificacion de sistemas que dependen de parametros. En
el tltimo ejemplo estudiamos sistemas en los que cambia la estabilidad de un foco degenerado,
dando lugar a la aparicién de ciclos limites en una especie de 'bifurcacion de Hopf no lineal'.

Hay muchas publicaciones que incluyen estudios globales de sistemas sobre el circulo de
Poincaré. Por ejemplo, ademas de las ya citadas, [2], [5], [8], [10], [13], [18], [21], [22], [23],
[24], [25], [29], [380] y [31] (todas ellas analizan diferentes clases de sistemas cuadraticos), [4],
[6], [7], [9], [14], [16], [17], [20], [26] y [32]. El camino habitual en todas ellas es llevar los puntos
del infinito a puntos finitos realizando explicitamente los cambios y, si alguno de ellos resulta no
ser hiperbodlico, hacer después algun blow-up. Como muestra del atajo que suponen nuestros
métodos se puede comparar el andlisis de los sistemas cordales cuadréaticos del ejemplo 9 con
el articulo original [8] en el que estaban clasificados. O se puede ver como nuestra poligonal
simplifica claramente los métodos de analisis (del origen y del infinito) propuestos en el reciente
trabajo [33].
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6.1 Cambios de variable

Nuestro objetivo sera hacer un modelo de las 6rbitas de [S] sobre el circulo abierto unidad
Z, para el que cada punto de la circunferencia exterior C representara un 'punto del infinito'
asociado a una determinada direccion de llegada al infinito.

La forma mas natural de convertir todo R® en Z es realizar la siguiente transformacion de
coordenadas en el plano:

T: R? > Z con  xe X Cye Y
(x.y) = (x",y7) V1+x2 +y2 V1+x2+y2

O, de forma méas clara, T transforma puntos de coordenadas polares (r,0) en puntos de Z de
coordenadas (r*,6) con

re= (esdecir: r=

, para r’<1)

T convertira cada érbita T de [S] en otra curva I'* sobre Z. Pretendemos describir las T'™*
cerca de C, lo que nos informara del aspecto de las I' cerca del infinito. A los puntos de C se
les llama de forma natural 'puntos del infinito'.

Cualquier curva que se acerca al infinito con pendiente m definida ( 6=arctagm definida) es
transformada por T en una curva de Z que tiende al punto de C de coordenadas polares (1,0) .
Dicho de otra forma: si una curva de Z llega a un punto (1,0) de C, dicha curva corresponde a
una curva del plano xy que llega al infinito con una pendiente definida tan6.

Para estudiar las oOrbitas inducidas por T en Z cerca de C el cambio T conduce a
expresiones analiticamente poco sencillas, por Io que mejor el siguiente cambio de variable:

P: R2—{x=0} — R%—{z=0}
(x,y) —  (z,u)

1
con z=- ; u=Y
X X

N [—
<

1l
N |c
-

(esdecir, x=

que transforma el plano de la siguiente forma f&cil de comprobar:
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* lleva los cuadrantes 1,2, 3,4 alos
cuadrantes 1,3, 2, 4.

« lleva rectas de pendiente m a rectas
que 'pasan’ por el punto (z,u)=(0,m) :

y=mx+b — u=bz+m

de forma que una sucesiéon de puntos
que tiende a +« [-] sobre la recta se
convierte en una sucesién que tiende
a (0,m) por la derecha [izquierda).

- lleva curvas de la forma y = cx®+0(x®)
cuando x—« a curvas de la forma
u= cz1_s+o(z1_s) cuando z—0%, asi

que, cuando z—0":

si s>1 , u— +» 0 —» (dependiendo del signo dec) ;

si s=1 , u—c;

si O<s<1 , u tiende al origen con pendiente horizontal ;
si s=0 , u tiende al origen con pendiente c;

si s<0 , u tiende al origen con pendiente vertical.

Ademassi y = c'xS'+o(xS') es mayor en el infinito que y = cx®+o(x°) la curva transformada de
la primera es también mayor que la transformada de la segunda en un entorno a la derecha
de z=0 . Analogos comportamientos se tienen para curvas y = c[—x]s+o([—x]s) cuando la
x——o , teniendo en cuenta que ahora se invierte el orden de las curvas.

Esquematicamente, dibujando también las curvas correspondientes en Z:

P T
A IRUAY
=" N.. 2

1 .

¢ 2 | al—p
— < ; >
z \ : /—-x
ad 4 a3 :0a4—>
c<
b4 713’3 : b4§
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+ las curvas que llegan al punto (z,u)=(0,m) por la derecha [izquierda] corresponden a curvas
del plano xy con pendiente m en +o [ — ] y por tanto a curvas de Z que llegan al punto del
infinito r=1, B=arctagm [ 6=arctagm-+m ] (intersecciones de y=mx con la circunferencia C):

\J/ n

u¢/\/}_~ y

S

(asi que a cada pareja de puntos de C opuestos (distintos de n 6 s) esta asociado
un Unico punto del eje u ).

+ un entorno circular de un punto (z,u)=(0,m) procede de dos entornos hiperbdlicos en el
infinito de la recta y=mx [(u—m)2+z =R <« R% —(y—mx)221 ] vy por tanto esta asociado a
dos semientornos de los puntos del infinito:

S

@

La descripcion, por tanto, de un conjunto de curvas en Up y Vp es una descripcion de curvas
de Ut y V7 , esdecir, de curvas del plano "proximas en + y — infinito" a una determinada recta.

El cambio P, como se observa, no nos da informacién sobre lo que sucede en los polos
norte y sur de Z . Para completar la informacion podemos considerar un cambio P*, similar a P,
definido cambiando los papeles de las coordenadas x e y:

P*: R —{y=0} - R®—{u=0} X
(x,y) —  (z,u) y
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Ahora sera el eje u=0 el que esté asociado a la curva de puntos del infinito, y un entorno del
origen estara asociado a dos semientornos de los polos. Tendremos también una ordenacion
de las curvas y =cx°+... 6 y=c[-X]°+..., s>0, que llegan al infinito con pendiente vertical:

Con estas ideas vamos a obtener informacion sobre las 6rbitas de [S] cerca del infinito. Los
calculos son muy parecidos a los del capitulo 3, por lo que no daremos demasiados detalles.
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6.2 El analisis homogéneo.
Haciendo en el sistema [S] el cambio P llegamos al nuevo sistema:

) = - zz_mAm(Lu) - = 22—nAn(1 ,u)

u
1 U’Z 1 u 1—-mrpm m 1-nppN n
=zg(, ., ) -uzf( ;) =2 ""[B"1,u-uA"(1,u)]+...+z' " [B"(1,u)-uA"(1,u)]

Multiplicando por z™ 1 obtendremos un sistema que tiene las mismas Orbitas que el anterior

salvo el eje z=0 y el cambio de orientacién en las érbitas de z<0 si m es par:

A —zA"Au) = .. 2™ T AN (1 )
{ u'=[BM,u)-uA™(1,uw)] + ... + 2" [B"(1,u)-uA"(1,u)]

Como z=0 esta formado por 6rbitas los puntos criticos en z=0 nos dan las Unicas posibles
direcciones de aproximacion a dicho eje. Dichos puntos vienen dados por

(1) Pm1(u) = B™(1,u) = uA™(1,u) =0

Trabajando igual con el cambio P* se llega a:

P z'=[AM(z,1)-zBM(z,1)] + ... + U "[A"(z,1)-zB"(z,1)]
{ u' = —uB™z1)—...—uM " "*TB" (2, 1)

para el que los puntos criticos en u=0 vienen dados por la expresion
(1% zBM(z,1) - A™(z,1) =0

Englobando (1) y (1*) en una Unica expresién tenemos que las Unicas posibles
direcciones de llegada al infinito vienen dadas por las raices de

(2) ®(x,y) = xBM(x,y) - yA™ (x,y) = 0

Sea y=uix raiz de [2]. La matriz de la aproximacién lineal de [P] en (0,u;) , punto critico, es:

[ oo, - (2 0)
diem  am =
E qlB —vA ](1?Ui) E, M;

con lo que este punto sera simple si la raiz lo es, o si siendo raiz multiple Aj=0 (y por tanto
existird al menos una variedad de [S] que llegara al infinito con pendiente u;j ). La estructura de
(0,u;) esta determinada por Aj (si no se anula; en caso contrario habria que determinar mas
términos del desarrollo u=ui+c1z+0222+... , es decir, de y=uix+c1+c2x_1+... ) y por la
orientacion de las orbitas sobre x=0 .
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Como ocurria en el capitulo 3 mejor que calcular los Aj sustituiremos las variedades
obtenidas en la primera ecuacion de [S], sin calcular los M; orientaremos la circunferencia C a
partir de la ecuacién (2) y representaremos la informacidén obtenida directamente sobre el
circulo Z. Situacion analoga se tiene para (0,0) en [P*], donde el A«=B(0,1) . Asi pues:

Teorema 6.1

Supongamos que ®(x,y)=me(x,y)—yAm(x,y)10 y que ®(x,y)=0 posee q=0 raices
reales y=u1X, ..., y=ugx [ytalvez x=0].

Si para las u; que no sean simples es A™(1,uj)=0 [ B™(0,1)=0 ], existen en [S]
variedades y=ujx+0(x) , Ixl—=0 [6 x=0(y) , lyl—=x ] que llegan al infinito con pendiente
definida uj [~ ] y la estructura de las rbitas de [S] cerca de la circunferencia C del infinito
gueda determinada con el signo de ®(x,y) Y el flujo sobre cada una de estas variedades

Este flujo viene dado por x'=Am(x,uix) Si Am(1,ui)=0 0 se puede precisar con algin
término mas del desarrollo y = uix+co+c_1x_1+. .. de las variedades si se anula.

Con este teorema queda en muchas ocasiones determinada la estructura del infinito de [S]
si existe alguna érbita que llegue hasta C . Suponiendo que ®(x,y) no tiene raices reales ( m
ha de ser impar) la distincion entre las tres posibilidades cerca del infinito (que las 6rbitas sean
cerradas, que se acerquen o que se alejen en espiral de C ) se reduce haciendo p=1/r enla
expresion [P] en polares de [S] a un problema de los vistos en el capitulo 4:

= MM T p=1rr - { p'=-Mmp™+o(p™)

P — - — — —
[P] { 6'=mnrn 1+...+mmrm 1 6'=mmpm 1+O(pm 1)

(tras multiplicar los segundos miembros por p2m—2 , lo que no altera las érbitas en p>0 ), siendo
como siempre M (6)=CAX(C,S)+SBX(C,S) , mk(6)=CBY(C,S)-SAK(C,S), C=cosh, S=sen?.
Tenemos que mpy, no se anula para ningln 6 . Las 6rbitas de [P*] cerca de p=0 describen las
de [S] cercade C. A la vista de los resultados de 4.1 y 4.5 podemos concluir:

Teorema 6.2

/2 E,,_4(C,S ©° E_1(1,
Sea I*Ej:n m1( )d _ m1( Z) m

_ m _
w2 mp(6) “Jw ®1,2) dz,con Epq=A"yx+B"y . Entonces:

Si I".agy<0, las orbitas se acercan en espiral hacia la circunferencia C .
Si I".agy>0, las orbitas se alejan en espiral de la circunferencia C .

Si I"=0, debemos considerar los términos de menor orden. Para poder aplicar 4.5 debemos
restringirnos al caso m=3 . Entonces los sistemas [S], [P] y [P*] son, respectivamente:

' 2 3 ' 3 4 5
{ x'= AT+AZ4A8 , r'=Mqr+Mor=+Mgr y p'=—Mgzp°—Mop —Myp
y'= B'+B2+B3 0'= m1+m2r+m3r2 0'=mg p2+m2p3+m1 p4

Basta modificar ligeramente los calculos de 4.5 para obtener:
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Teorema 6.3

Sea ap3<0 y definamos Q*4(z)=AsB1—B3A1| (1.2 0*8(2):[Bz—zAz][B3A2—A382]| 1.2)

R*4(z) = Ex(1,2)Po(2)-Eq(1,2)®(z) , R*g(z) = P3(2)[E1(1,2)®(z)-Ex(1,2)P5(2)],

ZFeXP[‘%ﬁ%] y f_oo[ 32 * 5/2]'5*GIZ f_oo[ 3/2 * 5/2]'5*CIZ

Entonces si 1"*=0 y ademas: J*<0, las drbitas se acercan en espiral hacia la circunferencia C.

J*>0, las 6rbitas se alejan en espiral de la circunferencia C.

La J* no es normalmente calculable, pero se podra reducir con las técnicas de 4.5.

X' = 1+x2+xy ®——2xy2—0 . y=0 doble — x'= x“+0(x

y' = xy—y2 x=0 simple — y'= —y2+o(y2)

2 2)

Ejemplo 1. {

La estructura de las oOrbitas en el infinito queda determinada
s6lo con lo anterior: el signo de ® nos da la orientacion de C,
las dos ecuaciones en x' e y' orientan las Orbitas que llegan
o salen de puntos del infinito y queda precisada la estructura
local de dichos puntos [ los asociados a y=0 son silla-nodos y
los de x=0 son nodos ]. Como ademas el sistema no tiene
puntos criticos en R® podemos completar el esquema de las
orbitasen Z.

x'= xy—x3+xy2

y' = —y+x
y=0+0(x) — x'= A3(x,0)+o(x3) = —x3+o(x3)

Ejemplo 2. { (ej.2delcap.2) ®= xy(x2—y2) =0 — y=0, x=0, y=+x

Para x=0 (simple) es BS(O,y)EO . La variedad centro es
x=0 — y'=—y . Los puntos quedan caracterizados.

Como A3(x,¢x)so hallamos mas términos de los desarrollos.
Llevamos a la ecuacion de las érbitas y = c1x+Cg+C—1 X

[C1 —C_4 X_2+. . ] [C1 X2—X3+C1 2X3+ZCOC1 X2+. . ] =—Cq X+X2+. ..

Igualando las potencias de mayor orden:

X3 - Cq [C12—1 ]=O — C1=0; C1=1; C1=—1

X2 - 012 [ 1+2¢q ] =1 - Cg imposible; ¢cp=0; ¢cg=0

La variedad asociada a y=0 no era centro y podia no admitir desarrollo pero el punto elemental
estaba ya analizado. Para las otras dos tenemos que y=+x+ O(1/x) — Xx'= +x° + O(x) . Con
esta informacién y la obtenida en el capitulo 2 completamos el dibujo de las érbitasen Z .
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03 w2 3
Ejemplo 3. { X '__2x Xy g3 5 > g — ®=[y2+mx2]2
y' = kKX+y + m x“+2x“y+2mxy“—y

El sistema homogéneo de tercer orden que nos proporciona el ® fue analizado en el ejemplo 1
del capitulo 4 para m>0 (cuando no tiene variedades que lleguen a C con pendiente definida)
y volvié aparecer en 4.5 para m=2 acompafado de términos de orden 4. En 4.1 vimos que
tiene un foco inestable si O<m<2 , un centro si m=2 y un foco estable si m>2 . En el sistema
completo, por tanto, las érbitas se acercan en espiral a C en el primer caso y se alejan en el
tercero y todavia no sabemos su comportamiento si m=2 . Para verlo estudiamos la J*:

_ o Q*
E*= exp[ —%] , Qy= [k+z][2—22—23] , J' = f 973’4 E*dz , con p=22+2
Reducimos la J* de forma similar a la de 4.5 y hallamos el polinomio con integral cero:

[E* ]+ 3R2 , Rp = (1-2K)2°+(18+4K)z+4k+2

[E* 224241 ]:O =—figN2 ) N2=22+22

El discriminante Dy(s) de Ro+sN, es =0 para algun s paralos k tales que D, =0 tiene raices
reales en s, o sea, para aquellos en que el discriminante de Dy respectoa s es =0 que son:
k € [-5/2,-1/2]
[que son los k para los que hay una unica raiz de R, entre lasraices —2 y 0 de Ns|
Para estos k es facil ver que Ro+sNo<0 paralos s con D=0 con lo que el infinito es atractor.
El intervalo obtenido para los k no es nada preciso, pues los valores numeéricos de:

2
N © E* * ® Z°E* * . .
Jo= e J 2=f_oo 03 — J'<0 si k<1.1819 aproximadamente.

Podemos mejorar el resultado engordando numeradores y denominadores.

2* * *
P, _d[E (5 ki3 4, )] 8E

R* , R (131—1Ok)22+(32+80k)z+38—40k

05 = TdzLpa\Zt 2 45p5
E 6,5 ,,4,8.3 10 2, 4_ 92 E
0=[p3(2z +ZH3ZH g+ 5 T4 gz ] f R2, No = 372°-262-14

De aqui se obtiene que las Orbitas se acercan a infinito si k€[-6.53,0.620] . Y la aproximacion
aumenta mucho si seguimos. Tras largos calculos se consigue fijar el sg[J*] enlos k descritos:

4
0 Q* w Q
f %E*dz — k¢{0.616,1.23] f P4y - ke[1.176,1.197]

—0 —o0
Para m=0, m=—1, el teorema 6.1 precisa la estructura de C pues se tiene que ®=0 y ademas:
y=+V-mx dobles, pero asociadas a A3(x,:\/ —-m Xx) = [negativo][+V-m —1 ]x3

(cierto aun en el caso de y=0 cuadruple que aparece para m=0 ; para m=—1 es y=x doble con
autovalor 0). Si k=1 no hay mas puntos criticos finitos que el origen, que es nodo inestable
pues sobre la variedad centro y=—kx+... se tiene que x'= (k+1)(k2—2k+2)x3+... . Por tanto si
m>2 y k>1 osi m=2 y k>1.1819 ha de existir un ciclo limite pues tanto el origen como el
infinito son repulsores. [Integrando graficamente se ve que siempre hay ciclos limites para m>2
aunque aparezcan otro par de puntos criticos finitos].
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6.3 Acudiendo a la poligonal.

Consideremos en esta seccién el caso no recogido en el teorema 6.1: supondremos
que y=0 es raiz multiple y que A™(1,0) = amo = 0 . Si la raiz multiple fuese y=Ux ,
haciendo x=x; w=y—ujx acabariamos en el caso anterior; en este caso, como haciamos en el
andlisis del origen, tal vez sea mas corto determinar mas términos del desarrollo para 'separar' la
posible variedad multiple en seguras variedades simples, si esto es posible.

Para analizar y=0 podriamos realizar el cambio P y usar en [P] las técnicas del capitulo 5, es
decir, utilizar la poligonal de Newton de la curva algebraica:
0 m+1 (1 U m+l 1 U
H(zu) =z g(;,;)—(1—t)uz f(;,;)zo

[la t cumple aqui el papel que desempefiaba la s en el analisis del origen]

Analogamente, si x=0 fuera multiple y B™(0,y) = bom =0 podriamos hacer P* y luego
considerar para [P*] la curva:

H™ 2 = t-1)zu™ g(1,2) —t™'4(1,Y) =0

Pero vamos a ver que, salvo excepciones andlogas a las del origen, no es necesario hacer
ningun cambio y bastara considerar una nueva poligonal (ahora la que rodea por fuera a los
demas puntos del sistema) asociada a la ya conocida curva

Hs(x,y) = xg(x,y) — syf(x,y) =0

Es inmediato ver que los términos (tanto de la ecuacién en z' como en u') que dan un
mismo punto en la poligonal de [P] o [P*] provienen de términos de [S] (de f y g ) que también
dan un mismo punto en su poligonal. En concreto, un punto (r,q) del diagrama xy de Hg:

I Ao L
X'=ax

[S]{ ' rz1 q+
y'=bx yi+...

se transforma por P [ P* ] en el punto (r*,q*) = (m+2-r-q,q) [ (r**,g**) = (r,m+2-r—q) ] del
diagrama zu de H*; [H™; 1:

Pl 2'= —azM? a1, P*] { 2" = [a=b]z'u™* 1A,
u' = [b—ajz™ 199, . —bNym+era,

La transformacion (p,q) — (r*,0*) [ (p,q) — (r**,q®") ] lleva rectas de xy de pendiente m a
rectas de zu de pendiente —m/(m+1) [ -m—1]. Esquematizandolo:
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X
Y a
m+1] -4 Om
. g
£ 020 . [Pl
' : . . pte=—m/(m+1)
: [P*] .
: pte=—m-—1 :
: n+1 E ........... .aOn
alom- : b . 1
1 -.----T---------- mo 1 - . - . e ..
T . . : 4 bmo bno z
1 n+1 m+1 1 m-n+1

Construyamos para [S] (es decir, para Hg=0 ) la poligonal convexa T' que encierra en su
interior a los puntos correspondientes a los demas coeficientes (como ya sabemos, la parte
inferior izquierda de T informa de la estructura del origen de [S] ):

b_—sa, <«

Al realizar P (P*) esta T se transforma en otra poligonal convexa I'” (I'™" ) que continta
encerrando los demas puntos de [P] (de [P*] ). Pero ahora la parte derecha (superior izquierda)
de T se convierte en la parte de la poligonal T” (T*" ) que informa sobre el origen de [P] (de
[P*]) vy, por tanto, sobre las 6rbitas de [S] que llegan al infinito con tangente horizontal (vertical).
Un segmento de T de pendiente —1/s [ ligado a variedades y=O(xS) ] es llevado por P a uno
de T™ asociado a variedades u=0(z' ™) y por P*aotro de T" asociado a u=0(z*¢")
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u | u .
H =0 . HY=0
S /
¢t K= ®
L S_i+l |
A i
&—> (-1b,ta, ¢
L3 .
¢, Lk _
> .
" 3 : t=1-s
oo* ‘g ‘ . k= - K
r o , @
1] -« 00 v "'.-- r .\_
z 1 z

Sea Py(x,y) =xPyg —skyPys el polinomio que nos proporciona un segmento de la parte
derechade I' de pendiente —1/sy . Al hacer P se transforma en

1 1 u 1 1 u
PYR@u) =™ Pg( 5. ) — (-t uz™ Pyl 5,2 ) . con te=1-s

Si y=mx°k es raiz de P =0 entonces u=mz 'S o es de P®=0 con la misma

multiplicidad. Luego si es raiz simple o con P°°kf(1 ,m)=Py+(1,m)=0 existe variedad de [P] de la
forma u= mztk+o(ztk) y por tanto existe variedad de [S] que llega al infinito con tangente
horizontal y =mx3+o(x%) , x—o .

Anélogamente, si y=mx°* es raiz simple o con P_xs=0 de un P_,=0 existe variedad
que llega al infinito (con tangente vertical): y=mx>-*+0o(x>) .

Los mismos resultados se obtienen cambiando x por [—X] .

Como en el analisis del origen, el conocimiento de estas variedades orientadas mas el
signo de ® nos bastara en muchas ocasiones para precisar la estructura del infinito. Como alli,
se complicara algo el analisis si el cociente de los coeficientes de [P] (o [P*]) correspondientes
al punto comin de dos segmentos sucesivos de la poligonal de pendientes —1/t,_4 y -1/
pertenece al intervalo [t,_q,t] . Con facilidad se ve que esto se traduce para la parte derecha
de I' en que surgen complicaciones si by/ayE[sy,Sk_1] -
Para la parte izquierda de T los problemas apareceran si
a_y/b_ye[1/s_y,1/s_ 1] (0 sea, si b_j/a_yE[s_i, 1,5k
entendiendo que si s_,,1>0 y s_x<0 esto significa que
o bien b_y/a_y=s_y,4 0 bien b_y/a_y=s_, [ordenamos:

[Observemos que, a diferencia del origen, aqui puede
haber problemas aunque el a. oel b. sean 0].
Si b./a. pertenece al intervalo abierto aparecen como en
el origen infinitas variedades de la forma y = O(IxI?*/2")
(asociadas a nodos) que llegan al infinito. Si by/ay = sy 6
Sk—1 (b_g/a_k =s_ks1 0 Sk ) sera necesario orientar
ademas otra circunferencia con el signode Py (P_y).

Resumiendo todo lo anterior tenemos un teorema enteramente analogo al teorema 5.3:
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Teorema 6.4

Si y=m..x>, x=0, es raiz real simple de P.=0 o multiple con P.f(1,m..)=0 , existe en
[S] variedad de la forma y =m..x* +0o(x*), con x—> (para sy )ocon x—0 (para s_y ).
Analogo resultado se tiene cambiando x por [—X] .

Si ningun P.=0 vy todas las raices de todos los P.=0 (con m.,.=0 ) son simples o con
P.¢(1,m..)=0 la estructura de las orbitas de [S] en el infinito queda determinada por

+ el flujo para Ixl o lyl grande sobre cada variedad

- el signode & vy el signo de los P. para los que sea g =8.08.11 (-<>0) -

Como en el origen, para determinar el flujo sobre las variedades y = m..IxI°>* bastara hallar
P.f(x,m..lxls’ ) (o el P.g correspondiente) si no se anula; si se anula y la raiz es simple la variedad
sera esencialmente centro y se podran calcular méas términos de su desarrollo. La forma de las
oOrbitas entre dos variedades consecutivas, se deduce del signo de &® (sin olvidar las posibles
variedades y = O(leb'/a’) asociadas a nodos descritas y el cambio de flujos 'verticales' que
acarrean), si b./a.=s. 6 s.+1 (si no, habra que fijar también el signo de P.). Sélo quedan por
analizar con este teorema los casos analogos a los citados para el teorema 5.3: si existen m..
multiples con P.t=0, si algun P.=0 y si no hay variedades que lleguen al infinito con pendiente
definida. Este caso se podria reducir a las situaciones de los teoremas 7.2 y 7.3 en el caso de
que la poligonal exterior se redujese a un Unico segmento apoyado en los ejes. No sabemos
como distinguir el centro o foco del infinito si no es esa la situacion.

En la proxima seccidn se estudian varios ejemplos para ilustrar la teoria de ésta. En algunos
bastara aplicar el teorema anterior para concluir el analisis. Otros exigiran calculos adicionales. El
Ultimo mas bien es un repaso de secciones previas pero esta al final de éste capitulo porque
incluye también algun andlisis del infinito utilizando la poligonal.
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6.4 Ejemplos que exigen la poligonal.

. X'= v
3—x2=0 , es decir , {

. 2
E lo 4. x" —3) x'
jemplo X"+ (X"=3) X" + X V' = 3vxP—x2v—x

3

1 3 4

Asi que el infinito es repulsor. Comprobemos que existe (al menos) un ciclo limite (la ecuacién
es similar a la de Van der Pol). Consideremos la energia total del sistema sin rozamiento:
voE

Uxy)=5 -3 +74

La derivada de esta U alo largo de las soluciones del sistema es:
U=v23x%) [0 silxi=V3]

La curva cerrada U =9/64 , por ejemplo, esta contenida en Ixl<V'3 y, por tanto, es cruzada por
las érbitas del sistema desde dentro hacia fuera. Dichas 6rbitas, que no pueden irse al infinito ni
tender hacia ningun punto critico finito [que son (0,0) silla-nodo y (1,0) nodo inestable], deben
aproximarse a un ciclo limite. Su forma, obtenida numéricamente, es la de la figura inferior de la
izquierda. La figura de la derecha es un esquema de las érbitas en Z .

13—
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2 2
Ejemplo 5. {XI 2X Y =Xy ®=-x%=0 — x=0multiple , B3(0,y) =0

y' = 2xPy-yS—x°

El origen, Unico punto critico finito, fue analizado en el ejemplo 1 del capitulo 3. El infinito:

Po = x2—s,2yx2 =x? (s0=0)

x=0 — vy =y3
[s-1xy°x®=0 — y= [g 1338 > x' =—[g 123 xRy
s=5/3
y=X+... y=—% .. (utilizadas en el analisis de 0)
Llevando estas variedades a Z completamos el anélisis
del infinito; con los datos del capitulo 3 obtenemos el
retrato de fases global de la figura. Obsérvese que el
origen es un atractor inestable: todas las soluciones
tienden hacia el cuando t—«~ pero x=y=0 no es una
solucion estable.
' 2 2 2 — 2
Ejemplo 6. { X.=_1+X —-Xy X=y +..—= y'=y “+...
y =X y=¢x1/2+ .= X'= o(x2)
b
® = Xy3 ~2 =0= 32
3 3 : %
A (X,O),B (OaY) =0 :
]

2

En este ejemplo 'se va' un término de la poligonal (lo que suele suceder cuando algun s. es 0

6 o, como en este caso en que hay un segmento vertical) y es necesario considerar, ademas
del de ® , el signo de algin P..

Necesitamos mas términos de las variedades O(x”z) para
precisar el flujo sobre ellas. Probando series obtenemos:

1/2_ 32)

y=+X —1+... — X'= ¢x3/2+o(

Todo lo anterior precisa la estructura del infinito. Teniendo en
cuenta que no hay puntos criticos finitos tenemos, en
principio, las siguientes posibilidades para el retrato global,
dependiendo de cual sea el origen de la separatriz S.
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P_o=y?IXy%+1] (s_p=—1)

> P_=xly*+x% (s_4=2)
I
/\_/'\

. =y
E lo 7.
jemplo {y.=xy4+xg 4

®=x"% B%0y) =0

2 10
No existen variedades que lleguen al infinito dadas por
segmentos de la poligonal. Pero como

% S (—1,2) [es decir 19 S (—1,* ) ]

existen infinitas variedades asociadas a nodos y=0(x"), o sea,
infinitas variedades x=0(1) . Por tanto la estructura global de
las érbitas es la de la derecha.

(como en el analisis del origen, el esquema anterior incluye
implicitamente, aunque no lo dibujemos, la orientacidén de la
circunferencia correspondiente a s_1=2 (que contintia la de ®)

y la orientacién (opuesta) de la asociada a s_p=—1 ; obsérvese
que la direccion de las flechas parece contradecir el signo de
P_o ; no es asi, pues es facil ver en general que si s_x<0 hay
que orientar la circunferencia asociada de forma opuesta al
signo de P_y ; si cambiamos los papeles de x e y llegamos al
mismo sentido de la flechas; habra que cambiarlo si s_k=0 .

X' =
Ejemplo 8. { y' = b:k—xzy con b=0 (origen aislado) , k=1.

Clasifiguemos los mapas de fases globales sobre Z . Para la circunferencia del infinito:

si k=2, ® =%y si k=3, ® =x° [bx~y] si k=4, ® =bx!

SRCION®

La poligonal nos da las siguientes variedades (Utiles unas para el analisis de origen [o] y otras
para el infinito [ee] ):

k<4

y para k=5 : y=% [—1¢V1+12b]x3+... (o e x)
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Sin mas que tener en cuenta las posibilidades para las variedades anteriores (su orientacién es
trivial; el origen esta clasificado en el ejemplo 9 del capitulo 5) tenemos:

k par , b>0
@2 3 k=4 g k=6
k par , b<0
g k=2 2 k=4 é k=6
k impar , b>0
? % é k=1 ég k=3 g k=5 g k=7
k impar , b<0
1+12b<0
@ i : E \ :
k=1 k=3 k=7
1+12b>0
1 2 Xk+1

[ con U(x,y) se ve que el origen es globalmente asintéticamente estable ]

=2Y T k4
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Ejemplo 9. Clasifiguemos los retratos globales de los sistemas cordales cuadraticos,
es decir, sistemas sin puntos criticos finitos de la forma:

{ X' = k+ax+by+Ix2+mxy+ny’
y' h+cx+dy+rx2+pxy+qy
Como ® = sz—yA2 es de tercer grado tiene al menos una raiz real.

Eligiendo adecuadamente los ejes se puede conseguir que sea y=0 . O sea, no hay pérdida de
generalidad suponiendo que r=0 :

x' = k+ax+by+|x2+mxy+ny2

N - 2
y' = h+cx+dy+pxy+ay> ® =—y [ ny= + (m-q)xy + (Hp)x“ |

En ocasiones utilizaremos el hecho de que la suma de los indices de los puntos criticos sobre
Zhadeserigualat.

Supongamos inicialmente que | ® £0

E Si y=0 es la Gnica raiz real de ®=0 y es simple, o si es i=1

raiz triple con A2(1,0) =1=0 ,0si y'=0, el tnico punto
critico ha de ser un nodo y las 6rbitas son como las de A : A

E Si ®=0 tiene tres raices distintas los puntos criticos son nodos, sillas o silla-nodos.
Como 2 i=1, las posibilidades son o (silla,nodo,nodo) o (nodo,silla-nodo,silla-nodo) , lo que

nos da cuatro posibilidades dependiendo de cudl sea el origen de las separatrices:

1 0 0
1 1 0 0
-1 —1 1 1
B C D E
1 1
E Si ®=0 tiene una raiz simple
y una doble con A2i0 , la primera ha
de estar asociada a un nodo y la 0 0
segunda a un silla-nodo, con lo que
tenemos otros dos nuevos casos:
F G




167

E Si hay una raiz simple y una doble con A2=0 (que podemos suponer x=0 e

y=0, respectivamente) el sistema adopta la forma:

— (A 2
y' h+cx+dy+qy2 ®= (@mpxy~, g=m

{ x' k+ax+by+mxy

4i. Si c=0, para que el sistema no tenga puntos criticos finitos debe ser para todo y :

mgqg 3 .ag+md, 2 ad+mh ah q 1
Y -y -y + k=1 120 L5

m, 2
, _ x [(a-"5 )y“+cx], P=mxy
Por tanto m.q = 0. Acudiendo a la poligonal:

Luego hay dos variedades a un lado 0 1
y ninguna al otro. Si una de ellas se
acerca y otra se aleja del infinito
(m=0, g=0) el punto doble tiene
indice 1y el otro debe ser silla-nodo.
Si las dos variedades se alejan (o se
acercan) del infinito (m=0, g=0) el H |
doble tiene indice O y el otro 1 .

g/m

k+ax+by+mxy

- . X'
4ii. Si c=0 { v h+dy+qy2 X [q)? +dy+h]=0

diia. Si d2<4hq no da variedades el segmento vertical.
Si %%[0,1] no hay ninguna otra, el indice del punto doble es 0 y el simple es nodo.
Si %6(0,1) hay infinitas y=0(x¥™) , el indice es 2 y el otro es silla.

—1

1 —1
0 2 2
J=A K L

Si d=g=0, h=0 , el segmento tampoco da variedades. Ahora debemos considerar
ademas el signo de Pq=hx vy relacionarlo con el de ®=—mxy2 . Si hm<0 no hay

variedades y aparece J otra vez. Si hm>0 tenemos Ky L.
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Si d2>4hq , el segmento vertical da dos

R
=3

raices y hay dos orbitas horizontales.
Para que no haya puntos finitos debe
ser a=m=0, con lo que geé [0,1].

Dependiendo de que las dos rectas se
recorran en el mismo sentido o en el M N
opuesto tenemos:

&
3

Si s6lo hay una 6rbita horizontal y=yq , podemos suponer que se trata de y=0 (si
no hariamos y=yg+y” ), con lo que h=0 (y entonces a debe ser cero). También
podemos suponer b=0 (hariamos b+mx=x*). Asi pues tenemos los dos sistemas:

x' = k+mx
=—mxy2; k,m,d=0 { y' qy2 y ®=(q—m)xy2; g=m; k,q=0

—y [(+m)xy+k] , Ry =qy2

X' k+mx
ia @
y' =dy

_v P1 =dxy

' y=0 — %k y=0— x'=k

El primero exige estudiar P4. Todas
las posibilidades para los signos de
d, m, k dan en esencia el mismo
punto critico de indice 1. El otro es
silla-nodo y la estructura es la de la
derecha.

p-a)

Analicemos ahora el segundo. Supongamos k>0 (en el caso de que fuera k<O,
cambiando el signo de los demés coeficientes se obtendrian las mismas &rbitas
orientadas en sentido opuesto).

2

Si q2>m — g+m y g-m tienen el mismo signo — %% [-1,1].

Tanto si g>0 como si q<0 sale el caso F ya visto en :

Si g=—m — ®=2qu2 , P1=ky y sale de nuevo F —>

Si q(g-m)<0, o bien m>g>0 [m+g>0, g-m>0] o bien m<g<0 [M+qg<0, g—m<0]
con lo que en los dos casos %e (0,1) y hay variedades y=0(x%™).

Se comprueba con facilidad que siempre sale esencialmente el mapa K de 4iia.

Si q(q+m)<0, o bien m>qg>0 [M+g>0, g-m<0] o bien m<—qg<0 [M+q<0, g—m>0]
y setiene 3 €(-1,0) [ hay variedades y=0(x¥™)].

De aqui sale el nuevo caso O :
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El esquema de la derecha
resume las posibilidades para:

0 { x' = kK+mxy
: 2
y =qy
(0]
E Sea y=0 triple, con A3(1,0) =1 =0 . El sistema es:

® = —ny3, n=0

{ x' = k+ax+by+mxy+ny?
y' h+cx+dy+my2

5i. Si c=0 , para que no haya puntos criticos finitos

x — — n ’
debe ser m=0 . La poligonal nos da sélo una f
variedad simple a cada lado, con lo que el punto
es un nodo y estamos de nuevo en el caso A .

5ii. Si ¢=0, la poligonal da diferentes posibilidades:

P my +dy+h
[rectas]
Siia. Sea m=0 . P{=0 puede tener dos raices reales,
ninguna o una doble. En el primer caso existen puntos A -
criticos finitos. Si no tiene ninguna, sean cuales sean
los signos de m y n, volvemos a encontrar el caso A :
=

Si P1=0 tiene raiz doble podemos escribir:

y [2mxy+K] , Pg =my2

| 2
{ X | k+£nxy+ny Km.n=0 . ]
y =my > y=0 — %=k

Si kn>0 , todas las posibilidades dan otra vez A , pero si kn<0 hay un tipo nuevo
esencialmente igual a P :

= 28

kn>0 ( m,k,n>0) kn<0 (m,n>0, k<0)
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5iib. Si m=0, d=0, el sistema se puede poner (a debe ser cero):
x' = k+by+ny2
{ k,n,d=0 n 2
y' = dy Y[dx__zy ]
Si nk>0 sale otra vez A , pero ' y=0 — %k
si nk<0 aparece el caso Q. : a
5iic. Sea ahora m=d=0 :
h 3
2 ¥y
{x = k+ax+by+ny nh=0
y'=h a=0
Si a=0 la poligonal da de nuevo 0
el caso A . Pero si a=0 teniendo y [ax+ny 7], Fy=h
en cuenta todas las posibilidades \ —_—
se obtiene esencialmente un X'= ax+... a0
nuevo caso R:

E Falta considerar la posibilidad | @ =0

Vamos a trabajar analogamente a como haciamos en el capitulo 5 para A=0 , aunque no
hayamos tratado este caso en este capitulo (no seria dificil). Los resultados que obtendremos
se podrian justificar con un nimero suficiente de cambios de variable.

Si ®=0, el sistema es de la forma:

{ x' = k+ax+by+x[Ix+my]
y' h+cx+dy+y[Ix+my]

Si ¢c=0 , para que no haya puntos finitos debe ser m=0 (y el sistema no seria propiamente
cuadratico). Asi que ¢=0 . El polinomio restante h+dy+my2 no puede tener raices distintas (de
nuevo habria puntos finitos). Las demas posibilidades se pueden escribir:

0 . 2 m=0

{x‘ k+ax+by+mxy h.ms
’ y' = my

x' k+mxy
y' h+my2 {

Como A2(1,C)=Cm [ 82(0,1)=m ] existe para todo C [incluido «] una
variedad que llega al infinito con pendiente C ( orientada por x'=Cmx° )
excepto, tal vez, para C=0 . Para ver lo que ocurre en ese punto
problematico acudimos, como siempre, a la poligonal.



Para el primer sistema:

Para el segundo:

y [ kt2mxy ]

y=0 — x'=k >
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X [h%my ]
—> (m<0) —P>
S
%km<o) —>
T

Aunqgue sean poco cuadraticos analizamos también:

U

k+ax+by
h+cx+dy

Como 2 i=1, siel sistema ha de ser cordal debe existir algin punto en el infinito, con lo que

®=0 debe tener alguna raiz y podemos suponer c=0 . Ademas, para que no haya puntos

finitos debe cumplirse ad=bc=0:

x' = k+ax+by T .
{ y' = h+dy ®=y[-by + (d-a)x]
Si ®=0 tiene dos raices distintas un punto

deber ser un nodo y el otro silla-nodo (U) :

Si ®=0 tiene la raiz doble y=0 aparece el

Gltimo caso V:
b,h=0

Por dltimo, si ®=0 — b=d=a=0 vy queda el

caso A de siempre.

b 2
hx——2y —p
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Ejemplos 10. Analicemos para acabar un sistema homogéneo que, para ciertos valores del
parametro r, posee centro o foco degenerado y que, perturbado adecuadamente, presentara
bifurcaciones de Hopf no lineales que daran lugar al nacimiento de ciclos limite:

X' = —xy2-y3 .

H
[H] y'= 4x3+ rx2y+5xy +y

Con la notacion y los resultados de los capitulos 3 y 4 se tiene:
P4(z) = z44+22345224rz+4 , Q=28 , Vp=—2(r-4)(9r-22) , D4 =—(27r +284)(r-8)(1—4)°

P4 tiene 4 raices complejas si —284/27 <r <8 y 2 reales y 2 complejas para los demas r .
En el primer caso, tenemos centro o foco del sistema homogéneo dependiendo del signo:

* 222410
salll =sgf__ “p, ) 92 = solZal solZg1]

siendo Zg la menor de las raices de Pg3(Z) = z2-57°4 (2r-16)Z + 6412 .
Una condicién necesaria para la anulaciéon de | es que se cumpla:

lg = —8(r+8)(r+4)(r—4)(r-8) =0

Para r=8 hay raices reales (una doble). Los otros tres valores de r corresponden a casos de
4.2 en los que era posible calcular explicitamente la | . Utilizando aquellos resultados

r=-8 > N=0,K<0 — Vw=3V17 23=%[5—3\/F] =\/L_[1—\/L_]\/_\/F—1
6 17

r=—4 - M=0,K<0 - Vo=2V2 Zy=—4 |=
r=4 — F=M=0,K>0 - Ve=7,Vu=7 2z3=-3, |l=—=C

El origen es un centro si r=—4 y como ese
es el unico valor para el que | se anula S TR :
deducimos que es un foco estable o =/ :
inestable segun r esté en los intervalos

(—284/27,-4) o (—4,8) , respectivamente. _—10.5 —4
) :

[dibujando la curva P3(z)=0 de la
derecha y viendo el signo de Z3—r

llegamos a la misma conclusién]

Veamos ahora los casos con z reales, asociados al "autovalor" A = —22(z+1) — sg[A]=—sg[z+1] .

Comencemos con los de z doble:

. 284 2.2, 2 10 . 2 20
Si r=—p — P4(z)=(z—§) (z +?z+9) — dos complejas y Zg=5 con 7»:—5

Si r=8 — Py(2) =(z+1)2(22+ 4) — dos complejasy zg=-1 con A=0
Posee [H], por tanto, una recta de puntos criticos [esta situacibn complicada la anunciaria el
calculodelos A = r2(r—8) y B= (r2+8r—1 6)(r—8) de 4.6]. Si queremos su estructura:
X'=—y 2
y'= 4x2+4xy+y

x'=—y 2 (x+y)
y'= (4x2+4xy+y2)(X+y)

—

o —Pa(2) = (z+1)(Z%+ 4) , z=—1, A=—1

Analizado este segundo sistema lo esta el homogéneo inicial.
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Para los otros casos situamos las z reales
con las graficas de z*+2z3+5z2+4 y —rz .

. 284 e
Si r<="%7 las dos z son positivas:

Z1,22>0 - 7\.1,}\.2<0.

si r>8, las z reales cumplen:
Z4<—1<zo<0 — Aq<0, A>0.

-1 2/3 1

[Las raices de P4(z) evolucionan con r

como indica el dibujo de la derecha] -1

[Podriamos haber localizado estos z utilizando el método de Sturm de 3.5. Construyendo la
secuencia de polinomios alli definida y sustituyendo en —», —1, 0 e © se tiene:

—00 + - - (r—4)(9r—22) Dy

-1 8—r r-8 r—4 (r—-4)(r-8) Dy

0 + r r-32 (r —4)(3r-124) Dy

+ + - —(r—4)(9r-22) Dy

. . 284 Lo . .
se obtienen, respectivamente, para r<-%7 Y para r>8 las siguientes secuencias de signos:

—0 + - -+ - —0 + - -+ -

-1 + - - + - -1 -+ + + -

0 + - -+ - 0 + + = * —

00 + + - - - 0 + + - - -

También podriamos hallar los A reales a partir de la ecuacién de autovalores:

P4(0) = A% = (3r=16)23 + (3rP—21r+56))2 — (r—8)(r>+4r—24)) + 16(8-r) ]

Hemos concluido, pues, el andlisis de [H], que, por ser homogéneo, es global:

DSOO®

r<—284/27 r=—284/27 —284/27<r<—4 r=—4
—4<r<8 r=8 r>8

Si perturbamos [H] con términos de mayor orden, la estructura del origen se mantiene
excepto en los casos r=—4 y r=8, en que hay que proseguir el analisis. Lo mismo sucede con
el infinito si afadimos términos de grado 2 o menor. Se ve que el origen de [H], Unico punto
critico finito, es asintéticamente estable para r<—4 (o sea, el infinito es repulsor si r<—4 ).

Comencemos afiadiendo un término de orden 5 :

2/3
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_—xy y
y'= 4x +rX y+5xy2+y3 y

Ademas de (0,0) paratodo r tiene los puntos criticos (Vr-8 ,—Vr-8), (-Vr-8 ,Vr-8) si r>8,
que son focos estables si rE(8,17/2) o nodos estables si r=17/2 | }\2+4(r—8)2k+2(r—8)3 =0 ]

Para r=—4 , vamos a probar que el origen es un foco estable utilizando las técnicas y notaciones
de 4.5 . En aquella seccion vimos que si =0 la estabilidad venia dada por el signo de:

J f 5/2 = dz , con Qg=-25-z" , P=24+228+572-4z+4 y E = exp[ fz ﬂ]

Para reducir el integrando utilizamos que:

QgE  d E(53 3 11 _2 38 @)]_E

2
p52 ~dzLp32\# *22 +52°- 2+ - —15P5,2(160—12102—1727z )

En este caso para determinar el signo de J basta eliminar el coeficiente en z utilizando:

16,5 7 4,10 3 55 2 71 443)]°°_8

0[3/2 Z+Z2°+5Z2 + 5 .= 45

* E 2
5 3 2+ 52— 12t 4 572 (110-335z-178z“)dz

Asi pues:

J_15f (160-1210z-17272%) 335f (5300+242112%)dz < 0

y por tanto el origen es estable. Si las ideas de 4.5 no hubiesen resuelto el problema habriamos
tenido que evaluar la integral. Para hacerlo podriamos utilizar que, al estar P en uno de los
casos factorizables del capitulo 4, se puede dar una expresion explicita (aunque complicada)
de E . Usando los resultados de alli y tras una serie de simplificaciones se llega a que:

P.P_ V
17, con Py = (22+1+K)2(Ke1)2(KP-1) | Po= (2241-K2+(K-1)2(K2-1) y K="\ 1452

P=

Una primitiva de [22+52—2] /P (no la que se anula en 0) se puede comprobar que es:

2
- K [V2 (@K2-7) arc tan K;;Ci(12;22++19:2+<)2] + (k245) [2n(P_iayin(P)] ]

Asi, las Unicas integrales que deben evaluarse para obtener un valor aproximado de la J
cuando r=—4 en otro sistema con cualquier perturbacién no homogénea de orden 5 serian:

Jo=f exp[Er-2nPldz y Jo= [ 2Zexp[E1-2n(P)] dz
[haciéndolo numéricamente resulta ser Jg=0.01586 , J2=0.00516 ]

Si r=8, haciendo z=x+y para llevar el problema a z=0 el sistema se convierte en

Y~
X = z(zz X) 5 — xB—zA=22[4x2+(z—x)2]
Z'=4xz—(z—x)
El origen sera entonces un centro o un foco de los complicados.
Como hay un foco inestable si —4<r<8 , es de esperar que lo siga
habiendo para r=8 . Numéricamente parece ser eso lo que sucede.




Analicemos ahora el infinito:

®=—xy5 ; Xx=0 — y'=—y5+...

Para y=0 es necesario acudir a la poligonal.

El infinito resulta ser repulsor para todo valor de r
[lo que concuerda con la estabilidad del
origen para r=—4 : el infinito "empuja" las

orbitas del centro homogénea].
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11
y=— +- x_X3+
5
4 y=41/5x3/5+... —
'=a2/5, 115

Para r=—4 el origen sera entonces globalmente asintéticamente estable. Al inestabilizarse el
foco de (0,0) aparecera un ciclo limite cuando sea —4<r<8 . Integrando numéricamente se

comprueban las afirmaciones anteriores:

rd

-12

A partir de r=8 la integracion numérica muestra el nacimiento de un segundo ciclo limite
(inestable en este caso) que incluye en su interior los focos estables y el punto silla del origen.
Los dos ciclos limites colapsan para un valor proximo a r=8.2 :

\



176

Afadimos ahora a [H] unos términos lineales tipo centro:

! 2
X —y—Xy —y3
y' = x+4x3+rx2y+5xy2+y3

El origen de este sistema es un foco estable para r<—2 y uno inestable para r=—2 , puesto que,
para esos valores, x'=y +xy2+y3 , Y '=—Xx— 4x3—rx2y—5xy2—y3 tiene un foco del tipo opuesto
[al ser Ig=—r-2 , 15=9(3r+4) — I5<0 si r=2].

Los otros puntos criticos finitos son los (x,y) de la curva x=—y—1/y para los que se cumpla

(r—8)y6+2(r—9)y4+(r—1 3)y2—4
que sOlo tiene raices reales (dos) si r>8 . Entonces el determinante de la aproximacién lineal :
y 2 [-3(-8)y®-2(r—9)y* +(r-13)y?-12] = y 2 [(-9)y* +(-13)y>-6]

es, como se puede ver, negativo. Asi esos puntos son siempre una pareja de sillas.

Como sabemos, el infinito es repulsor para r<—4 y atractor si —4<r<8 . Tenemos entonces que
todas las 6rbitas tienden hacia el origen si r<—4 , todas se van al infinito si 2<r<8 vy esta
garantizada la existencia de ciclos limite (inestables) cuando sea —4<r<-2 . Estos ciclos limite
se bifurcan del infinito cuando r=—4 y su amplitud va decreciendo con r hasta desaparecer en
el origen para r=—2 . Para r=—4 el infinito (centro en la aproximacion homogénea) parece que
debe ser todavia repulsor. Lo podemos comprobar hallando la J* definida en 6.2:

= jz22+52—2
"= 532 * = 4 3_ 2 * —3 fa— _
=Ll n3/2 42, con Qg =z%+4z°-5z%+4z y E exp| o P ]
Reduciendo J* por los caminos habituales acaba en la expresién:
* * E* >
J¥ = 2f_oo m Rodz , con Ry, =4-3z-7z° = 2(z+1)(4-72)

El integrando no tiene signo definido ni nos basta para hallar el signo de J* utilizar que:

f_oo P%;2 (z°-22)dz = 0

pues —1<0<7/4<2 . No basta tampoco considerar denominadores P5/2 , ni P7/2 .

Hallemos integrales numéricamente. Con el ordenador y la expresion dada de Eq se tiene:
Jo=[  exp[-E1]P™*2dz~0580 , Jo= [ ZPexp[-E1]P™*dz ~ 0.251

Y por tanto:

* *© E* 2 . N
J =f_oo p3/2 (8-17z°)dz = 8J%p-17J*2 = 0.37 > 0

Nos restaria el anélisis el del infinito cuando r=8 :
4
2

X'=-2z(z—x) ® 2., 2 2
— = Z7[4x"+(z—x 2
z'=4x22—(z—x)5 [ @x)’] 2 2+4z°=0

b/a=—4 & [0,1]

Z=X+y — {

Es un centro o foco complicado (probablemente repulsor).
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8. Conclusiones.

Se ha mostrado en la memoria que el andlisis de la estructura local del origen de un sistema
autdbnomo analitico plano o la estructura del infinito de uno polinomial se puede llevar a cabo,
con los métodos presentados, de forma mucho mas organizada y con muchos menos calculos
que con otros métodos ya conocidos. Ademas se han obtenido resultados nuevos sobre un
tema abierto sobre el que existian pocos trabajos anteriores: la distincién entre centros y focos
degenerados.

Consideramos que nuestra mayor aportacion es la utilizacion sistemética de la poligonal de
Newton para localizar y orientar las variedades que pasan por el origen o que llegan al infinito
(teoremas de las secciones 5.2 y 6.3). En estos teoremas se simplifica ademas radicalmente la
forma de precisar la estructura de las érbitas entre dos variedades consecutivas: basta hallar el
signo de un polinomio (basado en los términos homogéneos de menor orden para el origen y
de mayor orden para el infinito) o, excepcionalmente, el de algun otro mas (en los casos que se
han descrito). Y en dichos teoremas se incluye la posibilidad de la presencia de variedades
similares a las centro que no esta recogida en otros resultados. Con estos teoremas se puede,
en general, precisar la estructura del origen o del infinito sin realizar ningln cambio de variable (a
diferencia del camino habitual). Con ellos, se simplificarian notablemente los analisis de puntos
degenerados que se realizan incluso en las referencias mas recientes, como ponen de
manifiesto los abundantes ejemplos analizados.

Se han sugerido también formas de abordar, sin necesidad de realizar blow-ups (que en
alguna ocasién acabaran siendo necesarios), las situaciones excepcionales para las que los
teoremas anteriores no bastan (seccién 5.4): lo que podriamos llamar 'vector propio multiple'
(rama multiple asociada a un segmento de la poligonal) con el 'autovalor' correspondiente cero,
el caso en que se anula idénticamente alguno de los polinomios asociados a la poligonal y el
caso en que no existen variedades que lleguen al origen, es decir, si hay un centro o un foco.

Un caso particular de estos teoremas son los demostrados previamente en el capitulo 3,
qgue permiten organizar de forma directa y practica el estudio de las perturbaciones de los mas
conocidos sistemas homogéneos, incluyendo los casos con 'variedades centro' (rectas de
puntos criticos del sistema homogéneo). En ellos queda precisado cuando son innecesarios
los blow-ups (o la utilizacion de la poligonal) para concluir el analisis del origen. En la seccion 6.2
se ha visto que el problema analogo para el infinito es exactamente igual de (poco) complicado y
que, en general, tampoco sera necesario hacer ningun cambio de variable. Creemos, ademas,
interesante la vision de estos sistemas de una forma similar a los lineales: con su 'aproximacion
homogénea!, sus 'vectores propios' y su ecuacion de 'autovalores'.

Se ha explotado esta vision en los trabajos de las secciones 3.4 y 3.6 para los sistemas que
comienzan con términos homogéneos de orden dos y tres, tras obtener formas simplificadas de
caracterizar y calcular las raices de los polinomios de tercer y cuarto grado.
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Otra serie de resultados se refieren al caso de que no existan variedades que lleguen al
origen, es decir, si se trata de un centro o un foco (capitulo 4). Por una parte se han presentado
simplificaciones para el céalculo de los valores focales para los centros lineales perturbados. Por
otra, se ha trabajado en el tema cuando la aproximacion homogénea es de tercer orden. Se ha
caracterizado entonces cuando el sistema no posee variedades que lleguen al origen, se ha
obtenido una condicion algebraica necesaria (totalmente general) para la existencia de centros
en esa situacion y se ha dado una lista de casos en que es calculable la integral que da la
estabilidad del foco. También se ha visto, tanto cerca del origen como del infinito (seccién 6.2),
como reducir las complicadas integrales que informan sobre la estabilidad en el caso de que la
aproximacién homogénea tenga un centro, reducciones que pueden bastar para garantizar
algebraicamente que se ha convertido en un foco. Se ha obtenido también algun resultado
sobre los centros y focos cuya deteccidn exige la poligonal y para los que no son posibles los
desarrollos del capitulo 4: cuando la poligonal se reduce a un segmento su analisis se traslada
facilmente al de uno o dos problemas homogéneos (seccion 5.4).

Han quedado, desde luego, varios temas abiertos en los que se podria profundizar. En
concreto, se podrian atacar algunos de los casos en que la poligonal no decide, como los
centros o focos asociados a poligonales con mas de un segmento. También podria ser util el
empleo sistemético de series en la ecuacién de las érbitas. Otra linea de trabajo seria la mejora
de los resultados dados sobre perturbaciones de centros homogéneos y el estudio de los de
orden mayor que tres. Un tema en el que se podria avanzar es el de la estabilidad del origen en
la linea de las ideas que se esbozan en la seccion 3.7. Ya que se dispone de instrumentos
adecuados, seria productivo abordar la clasificacion de diversas clases de sistemas polinomiales
para los que el problema estuviese abierto...

Otro amplio campo en el que se podrian aplicar estos resultados seria el estudio de las
bifurcaciones de sistemas planos. Un camino podria ser la utilizacion del hecho de que en los
términos del sistema que proporcionan puntos sobre la poligonal (interior o exterior) reside casi
siempre toda la informacion sobre la estructura del origen y del infinito. Y otra posibilidad seria la
busqueda de resultados sobre la 'bifurcacién de Hopf no lineal' aparecida en varios ejemplos.



