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Las secciones 1.1 y 1.2 se pueden encontrar en cualquiera de los siete libros.

Para ampliar el calculo numérico (1.3) esta muy bien el capitulo 8 del BD; véanse también R y Br.

Hay resultados de existencia y unicidad (1.4) en todos los libros, aunque las demostraciones no
suelen citar los espacios de Banach; la muy larga demostracién del Teor 6 esta en G.

Las ideas sobre prolongabilidad de 1.5 soélo suelen ser tratadas con rigor en libros mas abstractos
y dificiles de leer (como el G); algo se dice sobre el temaen Ry P.

De dependencia continua (1.6) hablan R, Ey G.

La teoria de estabilidad es propia de libros mas avanzados y se suele tratar en el marco mas general
de los sistemas de ecuaciones; en 1.7 se dan un par de versiones para ecuaciones de primer orden
de teoremas de G; los demas libros se suelen limitar a hablar de estabilidad de soluciones constantes
de sistemas autbnomos (en los apuntes en el capitulo 4); algunos de ellos tratan también la estabilidad
de sistemas y ecuaciones lineales con coeficientes constantes (2.3 en los apuntes).

La seccién 1.8 sigue, en general, al P.

Los cinco primeros libros incluyen bastantes aplicaciones de las ecuaciones diferenciales a los
problemas reales; tal vez las mas curiosas se encuentren en el Br.

Los teoremas generales de 2.1 se puede estudiar en G.

Todos los libros, excepto G, empiezan estudiando directamente las ecuaciones lineales y se
ocupan después de los sistemas, lo que tal vez resulte mas pedagoégico (los apuntes, para ahorrar
tiempo, lo hacen al revés); ademas suelen incluir repasos, mas o menos detallados, de la teoria de
matrices (véase, por ejemplo, el BD).

La transformada de Laplace (2.4) se utiliza en BD, Br, Ry S, especialmente en los dos primeros.

Para ecuaciones con coeficientes periédicos (2.5), ver P.

La solucion por medio de series (capitulo 3), tanto en torno a puntos regulares como en torno a
singulares regulares, se puede consultar en BD, Br, R y S; el ultimo incluye un estudio sobre las
propiedades de diferentes funciones especiales.

Los sistemas autonomos (capitulo 4) se tratan con detalle y rigor en P (incluyendo la complicada
demostracion del Teor 1 de 4.2), aunque también son recomendables las diferentes formas de
estudiarlos de BD, Br y R; se puede profundizar en las funciones de Lyapunov en E y G; se puede
leer el estudio de los ciclos limite, no incluido en los apuntes, de alguno de los otros cinco libros.

Hay un capitulo dedicado a la historia de las ecuaciones diferenciales en G, una pequefia seccion
en BD y diversos apuntes historicos en S.

BD, R, Bry S estudian ademas los problemas de contorno y el método de separacion de variables
para la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales lineales de segundo orden; las de primer
orden, lineales y no lineales, se tratan en E; otro tema relacionado con las ecuaciones diferenciales, el
calculo de variaciones, se ve enEy S.



Introduccion

Una ecuaciéon diferencial es una ecuacién en la que aparecen una funcion
incognita y alguna de sus derivadas. Si la funcién es de una variable la ecuacién se
llama ordinaria. Si es de varias variables, la ecuacién es en derivadas parciales.
Ejemplos de ecuaciones ordinarias son:

[1] y'(t) =—=ky(t) [ecuacion que rige la desintegracion radiactiva]
[2] y'(t) =by(t)[M—y(t)] [describe la evolucién de una poblacion animal]
[8] x"(t) + asen[x(t)] =0 [ecuacion del péndulo]
[4] x"(t) + pX'(t) + gx(t) = f(t) [oscilaciones forzadas de un sistema muelle-masa]
[5] xiV(t) —cx(t) =0 [ecuacion de las vibraciones de una viga]
(k, b, m, a, p, gy c son constantes positivas que se determinan experimentalmente)
Y son ecuaciones en derivadas parciales, por ejemplo:
du 02u

6] 5 — kaTZ = f(x,t) , con u=u(x,t) [ecuacion del calor]
0%u 02u .

[7] 52 —C%,2 = f(x.1), conu=u(x,t) [ecuacion de ondas]
02u . 9%u .

[8] Fv) +ﬁ =0, con u=u(x,y) [ecuacion de Laplace]

Se llama orden de una ecuacién al orden mas alto de las derivadas que
aparecen en ella. Asi, [1] y [2] son de primer orden, [3], [4] y las tres en derivadas
parciales son de segundo orden, y la ecuacion [5] es de cuarto orden.

Solucion de una ecuacion diferencial es una funcion, tantas veces derivable
como sea el orden de la ecuacion, que al ser sustituida en ésta la convierte en una
identidad. Por ejemplo, y(t) = ekt es solucién de [1] pues y'(t)= —ke—kt =—ky(t) . Mas
aun, toda funcion de la forma y(t) = Ce—*t para cualquier constante C es también
soluciéon. A esta expresion, que recoge todas las soluciones de la ecuacion, se le
llama solucién general. Para precisar una solucion particular de una
ecuacién serd necesario imponer ademas alguna condicion inicial. Para la
ecuacion [1] de primer orden basta imponer el valor de la solucién en un instante
dado: por ejemplo, y(0)=7 nos determina y(t)=7e-t (para una ecuaciéon oérdinaria
de orden n la solucion general contendra n constantes arbitrarias y sera necesario
imponer n datos iniciales). Al conjunto de una ecuacion y unos datos iniciales se le
llama problema de valores iniciales.

Aunque nuestro principal deseo a la vista de cualquier ecuacion diferencial que
nos pueda aparecer seria calcular su solucion general, esto serd posible sélo en
contadas ocasiones (sera mas dificil cuanto mayor sea su orden y mas adn si es en
derivadas parciales). Parte de la teoria de ecuaciones diferenciales se dedica a
describir estos escasos métodos de resolucion. Pero otra parte importante se
dedica a obtener informacién sobre las soluciones de una ecuacion sin necesidad
de resolverla: existencia, unicidad, dependencia continua de los datos iniciales y
de los parametros que puedan aparecer, comportamiento asintotico, valores
aproximados de las soluciones (mas precisos con ayuda de ordenadores),...



Esta parte de los apuntes trata las ecuaciones diferenciales ordinarias. El primer
capitulo esta dedicado a las de primer orden. Comienza describiendo los métodos
elementales de integracion, para pasar pronto al resto de su teoria: dibujo
aproximado, célculo numérico, teoremas de existencia y unicidad (si la ecuacion
no es regular puede que no exista ninguna solucion o que haya mas de una
satisfaciendo un dato inicial dado), prolongabilidad (¢cuél es el maximo intervalo
en el que esta definida cada solucién?), dependencia continua, estabilidad (¢ se
parecen las soluciones con datos iniciales proximos cuando t tiende a ®?),
propiedades de las ecuaciones autonomas (aquellas en las que no aparece la t
explicitamente en su expresion). Acaba utilizando parte de la teoria para estudiar
unos ejemplos concretos.

El segundo capitulo trata de los sistemas de ecuaciones y de las ecuaciones de
orden superior a 1 para los que mas informacion se puede obtener y para los que
en mas ocasiones se puede calcular su solucion: los lineales. Primero se da la
generalizacion de las propiedades vistas de las ecuaciones de primer orden a esta
situacion méas complicada. Luego se tratan, para ir fijando ideas, los sistemas de
dos ecuaciones y las ecuaciones de orden 2. Se pasa después a dimension n 'y se
introduce la técnica de resolucién mediante transformadas de Laplace, para
acabar estudiando la existencia de soluciones periédicas.

El capitulo tercero describe cédmo resolver mediante series de potencias las
ecuaciones lineales de segundo orden (Unico método posible en bastantes
ocasiones), primero en torno a los llamados puntos regulares y después en torno a
los singulares regulares. Se aplica entonces el método anterior a dos ecuaciones
particulares de interés fisico: la de Legendre y la de Bessel.

El cuarto capitulo estd destinado a obtener los dibujos de las proyecciones
sobre un plano de las soluciones de los sistemas y ecuaciones autonomos de
segundo orden (los llamados mapas de fase), ya que tales sistemas y ecuaciones
casi nunca se pueden resolver y sin embargo aparecen en muchas ocasiones en
ejemplos fisicos. Empieza por las propiedades generales, luego clasifica los
mapas de fases en las cercanias de los puntos proyeccion de las soluciones
constantes, trata el caso particular de las ecuaciones, se centra a continuacion en
un tipo concreto de sistemas: los exactos, analiza casos dudosos de la clasificaciéon
citada y acaba analizando la estabilidad mediante las llamadas funciones de
Lyapunov.



1. Ecuaciones de primer orden

Este primer capitulo estd dedicado a las ecuaciones de primer orden con la
variable despejada, es decir, a las ecuaciones [e] y'(t)=f(t,y(t)) , 0 como usualmente
se escriben, [e] y'=f(t,y) (utilizaremos la notacion y(t), frente a las mas usuales y(x)
o Xx(t), pues la y siempre es variable dependiente y la t es variable independiente).

Ante cualquier ecuacioén diferencial lo primero que intentamos es resolverla.
Pero esto se consigue s6lo en contadas ocasiones, incluso si es de primer orden,
la mas sencilla que se puede considerar. En la seccion 1.1 hallaremos la solucién
los escasos tipos de ecuaciones resolubles (separables, lineales, exactas y otras
gue se pueden reducir a ellas).

Dedicaremos el resto del capitulo a obtener informacién sobre las soluciones de
[e] sin necesidad de resolverla. Asi en la seccion 1.2 veremos como dibujarlas
aproximadamente a partir del llamado campo de direcciones, conjunto de
segmentos con pendiente proporcionada por la f(t,y).

En la seccion 1.3, mediante diversos métodos numéricos programables (Euler,
Euler modificado y Runge-Kutta), sera mucho mayor la precision en el calculo
aproximado de la solucion que satisface un determinado dato inicial, es decir, la
solucién del problema de valores iniciales:

Oy' = f(t,y)
[P1 Eyte) = vo

En la seccion 1.4 veremos los teoremas de existencia y unicidad: si la f es lo
bastante regular en un entorno del punto (to,Yo) existira una Unica solucion y(t) de
[P], definida al menos en un pequefio intervalo que contiene a t,. Mas complicado
sera determinar si el maximo intervalo en que dicha solucion esta definida es finito
o infinito. A ello esta dedicada la seccion 1.5.

La seccion 1.6 nos asegura que si la f es regular la solucion de [P] se parecera
en intervalos finitos a la de los problemas obtenidos variando ligeramente los
datos iniciales o los posibles pardmetros que pueden aparecer en la ecuacién. Si
el intervalo es infinito no siempre las soluciones con datos iniciales préximos son
parecidas para valores grandes de t . Al estudio de cuando sucede esto (es decir,
de cuando la solucién es estable) esta dedicada la seccion 1.7. Trataremos en
especial las ecuaciones lineales y las obtenidas perturbandolas ligeramente.

La seccién 1.8 se dedica a las ecuaciones autbnomas (generalizadas en el
capitulo 4) sobre las que es facil conseguir mucha informacion sin resolverlas.

Por dltimo, en la seccion 1.9 aplicaremos parte de la teoria vista al estudio de
diferentes ecuaciones que pueden describir la evolucién de la poblacién de una
especie animal.



1.1 Métodos elementales de resolucion

Ecuaciones separables.

p(t)
ay)

Entonces I q(y) dy :I p(t) dt + C y si podemos encontrar Py Q primitivas de py Q:
Qly)=P@® +C.

Si pudiésemos despejar y de la ultima ecuacién obtendriamos explicitamente la
solucion general; en caso contrario se diria que la solucion viene dada implicitamente.
Para determinar la constante arbitraria C que aparece en la solucion general
necesitamos imponer una condicion inicial.

que es la solucién general (hemos llamado C*=—2C ; a partir de ahora, como se
hace normalmente por comodidad en la escritura, no cambiaremos el nombre de las
constantes arbitrarias que nos vayan apareciendo: todas ellas seran C).

Hallemos diferentes soluciones particulares que satisfacen distintos datos iniciales
(por ahora, mientras no tengamos el teorema de existencia y unicidad, no nos
preocuparemos de si las funciones obtenidas son la Unicas que los satisfacen):

y(O):1 N 1 — i[C*] -1/2 . C* — 1 . y — [1 _ t2]—1/2

Son ecuaciones que se pueden escribirenlaforma [s] | y' =

pues, evidentemente, sélo nos sirve el signo + de la raiz (y(©)=—1- y = -[1 - 2] %)
yO)=0 - 0=%[C]™?

Sin embargo, es claro que y=0 satisface la ecuacion y cumple esa condicion inicial.
No es raro que en el proceso de célculo desaparezca alguna solucién particular.

que no se satisface para ningin C* .

Hay ecuaciones que no son de la forma [s] , pero que se convierten en ecuaciones
separables haciendo un cambio de variable. Los dos tipos principales son:

Ecuaciones homogéneas: | y' = f(y/t)

Se convierten en separables mediante el cambio z = % , pues

' ' ' 1 d
y=tz - y=tz+z=fz) - f(ZZ)_Z:? . f(Z)Z_Z:In|t|+C

Ej 2. | t2y' = ty+3y? | o y=yit+3(y)? - tz'+z=z+3z> - z'=C-3hn|t| - y:C_3t>|n|t|

Ecuaciones del tipo: | y' = f(at+by) |, con ay b constantes.

Se hace z = at+by y se tiene: z'= at+by' = a+bf(z) - a+%?(z) =t+C

2
Ej 3. | y'=(y+2t)7%=1 | z=y+2t - z'=z7%+1 Ii+322 =z—arctagz=t+C -

y —arctag (y+2t) = C—t , expresion de la que no se puede despejar lay.



Ecuaciones lineales.

Sondelaforma [l] | y'= a(t)y + f(t)

Si f(t)=0 la ecuacion se dice homogénea: y'=a(t)y , que ya sabemos resolver:
c Ja(dt Ja(t)dt

Inly| = [a@®) dt+C - |y|= e y=Ce

(al sustituir e© por C hemos incluido las soluciones positivas y negativas provenientes
del valor absoluto y ademas la solucion y=0 que nos habiamos comido al dividir por y).

Para [l], ecuacion no homogénea, hallamos su solucion sustituyendo la C de la
solucion general de la homogénea por una funcion C(t) (método de variacion de las
constantes aplicable a situaciones mas generales). Llevando nuestra conjetura a [l] :

y=cm el | celiacel cacelir L cp-= [cibat = je‘fa("d‘ f(t)dt + C

Por tanto, la solucion general de [[Jes: | y = celamat efa(t)dtj'e_fa(t)dtf(t)dt

(observemos que la solucion general de una ecuacién lineal resulta ser la suma de la
solucién general de la homogénea mas una solucion particular de la no homogénea)

Se comprueba inmediatamente que la solucién particular que satisface y(ty)=Y, €es:

J’ta(s)ds J’ta(s)ds t —fradu
y = y,elb + elbo | G f(s)ds

Si a(t)=a se le llama a [l] ecuacion lineal con coeficientes constantes y su
solucion general adopta la forma: _
y=ce®+e™[e (1)t

Ej 4. | y=-Y+e' conym)=1 — y=1eMse™eMeSss=1 +el-&

Hay otras ecuaciones que se pueden reducir a lineales:

Ecuacién de Bernouilli: | y' = a(t)y + f(t)yP | , p#£1. O sea, y™Py' = a(t)y* P+ f(t) .

p

Haciendo z= yl_ se convierte en z' = (1-p)a(t)z + (1-p)f(t) que es lineal.

Ecuacion de Ricatti: | y' = a(t)y + b(t)y? + f(t)

Se puede resolver si se conoce una solucion particular y, de la ecuacion (en general es
imposible). En ese caso, el cambio u=y-y, la convierte en una de Bernouilli con p=2:
u' = [a()+2b(t)yp()]u + b(tu?, que con z=u"! se convierte en lineal.

Ej 5. (1+t3)y'+2ty?+t?y+1=0 | Tanteando obtenemos la solucién particular y=—t .

2
. _ . . 3t 2t
Haciendo u=y+t y z=u" sellegaalalineal z'=— PCE

1-Ct
C+t2 -~

Resolviéndola y deshaciendo los cambios obtenemos la solucion general: y =



Ecuaciones exactas.
Consideremos una ecuacion escrita en la forma: [e] | M(t,y) + N(ty)y' = 0

[e] se dice exacta si existe una funcién de dos variables U(ty) tal que U;=M vy Uy =N.

En ese caso la solucion general de [e] es | U(t,y) = C |, pues cualquier funcion

derivable y(t) definida implicitamente por esta expresion satisface la ecuacion:
0=5Uly®) = U+Uyy =M+Ny

Dicho de otra forma, [e] es exacta si existe una funcién potencial U para el campo
vectorial (M,N). Para que tal U exista se sabe que es necesario que MyENt (y que es
suficiente si My y N; son continuas en un abierto simplemente conexo). Una vez que
comprobemos que U existe se puede calcular como en el ejemplo siguiente.

2 2
. . 3t2+6ty
EJ 6.1 Y'= = 6i2yeay3

, 0 sea, (3t2+6ty?) + (6t2y+4y3)y' = 0. Es exacta: My = 12ty = N, .

La U deb i FUESEAOY® - UsC438yg() [
a U debe cumplir : OU,=6t2y+4y® . U=3ty2+y+h) O

Y la solucion general en forma implicita es t3+3t2y2+y*=C

U = t3+3t%y2+y*

Aunque [e] no sea exacta podriamos intentar encontrar una funcién f(t,y), factor

integrante de [e] , tal que fM+fNy'=0 si lo sea. Deberia entonces cumplirse:
[f(M], =[fN], , esdecir, [] Nfi-Mf, = [My—Nt]f

ecuaciéon en derivadas parciales bastante mas complicada que la inicial. Encontrar la f
es, pues, un problema irresoluble en general, pero posible en ciertos casos especiales.
Por ejemplo, si [My—Nt]/N resulta ser una funcién que sélo depende de t , [e] admite
un factor integrante f(t) que solo depende de la variable t , pues [*] pasa a ser una
ecuacion ordinaria (lineal homogénea) que sabemos resolver :

f'(t):%NLNtf(t) L fy=edMNIN T lgiendo C=1).

Ej 7. | (t—t?y)y'—=y=0| M=-y, N=tt%y , My—N, =2ty-2% 0. No es exacta.

. My—N
Sin embargo, 4,\%:—% . f(t):e‘z'”‘:tl2 S (%—y)y'—t%:o es exacta .

Siguiendo como en el ejemplo anterior se tiene la solucién general: % — Eyz =C.



1.2 Dibujo aproximado de soluciones

Consideremos la ecuacion [e] | y' = f(t,y) |.

Cada una de sus soluciones es una funcion y(t) cuya grafica tiene en cada uno de sus
puntos (ty() la pendiente asignada por la conocida funcion f(ty) . Supongamos que a
cada punto (t,y) del plano le asociamos un segmento de pendiente f(ty) (a este conjunto
de segmentos se le llama campo de direcciones de [e]). Las soluciones de [e] seran
entonces curvas tangentes en cada punto a los segmentos del campo de
direcciones. Para dibujar este campo de forma organizada conviene considerar las
isoclinas, curvas en que la pendiente asignada por f es constante: f(ty) = K. Otras
ideas utiles para el dibujo aproximado las iremos viendo en los ejemplos.

: . , : 2t-y
Ej 1. Dibujemos aproximadamente las soluciones de | y'= t—y
o 2ty 2-K
Trazamos algunas isoclinas tt_y =K > y=1 ¢t

(rectas que pasan por el origen), para diferentes
valores de K y sobre cada una de ellas dibujamos
algunos segmentos de pendiente K:

K=0 - y=2t (segmentos horizontales: posibles
maximos y minimos de las soluciones)
3
K=l - t=0 ; K=-1- y=5t;
Una vez que sabemos que las isoclinas son rectas
y=mt (es trivial ver que esto sucede en toda
ecuacion homogénea) es mas comodo dibujar la

recta de pendiente m que uno quiera y trazar sobre
ella segmentos de pendiente K= f(t,mt) = (2-m)/(1-m):

m=0 - K=2 ; m=1 - K=o ; m:—1_>K:§ N
Las curvas tangentes a estos segmentos parecen S 4 ps
ser cerradas (o tal vez espirales poco abiertas).
Podemos resolver la ecuacion y comprobar (el ejemplo es poco préactico). Hay dos

formas de hacerlo: mirandola como ecuacion homogénea o como exacta:

W 2—(ylt) p .
y=1gn O @=y)+E-y=0.

Por los dos caminos se llega a y?-2ty+2t°>=C con lo que las soluciones son elipses.
Con mas propiedad, cada una de ellas define de hecho dos soluciones en (-Vc,Vc):
y=t+JC+ , y=t-VC-t* funciones definidas en [-Vc,Vc] no derivables en t=+Vc

Ampliando el concepto de solucién, llamaremos curva integral de [e] a una curva
tangente en cada punto a su campo de direcciones, aunque no esté descrita por una
anica funcion y(t) o tenga tangente vertical en algun punto (como las elipses de antes).

De otra forma, una curva integral de [e] sera aquella formada por soluciones y(t) o0 por
soluciones t(y) de la ecuacién obtenida mirando t como funcién de y: "] dt 1

dy — f(ty)

Recordando que la derivada de la funcion inversa es la inversa de la derivada de la
funcion (si ambas derivadas son no nulas) es claro que [e] y [e*] tienen las mismas
curvas integrales, aunque tal vez haya soluciones de una que no lo sean de la otra (las
elipses del ejemplo estan descritas por funciones derivables t(y) cerca de la isoclina y=t
de pendiente «; cerca de y=2t no se puede poner la t como funcién derivable de y)




Ej2. | y=t-2y |=K 5 y= %(t—K) isoclinas (rectas de pendiente 1/2).

Dibujamos las de K=-1,-1/2,0,1/2,1y
3/2 (que cortan respectivamente t=0
eny =1/2,1/4,0,-1/4, -1/2 y -3/4). »
Si K=1/2, la recta y los segmentos
trazados sobre ella tienen la misma .
pendiente y por tanto la isoclina es .

solucién de la ecuacion (por ser
la particular ya encontrada:

tangente al campo de direcciones).
5
t

Podemos, también en este caso,
resolver la ecuacién (que es lineal)
y= _Zl +Ce™"  (alo mismo llegariamos con la formula: y = Ce™* + e * [te

y comprobar. Bastar4 sumar la
solucion general de la homogénea a

2t )

Ej 3. | y'=y2—t | =K - lasisoclinas son las parabolas t=y>—K .

Dibujamos alguna de ellas. La de K=0 nos
da maximos de las soluciones (como y'>0
sit<y? e y'<0sit>y? las soluciones crecen
a su izquierda y decrecen a su derecha) .
La curva de puntos de inflexion (a puntos en
la figura) la encontramos hallando y":

1

Yy =2yy'-1=2y3-2ty-1=0 - t=y’— 2y
Con esos datos se pueden dibujar ya las -

soluciones aproximadas (y esta ecuacién no
era resoluble elementalmente).

Ej 4. | y'=y®—(cost)y ‘ Las isoclinas son complicadas, salvo la de K=0 que nos
da la solucion y=0 y la curva
y=cost. Es facil ver que y'<0
en las regiones punteadas (e
y'>0 fuera).

Haciendo y"=0 se obtiene
una curva poco tratable e y=0
(las rectas solucion aparecen
entre los puntos de inflexion
al ser y"=0 en ellas).

Siempre podemos pintar de
uno en uno varios segmentos
tras calcular su f(t,y). Con los datos obtenidos podemos esquematizar las soluciones.

(La ecuacion es de Bernouilli; su solucién es y = e~ (C —fe=se"t dt)~1 | pero al ser
la primitiva no calculable nos ayuda poco para el dibujo).




1.3 Métodos numeéricos

Ya hemos visto los escasos tipos de ecuaciones de primer orden resolubles y hemos
comprobado que las técnicas de dibujo aproximado fallan si la expresion de la ecuacion
no es especialmente sencilla. Pero aunque la f(t,y) sea complicada siempre podremos
acudir a los métodos numeéricos (iterativos y facilmente programables), una pequefia
parte de los cuales se presenta en esta seccion.

Queremos calcular aproximadamante la solucién del problema de valores iniciales:

oy' = f(t,y)
P15 y(to) = yo

(suponemos la f suficientemente regular de forma que los teoremas de la préxima
seccion nos aseguran que dicho problema [P] tiene una Unica solucion y(t) cerca de tp)

En los tres métodos que vamos a describir iremos hallando valores yg, y1, Y2,..., Yk, ---
cercanos a los de la solucién y(t) en una serie de puntos tg<t; <tp <---<ty <--- separados
entre si una distancia (paso) h, es decir, t;=tg+h, to)=tg+2h ,..., ty,=to+kh, ...

El mas sencillo (y menos preciso) de los métodos el de Euler, que consiste en
aproximar la solucion desconocida por su tangente conocida. Es decir, si h es pequefio
es de esperar que el valor de la solucidon y(tp+h)=y(t1) sea préxima al valor de la recta
tangente en ese mismo punto: yo+hf(tp,yo), que llamamos y;. Puesto que (t1,y1) se parece
al desconocido (t1,y(t1)) podemos aproximar y(to) por el y, que obtendremos de (t1,y1) de
la misma forma que obtuvimos el y; a partir del (tg,yo) inicial. Prosiguiendo asi vamos
obteniendo los yix aproximados (mas inexactos segun nos alejamos de tg) dados por:

‘ Yk+1 = Yk + h f(tk,yk) ‘

Es previsible que se mejore la aproximacion si tomamos

Yk+1 = Yk + r%[f(tk,yk) + f(te+h,yk+hftteyw) ] | (método de Euler modificado)

es decir, si en cada paso elegimos, en lugar de la pendiente en un extremo, el valor
medio de las pendientes correspondientes a dos puntos: el de partida y el previsto por
la poligonal de Euler.

El tecer método, muy utilizado y bastante mas exacto, es el de Runge-Kutta, que
exige un mayor numero de operaciones (aunque a un ordenador no le llevara mucho
mas tiempo realizarlas) y que en cada paso toma el promedio ponderado de cuatro
pendientes, cuyo significado geométrico ya no es facil de intuir:

Yk+1 = Yk * %[fk1+2fk2+2fk3+fk4]

donde fia=f(t.yi) . fie= (et . yict s fia) . fia=fltets L yicks fid) .+ fua= F(tcth , yicth fia)

Se puede demostrar que el error local (cometido en cada paso) para cada uno de los
métodos citados es proporcional, respectivamente, a h2, h3 y h®, mientras que el error
acumulado en sucesivas iteraciones es de orden h, h2 y h*. Como era de esperar los
resultados mejoran al tomar h mas pequefio (pero so6lo hasta un limite ya que el error de
redondeo que posee toda calculadora u ordenador hace que si disminuimos demasiado
el paso h, aparte de incrementarse de tiempo de calculo, puede aumentar el error).



Ej 1. y'=y’—t

Hallemos numéricamente entre —1 y 3 la solucion con y(-1)=0 .

El dibujo aproximado de la seccidén anterior no nos aclara si se trata de una de las
soluciones que se van a infinito o de una de las que cruzan la isoclina de maximos.

Comenzamos con el paso h=0.1. Los yy obtenidos por los tres métodos estan en la
siguiente tabla (s6lo hemos escrito los correspondientes a los t enteros para t =0):

t Euler Euler-mod Runge-Kutta
-1 0 0 0
-0.9 0.1 0.0955 0.0953100738
-0.8 0.191 0.1826934847 0.1823176520
-0.7 0.2746481 0.2629009594 0.2623378481
-0.6 0.3521912579 0.3371304370 0.3363726607
-0.5 0.4245951261 0.4061567380 0.4051902841
-0.4 0.4926232282 0.4705749490 0.4693783604
-0.3 0.5568909927 0.5308364662 0.5293796824
-0.2 0.6179037505 0.5872727793 0.5855155255
-0.1 0.6760842550 0.6401101498 0.6379997588
0 0.7317932469 0.6894770720 0.6869456018
1 1.214197534 0.9357162982 0.9176486326
2 1.988550160 —0.1256257297 —0.1884460868

3 272.5279419

-1.528819223

—1.541258296

Aunque inicialmente los nimeros son similares, los errores acumulados del método
de Euler nos dan para t positivos unos valores de la solucion ya totalmente diferentes
a los reales, que seran mas parecidos a los hallados por otros métodos mas exactos
(convendra, siempre que se pueda, hacerse una idea de las soluciones que se estan
tratando antes de meterse con el calculo numérico para estar avisados sobre las
posibles anomalias). Repitiendo los calculos con pasos mas pequefios se obtiene si:

h=0.05: 0 0.7100063518 0.6875612633 0.6869451577
3 ~1.361623743 ~1.538408604 -1.541275123
h=0.01: 0 0.6916677024 0.6869692560 0.6869451313
3 ~1.526589427 -1.541165493 -1.541276176
Ej 2.| y'=t—-2y | En la seccién anterior hallamos su solucion general: y :% —% +ce ™,

Vamos a resolverla numéricamente con y(0)=1 para comparar con los valores exactos
(para ese dato inicial es c=5/4). Para h=0.1 listamos todos los resultados parciales:

t Euler Euler-mod Runge-Kutta exacto
0 1 1 1 1
0.1 0.8 0.825 0.8234166667 0.8234134413
0.2 0.65 0.6905 0.6879053389 0.6879000575
0.3 0.54 0.58921 0.5860210311 0.5860145451
0.4 0.462 0.5151522 0.5116682856 0.5116612051
0.5 0.4096 0.463424804 0.4598565477 0.4598493015
0.6 0.37768 0.4300083393 0.4264998841 0.4264927649
0.7 0.362144 0.4116068382 0.4082530051 0.4082462049
0.8 0.3597152 0.4055176073 0.4023770104 0.4023706475
0.9 0.36777216 0.4095244380 0.4066294710 0.4066236103
1 0.384217728 0.4218100392 0.4191744355 0.4191691040
Comparamos ahora el resultado para t=1 con diferentes pasos:
h=0.1 0.3842177280 0.4218100392 0.4191744355 0.4191691040
h=0.05 0.4019708182 0.4197780719 0.4191694105 0.4191691040
h=0.01 0.4157744449 0.4191920025 0.4191691045 0.4191691040
h=0.001 0.4188306531 0.4191693299 0.4191691040 0.4191691040
h=0.0001 0.4191352691 0.4191691063 0.4191691040 0.4191691040

(obsérvese por ejemplo como el Runge-Kutta con h=0.1 da un valor mas exacto que el
Euler con h=0.0001 [y son 40 frente a 10000 evaluaciones de la funcion f(ty)])
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1.4 Existencia y unicidad

Consideremos el problema de valores iniciales | [P] Sy' = Iy)
0 Y(to) = Yo

Supondremos la f definida en un determinado subconjunto DOR? y que (to,Yo)OD.

Precisamos con detalle la definicion dada de solucion: una solucion de [P] es una
funcion y(t) derivable en un intervalo Id, tal que y(ty)=yo Y tal que para todo t{I
se cumple que (t,y())OD e y'(t) = f(t,y(t)) .

Nuestro objetivo es precisar en qué condiciones existe una Unica solucion de [P].

Sea E={y:l - R/y continua}. Dada una yllE la funcion Ty definida por:

Ty(D) = yo + [ {(s.(9)) ds

sera también continua si f es continua. Hemos definido asi un operador T:E — E que
sera importante en la demostracion de los teoremas de existencia y unicidad.

Teor 1. y es solucién de [P] = y es punto fijode T (es decir, si Ty=y)

El teorema fundamental del asegura que y es solucion de [P] si y sélo si satisface la
t
ecuacion integral  y(t) =y, + L f(s,y(s)) ds de donde se sigue el resultado.

En la teoria de analisis funcional hay resultados de existencia y unicidad para puntos
fijos de operadores, como el siguiente teorema de la aplicacion contractiva:

Teor 2. | Sea E un espacio de Banach (normado y completo) y sea T:E — E un
operador tal que para todo y,y*[JE setiene || Ty-Ty*lI<ally-y*Il, O<a<l.
Entonces existe un Unico punto fijo para T.

A partir de cualquier yy de E definimos la sucesion: y1=Tyg, Y>=TY1, . s Yn+1=1Yn s ---

Probamos que {y,} es una sucesion de Cauchy:

Ty = Yneall = 11 Ty = Ty IISaIIyn_l—anISazllyn_z—yn_llls... - Nlyp=Ypeall € @lyg-y4ll

= yn=Yn+kll = 1Yn= Yne1t Yner—Yntk1t Ynrker— Ynekll S Y0 =Yt Hll Yk = Yol €
+1 +k-1 al-ak al
< [aMaM i+ +a™ ] flyg—yill = T T llyo-vall < 1, llvo-will <€

para cualquier € dado, si n es suficientemente grande.
Como E es completo {y,} converge a un elemento y de E. Veamos que y es punto fijo:
T(y) = T(lim yp) = im T(yp) = im yp,q =y
pues T es continua (|l Ty -Ty*|| es lo pequefio que queramos si || y - y*|| es pequefio).

Nos falta ver que y es el Unico punto fijo. Si y* también satisface que Ty* = y* entonces
ly-y*ll =ITy-Ty*ll <ally-y*ll - y*=y
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En el enunciado del primer teorema de existencia y unicidad que daremos aparece el
término que definimos a continuacion:

Diremos que una f(t,y) es lipschitziana respecto de la y en DOR? si existe un
L (constante de Lipschitz) tal que |f(ty)—f(t,y*)| <L|y—-y*| paratodo (ty), (t,y*)oOD.

Teor 3. [Sea fcontinuay lipschitziana respecto de la'y en Yot [~ T

Q = [to,to+h] X [yo—T,yot1] ;
Entonces [P] posee solucion Unica definida al menos en
el intervalo |=[to,to+d] donde d =min{h ﬁzli} , siendo M Yo' [

Yol

_eI maximo de |f(t,y)] en Q y L la constante de Lipschitz. ty yoid Ito+h

(observemos que el teorema asegura que existe solucion Unica definida al menos en
un intervalo (lo que se llama solucion local) y que este intervalo podria ser pequefio
(aun menor que el [ty,to+h] en el que es continua la f); en la préxima seccion ya nos
preocuparemos de cudl es el intervalo maximo de definicién de las soluciones)

Utilicemos el teorema de la aplicacion contractiva para el operador T:E - E definido
para el teorema 1, con E ={y: I=[to,to+d] - R/ y continua} . Se supone conocido que este
conjunto es un espacio de Banach con la norma del supremo: [y |l = max {|y(t)| : tol } .

Probemos primero que T es contractiva: sean y,y*0E entonces:

t t t
|(Ty=Ty)O | <[, 1Hs.y6)-Ksy ) [ds <Lf [y(s)-y*(s)|ds<Lf [ly-y*[lds<
stdllyy <3yl oo~ [ Ty=Ty< [ <3 [y~

Como la f sélo la suponemos continua en Q, dada una y[E en principio Ty podria no ser
continua. Pero si la grafica de y se mueve en [to,to+d] X [yo—T,Yotr] Si podemos asegurar
gue lo es pues entonces f(t,y(t)) es continua y Ty, primitiva de continua, también lo sera.
Ademas esta Ty tiene también su grafica contenida en ese mismo rectangulo, pues para
todo tol se tiene que (L, Ty(t))0Q ya que:

t t
| Ty(t)-y, | < J’to | f(s,y(s)) | ds < M jto ds < M(t-t;) <Md <r sitol

Segun esto, son continuas las funciones de la sucesion {y,} obtenida aplicando el
operador T indefinidamente a la funcion constante y,(t)=y, , es decir, la sucesion:

t t
Yo =Yo . Ya®) =¥o* Ji_ fs.yo)ds . ya) =yo+ [, fls.ya(s)ds , ...
(lamadas aproximaciones sucesivas de Picard)

Esta {y,}, segun la demostracion del teorema 2, converge hacia el Unico punto fijo de T
en E que por el teorema 1 resulta ser la solucion unica de [P].

(hemos enunciado y demostrado el teorema a la derecha de t, ,
pero igual se podria haber demostrado a la izquierda, sustituyendo
los intervalos [to,to+h] Y [to,to+d] por los intevalos [to,to—h] Y [to,to—d] )

Observemos que ademas de demostrar el teorema hemos obtenido una forma de hallar
funciones préximas a la solucion de [P]. Si estamos en las hipétesis del teorema, las
aproximaciones de Picard convergen uniformemente en | (lo hacen en norma) hacia la
solucion unica. [En la préactica las cosas no seran tan faciles, pues nos pueden salir
primitivas no elementales o complicadas de calcular; ademas, a diferencia de los
métodos de 1.3, éste no es programable].
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La hipétesis de lipschitzianidad del teorema 3 se puede sustituir por otra mas fuerte
(pero mucho mas facil de comprobar) basandonos en:

Teor 4. | fy f, continuas en QUR2 compacto O f lipschitziana respecto de lay en Q

Sean (t,y),(t,y*)0JQ . Aplicando el teorema del valor medio a f vista s6lo como funcion de
la segunda variable y se tiene que: f(t,y) —f(t,y*) = fy(t,c) [y-y*] para algun co(y,y*) .

Como |fy| es continua en el compacto Q alcanza en él su valor maximo L y por tanto:
| fty) -ty | = [f(tc) [ |y-y*| = L|y-y*|

La implicacion contraria no es cierta (aunque casi todas las funciones lipschitzianas
que aparezcan en la préactica tengan derivada continua) :

f(t,y)=|y| es lipschitziana en todo R? pues | |y|=|y*| | <|y=y*| O(ty),(t,y*)OR?

(L=1 o cualquier real > 1), y sin embargo para ella no existe f, cuando y=0 .

Podemos pues escribir el siguiente teorema de existencia y unicidad (so6lo algo mas
débil que el anterior) que sera el que aplicaremos normalmente y cuyas hipoétesis seran,
en la mayoria de los casos, comprobables a simple vista:

Teor 5. | Si f y fy son continuas en un entorno de (t,,Yo) el problema [P] posee
solucién unica definida al menos en un intevalo que contiene a tg

(no nos molestaremos en precisar el d que nos da el teorema 3, pues la solucién
y(t) estara usualmente definida en un intervalo mayor que el [to—d,to+d] ).

Por ultimo, si a f se le exige sélo la continuidad se puede demostrar (aunque el
camino sea mucho mas largo) que hay solucion aunque puede fallar la unicidad:

Teor 6. | Si f es continua en un entorno de (tp,Yo) posee [P] al menos una solucién
definida en un entorno de t,

y' = sen(t=In[y2+el])
y(to) = Yo
Yo pues f y fy son continuas en un entorno de (t,,yo) (son continuas en todo R2).

Ej 1. El problema tiene solucién unica local para todo t, y todo

N
, =y°—t . L
Ej 2. Sea y(—1)y=o fy fy continuas en un entorno de (-1,0) - solucién Gnica.
Hallemos las dos primeras aproximaciones de Picard t Y1 Y2
(ahora las integrales son sencillas): 1 0 0
t 1o o -0.9 0.095  0.09530883333
=0 - t) = O+ —s)ds =-[1-t°] - -0.8 0.18 0.1822826667
Yol : Vi) =0+ ) 2[2 3 ] 07 0255  0.2620965
- 1rq 4212 _19.t tt £t 0.6 0.32 0.3354453333
Yo(t) = I_l (;[-t7=s)ds =50+, =5 =6 * 9 05 0375  0.4026041667
_ ] -0.4 0.42 0.463488
Los valores de y; e y, para diferentes t estanala  -03 0455 05177118333

derecha. Comparando con los nimeros obtenidos en ~ —3-2 048 0.5646506667
la seccion 1.3 se ve que las aproximaciones no son 0 05 0 6333333333
malas para t cercano a -1 aunque no tienen nada 1 0 0.2666666667
que ver con la realidad para valores grandes de t . 5 15 06
Pero este método nos ha dado expresiones analiticas ' '

. 9’ 3 -4 4533333333
aproximadas de la solucion.
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y- — 3y2/3
y(to) = Yo
Ademas fy(ty)=2y " es continua en R2—{y=0} y por
tanto la solucion es Unica si y#O0.

Si yo=0 , como fy no esta definida (y ni siquiera,
como se puede comprobar, es f lipschitziana en un
entorno) puede fallar la unicidad (los teoremas son
so6lo condiciones suficientes). De hecho podemos
resolver y comprobar que tanto y=0 como y=(t—ty)3
son soluciones de la ecuacion satisfaciendo y(tp)=0
(a las soluciones formadas por puntos en los que
falla la unicidad (como la y=0 del ejemplo) se les llama soluciones singulares y no
suelen estar recogidas por las expresiones de las soluciones generales).

Ej 3. Como f(t,y)=3y%?3 es continua en todo R? existe solucion O(to,Yo).

Los teoremas anteriores hablan de existencia y unicidad de soluciones. Deduzcamos

de ellos resultados para curvas integrales que eran soluciones tanto de la ecuacion
dy _ P : qdt_ 1
[e] at f(t,y) , como de la ecuacion equivalente [e*] dy “f(ty) -

Si por un punto pasa una Unica solucion y(t) de [e] evidentemente pasara también una
Unica curva integral. Pero por un punto (t,,yo) tal que en un entorno suyo f o fy no sean
continuas pero tal que 1/f y d(1/f)/ot si lo sean pasara una unica solucién t(y) de [e*] y,
por tanto, una Unica curva integral (que probablemente no sera solucién de [e]).

Ej 4. d—dBti = (t2+y2)~1| cuya equivalente es g—; =t2+y2 (ni una ni otra son resolubles)

El teorema de existencia y unicidad nos asegura que hay una unica solucién y(t) de
la ecuacion dada satisfaciendo y(ty)=y, para todo (ts,yo)#(0,0). Por (0,0), al no tener
problemas de unicidad la equivalente, pasa una Unica curva integral (como la
solucién t(y) que pasa por dicho punto es creciente y tiene pendiente t'(0)=0 esta
curva integral sera de hecho también una funcién y(t) pero con derivada c en t=0).

3 3
Ej 5. Sean [e] ddlt = - ng y su equivalente [e*] gf;:—;@ _

El teorema de existencia y unicidad nos asegura que hay una unica solucién y(t) de
[e] con y(to)=Y, para todo t,z0 y todo y,. Con dicho teorema no podemos precisar si
hay ninguna, una, varias o infinitas soluciones satisfaciendo y(0)=y,.

Por otra parte [e*] posee una Unica solucion t(y) que cumple t(yo)=t, Si Y20 . Por tanto,
por cada punto del plano, salvo tal vez por el origen, pasa una Unica curva integral.
Por (0,0) pasan al menos dos curvas: y=0 y t=0 (soluciones a ojo de [e] y de [e*]). Para
ver si pasan mas tenemos que dibujarlas aproximadamente o intentar resolverla.

Con unas pocas isoclinas se obtiene el siguiente dibujo:

En este caso podemos hallar las soluciones: t?+y~?=C (que no / \
son faciles de pintar) y podriamos dar la expresion de la solucién

anica que pasa por (to,Yo) (determinando la C y despejando la y).

Por un punto (0,y,) con y,#20 pasa la Unica curva integral t=0 (y
ninguna solucion pues esté claro que t=0 no es solucién de [e] ). \ /
Por (0,0) pasan sélo las dos curvas integrales vistas: y=0y t=0, de

las cuales solo la primera es solucion de [e]. A pesar de no ser ni continua la f en ese
punto hay solucion Unica con y(0)=0 (hablando con rigor, no podemos decir que y=0
sea solucion en t=0 pues ahi la f(t,y)=—y3/t3 de nuestra ecuaciéon no esta definida,
pero podriamos definir f(0,t)=0 ).

14



1.5 Prolongabilidad

. L oy' = f(t,y)
Seguimos tratando el problema de valores iniciales [P] . y(to) = Vo

Supongamos que la fy la f, son continuas en DOR? y que (to,Yo) €S Un punto interior
de D. Sabemos que entonces existe una unica solucion y(t) que esta definida al menos
en un intervalo [t,—d,to+d] . Pero, ¢hasta donde se puede prolongar esta solucion?, es
decir, ¢.cual es el maximo intervalo | en el que esta definida? En particular, nos interesa
saber si y(t) es prolongable hacia la derecha hasta +o y si lo es hacia la izquierda hasta
—oo (con otras palabras, si esta definida en [ty,00) y si lo esta en (—oo,t,] ).

Aunque D sea todo R? esto puede no
suceder como muestra el sencillo ejemplo
1Y'=Y® Cuyasolucienes y=-b
Hy=b W Y= 1 bt
y que si b>0, so6lo puede prolongarse (hacia la
derecha) al intervalo [0,1/b) (la expresion de la'y
tiene sentido para todo t#£b, pero para t>1/b
describe otra solucién diferente) y que si b<o0
no alcanza -« , pues antes se encuentra la
asintota t=1/b <0. Sélo para b=0 se obtiene una
solucion definida para todo t: la y=0 . '
Otra forma en que la solucion pasa a estar definida solo
en un intervalo finito viene ilustrada por la ecuaciéon

=-1 | decurvas integrales: t2+y2=C.

Esta ecuacion presenta problemas de existencia y unicidad
sobre la recta y=0 que es precisamente donde va a morir
cada una de las semicircunferencias solucion. (Obsérvese
de paso que por el origen, Unico punto en que fallan los
teoremas de existencia y unicidad tanto para la ecuacion
dada como la equivalente no pasa ninguna curva integral).

Nuestro objetivo es obtener informacion sobre la prolongabilidad de las soluciones
cuando, como es usual, no se pueda resolver la ecuacién. Aceptaremos para ello dos
teoremas (intuitivamente claros) sin entrar en detalles técnicos de demostraciones.

Teor 1. | En las hipotesis citadas arriba la
grafica de la solucion y(t) de [P] no
se para en el interior de D.

En particular, si D es el semiplano
{t=t,} o bien existe un t; >t, tal
que |y(t)] - o cuandot - t; 0 bien

y(t) esta definida en todo [ty,00) .

(evidentemente se tiene un resultado enteramente anélogo para la izquierda de ty)

La grafica no se puede parar en un punto interior ya que, por el teorema de existencia y
unicidad, existiria una solucion local partiendo de dicho punto.

Podriamos escribir el teorema con otras palabras: la grafica de las soluciones tienden
hacia la frontera de D, entendiendo que si D es no acotado "el infinito" pertenece a
dicha frontera.
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Para distinguir entre las posibilidades que ofrece el teorema anterior es Util comparar
las soluciones de un problema [P] complicado con las de otros faciles de resolver:

Teor 2. oy' = fq(t, ay' =
Sean S{/(to)li y{,) y O D{/(to)zﬁ Y) con fi y (fi)y continuas

en DI[ty,Yo) Y cuyas soluciones respectivas y; e Yo

estan definidas en un intervalo comun | [k,.

Si f<f, en D entonces: yi(t) <y»(t) para t=>t,, tOl.
y1(t) 2 yo(t) para t<ty, tdl.

La idea del teorema es clara: si la pendiente de y; es mas pequefia que la de y; la
propia solucion y; es mas pequefia a la derecha y mayor a la izquierda que ys.

, Oy'= 2t—sen . .
Ej 1. E);(O)t: 1se y La ecuacion no es resoluble. f y f, son continuas en R2 .

oy'=2t-1 Ey': 2t+1

ay©@=1 Y gy©)=1

El teorema 2 asegura que la solucion unica del problema inicial esta comprendida
entre las de los dos ultimos (que son y=t2—t+1 e y=t2+t+1) y por tanto no puede irse
a infinito en tiempo finito. Por el teorema 1, esta definida para todo t real.

Consideremos los dos sencillos problemas: C

. O 2412y .
Ej 2. oY=y Y | fy f, son continuas en {y>0} .
J 0(0)=1 y fy {y>0}
El teorema 1 da tres posibilidades para t=0: que la solucion
muera en y=0, que esté definida en [0,0) 0 que tenga una
asintota. Como esta por encima de y=1/(1-t), solucion de y'=y?
con y(0)=1, el teorema 2 asegura que "explota" antes de t=1.

Veamos dos tipos de problemas clasicos para comparar. Primero el lineal:

v =
[PI] O Di(toa)l(t_h;:f(t) (su solucién la conocemos desde la seccion 1.1)

Supongamos que a y f son continuas en un intervalo Ik, (el | puede ser finito o
infinito, cerrado o abierto). Como tanto el segundo miembro de la ecuacién como su
derivada con respecto a y son continuas en un entorno del punto, [PI] tiene solucion
unica. Ademas, como esta solucion viene dada por exponenciales e integrales de las
funciones a y f, se tiene que la solucion de [PI] esta definida para todo t de I.

Dy—ay az0, n=2,3,. Yo
3Y(te) = Yo [1-a(n-1)y"(t—to)
cuyo denominador se anula (si yo#0) en t; = to+ [a(n—1)yo"!] -1 Luego (salvo y=0) todas
las soluciones dela ecuacion tienen una asintota. Para saber si la asintota
esta a la derecha o a la izquierda basta analizar el signo de ay". Esqueméaticamente:

JV 2V NN\

— : ’ ———— —

axd ! : axd) %! : a<0 %! E a<0
h par himpar h par himpar !
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1.6 Dependencia continua

El estudio de un sistema fisico nos puede conducir a un problema

oy' =f(t,y,a)
[PT By(te) =yo

donde la f depende de t y de un parametro a. En la determinacion experimental del
parametro existiran errores de medicién. No seria util nuestra ecuaciéon para describir el
sistema real si a valores del parametro parecidos no correspondiesen soluciones
semejantes, es decir, si la solucién no fuese una funcion continua de a.

De la misma forma, tampoco seré exacta la determinacion del dato inicial. Si y, es el
verdadero dato inicial y nosotros hemos estimado y.* , ¢seran cercanas las soluciones
correspondientes a ambos datos iniciales?

El teorema de esta seccion (que admitiremos sin demostrar), nos asegurara que si la
f es regular existira siempre dependencia continua de parametros y datos
iniciales. Pero antes de enunciarlo estudiemos un ejemplo sencillo.

0y =ay?
0 Y(0)=Yo
Consideremos un a y un y, dados y supongamos que ambos, . e : .
por ejemplo, son positivos. Ocupandonos soélo de la solucion  'a fijo "y fiio
para t=0 observamos que esta definida hasta t; = aly,-1. ¢

Para valores del parametro y del dato inicial proximos la solucién tendra un intervalo
de definicion distinto pero similar. En un intervalo en el que todas estas soluciones
proximas esten definidas (es decir, en el que el denominador de las soluciones no se
anule) esta claro que la expresion obtenida de la solucion, que podemos mirar como
una funcién de las variables t, y, y a, depende de las tres de forma continua.

Yo
l-aypt *

Ej 1. Sea Su solucién es y =

Consideremos ya el problema general [P]. Llamemos y(t,yo,a) a su solucién (ya que
dependeréa del valor del parametro y del dato inicial ademéas de depender de la variable
independiente). Sean a e y, dados y supongamos que fy f, son funciones continuas de
sus tres variables en un entorno de (to,yo,a). Sabemos que entonces y(t,yq,a) esta
definida al menos en un intervalo |=[ty,to+d] . En estas condiciones se tiene:

Teor 1. | Si |y,VY,*| Yy |a—a*| son suficientemente pequefios entonces y(t,y,*a*)
esta también definida en ese mismo intervalo | y ademas cuando y,* - y,
y a* - a, setiene que y(ty,*a*) - y(ty,a) paratodotdel.

g 2 By' =atly-1| Como la f(t,y,a) es continua para todo a en un entorno de
' 0 y()=0 (1,0,a) , existe dependencia continua del parametro a .

Comprobémoslo resolviendo la ecuacion. Como es lineal y sus coeficientes son
continuos en {t>0} sabemos que la solucién va a estar definida en todo (0,«) para
cualquier a, con lo que no nos preocuparemos del intervalo | del teorema.

1 .
Efa(t—ta) si azl
Ot%Int si a=1

Que, aunque no lo parezca en a=1, es funcidn continua de a (hallando por L'Hopital
el limite cuando a- 1 de la expresion de arriba se obtiene la expresion de abajo).

t
La solucibnes y=t? L tadt =
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1.7 Estabilidad

(p] Y 7 ILy)

0 Y(to) = Yo
con fy fy continuas en un entorno de (t,,y,) dependia continuamente de los datos
iniciales. Se tenia que si la solucion y(t) de [P] estaba definida en [to,to+d], las soluciones
y*(t) correspondientes a datos iniciales y,* cercanos estaban también definidas en todo
ese intervalo y se parecian en él a la solucién de [P] pues constituian una funcién
continua de y,. Lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

0e>0 @ >0 talquesi |y,—Y,*|<d entonces |y(t)-y*(t)]<€ para todo tU[ty,to+d].

Supongamos ahora que la solucién de [P] esta definida para todo t>t,. ¢ Se pareceran
a ella en todo el intervalo infinito [ty,0) las soluciones y*(t) de datos inciales similares?
Ya hemos visto ejemplos en que esto no sucede. Por ejemplo, la solucién de y'=y2 que
satisface y(0)=0 (la solucion constante y=0 ) esta definida para todo t=0 y sin embargo la
correspondiente a un dato inicial y(0)=y,* (Qque como vimos es y=yy* /[1-ty,*] ) ni siquiera
esta definida hasta « cuando y,* >0, puesto que tiene una asintota en t=1/y,*.

Incluso aunque todas las soluciones estén definidas en [ty,0) pueden ser para t
grande muy diferentes entre si, a pesar de que (por la dependencia continua) en todo
intervalo finito se parezcan las soluciones que satisfacen valores iniciales proximos.

Por ejemplo, las soluciones de los problemas:
gy =y oy =y
0Y©0=0 € §y0=y,

en cualquier intervalo finito [0,d] satisfacen

vyl = 'y <eflyo*l<€ si lyo*-0|<e™% Ot[0,d = J
pero difieren entre si tanto como queramos para valores \S\
de t suficientemente grandes.

Llamaremos estables a aquellas soluciones definidas hasta infinito para las que si
sucede que modificando ligeramente los datos iniciales se obtienen soluciones
préximas para todo valor de t>t, . Definiéndolo con rigor:

En la seccién anterior vimos que el problema

« ,queson y=0 e y*=ely,*,

\

Supongamos que [P] tiene solucidn Unica y(t) definida en [ty,00) . Decimos que y(t)
es estable si >0 @ >0 tal que toda solucion y*(t) con |y(t)-y*(t)| <d satisface:
1] y*(t) existe y esta definida en [ty,00)
2] |ly@)—-y*(t)| <€ paratodo t=>t,
Decimos que y(t) es asintéticamente estable si ademas y*(t) satisface:
3] |y(®)—-y*(@t)] - 0 cuandot— o
Una solucion que no es estable se dice inestable.

(a veces se dice que la estabilidad definida es "a la derecha" para distinguirla de la
estabilidad "a la izquierda" que se define analogamente para el intervalo (—co,t,] )

Graficamente, que y(t) es estable
significa que para cualquier banda
de altura 2€ en torno a ella existe Y,
un segmento de altura 25 en torno
a Yo tal que las soluciones que
parten de él permanecen para todo
t>t, dentro de la banda.
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Para las ecuaciones de primer orden que estamos tratando se puede demostrar que
1 vy 3] U 21 (esto no es cierto para sistemas y ecuaciones de mayor orden) ;

asi pues, para ver que la solucion de una ecuacion de primer orden es asintéticamente
estable basta comprobar que toda solucion que parte cerca de ella llega hasta « y que
la diferencia entre las dos soluciones tiende a 0 en el infinito, con lo que podemos evitar
las acotaciones de 2] que son siempre mucho mas complicadas.

Ej 1. Analicemos la estabilidad de las soluciones de la conocida ecuacién | O i//(O) yy
[0}
Como las soluciones con y,>0 no llegan hasta « no tiene

] : sentido para ellas hablar de estabilidad. La soluciéon y=0 es
; i claramente inestable pues las que parten cerca de ella por
_j:j ¢ arriba ni siquiera estan definidas para todo t =0 (las que parten
= __ por debajo si se parecen a y=0, pero esto debe suceder para
/? toda solucién que parta cerca). Cualquier solucién con y,<0
(definida hasta «) es asintoticamente estable: si |yo,—Yo*| es lo
/ suficientemente pequefo Ia solucic’)n y* también llega hasta oo
y la diferencia  |y—y?*| —| _ty T | > 0 cuandot- o .
. [| y = _y?’/t3 ., o . L =2 2
Ej 2. D Y(1)=0 (en la seccion 1.4 la dibujamos y la resolvimos: t“+y “=C)
La solucion cuya estabilidad analizamos es la y=0 .
La que satisface y(1)=b resulta ser y,= bt [o¥(t*-1)+t] ~1/ NG
Para todo b esta solucion estéa definida para t=1, pero 6 T
cuando t — oo no tiende a 0 sino a b[b?+1] 2. ————
Por tanto y=0 no es asintéticamente estable. of 1 _—————m—mm
Estable simplemente si lo es: dado cualquier € tomando A
5=€ se tiene que si |b|<3 es |y,|<|b|<€ paratodo t=1. \

(la estabilidad se puede probar sin conocer la expresion de y,: como las soluciones
decrecen en el primer cuadrante y crecen en el cuarto, a partir de t=1 se mueven
entre las rectas y=0 e y=Db, luego todas estan definidas hasta « y es estable y=0).

El estudio de la estabilidad es, en general, complicado. Como se pueden resolver
muy pocas ecuaciones normalmente no sera posible acudir a las soluciones. En otros
casos muy particulares se podran obtener conclusiones estudiando la propia ecuacion.
Veamos resultados en ese sentido para ecuaciones lineales:

Oy' = a(t)y+f(t)
0 Y(to) = Yo

Como sabemos, para cualquier y, , [P] tiene solucion Unica definida para todo t >t,, cuya
expresion conocemos. La diferencia entre dos soluciones cualesquiera es entonces:

Sea |[[P] O , con ay f continuas en [ty,00).

t
a(s)ds

ly®O—=y*®) [ = [ y(to)—y*(to) | el y por tanto:

Teor 1. Ita(s)ds
La solucion de [P] es estable siy sélo si elb esta acotada.

t
Es asintéticamente estable si y solo si eJt?®% 9 cuando t- «
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(observemos que la estabilidad no depende de y, ni de f(t) [ni del ty si los
coeficientes son continuos a partir de ese punto]. Para una lineal tiene pues sentido
hablar de la estabilidad de la ecuacidén pues o todas las soluciones son estables, o
todas son asintéticamente estables, o todas son inestables. Esto era esperable pues las
soluciones de una lineal son suma de una solucion particular mas la general de la
homogénea y es ésta la que nos dice si todas las soluciones se acercan 0 no a una
dada. De hecho tenemos que una ecuacion lineal es estable [asintOticamente
estable] si y so6lo si lo es la solucién y=0 de la homogénea).

Ej 3.|y'=- %+ cos(Int) | La solucion que satisface cualquier dato inicial y(tg)=yo, con

— 0 cuando t- o

t,>0 es asintdticamente estable pues et = %

(si t,<0 las soluciones y=C/t +y, solo llegan hasta t=0; el teorema se ha enunciado
para el caso en que los coeficientes son continuos a partir de tg ).

Ej 4. ‘ y'= ay + f(t) ‘ es asintoticamente estable, estable simplemente o inestable
segun sea, respectivamente, a<0, a=0 o a>0
(pues et tiende a 0, esta acotada o0 no esta acotada en cada uno de los tres casos).

El siguiente teorema que veremos (y que no demostraremos) permite analizar la
estabilidad de y=0 para una ecuacion no lineal que, en general, ya no sera resoluble.

Consideremos [n] \ y'=a(t)y + h(t,y) \ con h(t,0)=0 (asi pues y=0 es solucion).

Suponemos h y hy continuas al menos en una banda [t,,00)X[-r,r] (para tener unicidad).
Parece razonable que si la parte no lineal h(t,y) es "pequefia” la estabilidad de y=0
coincida con la estabilidad de la solucién y=0 de la lineal [I] y'=a(t)y . En efecto:

Teor 2.| Supongamos que a(t) es constante o peridédica y continua y que h(t,y)=o(|y|)
uniformemente en t >t,, es decir, que para t >ty se tiene

Ih(t,y)| < H(y) con H(y)=o(]ly|) cuandoy-0 [H(y)/|]y]-0 cuandoy-o0].

En esas condiciones:
si [I] es asintéticamente estable entonces y=0 es solucion
asintéticamente estable de [n] a la derecha de t,
si [l] es inestable entonces y=0 es inestable como solucién de [n]

(intentemos hacer intuitivas las hipotesis: se obtendria la ecuacion [n] al desarrollar por
Taylor una ecuacion no lineal y'=f(t,y) en torno a y=0, englobando en h(t,y) los términos
de orden mayor que 1 que son o(]y|); para conseguir que la parte no lineal no varie la
estabilidad de la parte lineal hay que exigir tres cosas: que [I] tenga una tendencia fuerte
a acercarse o alejarse de y=0, que la parte dependiente de t de h(t,y) se pueda acotar
para que no sea demasiado grande y que a(t) no sea demasiado pequefia (en concreto
se pide que a(t) sea constante o periodica porque el mayor interés de este teorema se
da en los sistemas de ecuaciones (a los que se generaliza casi literalmente) y para ellos
sélo se puede hablar de la estabilidad de la parte lineal en esos dos casos )).

Ej 5. y'=4cos’ty +senty?— y® | (ecuacién no resoluble)

2 . .
Como e cos’tdt = g2t+sen2t g og14 acotada en +oo la lineal y'= 4cos?ty es inestable.
Como 4cos?t es continua y periddica y ademas |h(t,y)| = |senty2—y5| < |y|2+]y|® = o(ly|)
su inestabilidad la hereda la solucion y=0 de la no lineal.
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Ej 6. Veamos la importancia de que la h(t,y) sea o(|y|) uniformemente en t . Para ello
consideramos para t =0 las tres siguientes ecuaciones resolubles (de Bernouilli):

[1] y'=-y+ety? [2] y'=-y +ty? [38] y'=-y+ely?

La parte lineal es en los tres casos y'= -y , asintéticamente estable. La no lineal es
también en los tres casos o(Jy|) , pero sélo se puede acotar para t =0 en el primero:

lety?I<lyl*=o(ly)) -
Solo podemos deducir, aplicando el teorema, que la solucion y=0 de la no lineal es
asintéticamente estable a la derecha de t=0 para la ecuacion [1].
Comprobemos esto y veamos lo que sucede para [2] y [3] hallando la solucion y, que
satisface y(0)=b. Se obtiene, respectivamente:

_2be”t __ b _bet
Yo pe=2t4pp Yo= (1-b)e'+b(t+1) Yo =1 bt
:s §§_ - \J‘

Como se observa, las tres expresiones tienden a 0 cuando t — oco. Ademas debe yy
estar definida en [0,0) para b proximo a 0. Analizando los denominadores se ve que
esto sucede para [1] y [2] pero no para [3] (tiene asintota en t=1/b). Por tanto y=0 es
estable asintéticamente como solucion de [1] y [2] e inestable como solucién de [3].

Ej 7. y'=-2.+y® | Lalineal es asintéticamente estable ( pues ejavat_ 12 _ )
pero no es constante ni periédica. Por tanto no podemos i
aplicar el teorema, a pesar de que la parte no lineal es

o(ly]) y no depende de t . De hecho, imponiendo el dato
inicial y(1)=b (a partir de 1 no hay problemas de unicidad)
se obtiene la solucién: ol 1

_ b
Yoo U W T2b%nt
Asi pues, y=0 es inestable a partir de t=1 en la no lineal.

. ) 2
que tiene una asintota en t=e1/2*" sj bz0 . \

Ej 8. y'=y2—(cost)y Ahora tampoco podemos aplicar el teorema al ser la lineal

simplemente estable (puesto que e costdt= g=sent aqt4 acotada pero no tiende a 0).

En la seccién 1.2 hallamos su solucién general: y = €758 (C — [e~®" dt) e hicimos
un dibujo aproximado de sus soluciones que sugiere la inestabilidad de y=0. Para
hallar la solucion que satisface el dato inicial y(0)=b debemos precisar la primitiva de
la que hablamos para lo que fijamos los limites de integracion. Entonces:

B g—sent cuyo denominador se anula para todo b>0 al ser la integral una
Yo = 1 It e—sens funcion continua que toma todos los valores reales positivos (es
b 70 divergente si t = ). Confirmamos pues que y=0 es inestable.
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1.8 Ecuaciones auténomas

Son ecuaciones en las que la variable independiente no aparece explicitamente

[@a | y'=1f(y)

Suponemos f' continua en R con lo que hay solucién Unica para cualquier condicién
inicial. [a] es de variables separables. Sin embargo muchas de las caracteristicas
importantes de las soluciones se deducen facilmente del estudio de la propia f :

Teor 1.

Teor 2.

Teor 3.

y(t) solucion de [a] O y(t+C) es también solucién de [a]

Sea z(t) = y(t+C) ; entonces Zz'(t) = y'(t+C) = f(y(t+C)) = f(z(t))

SiallR estal que f(a)=0 [ y(t)=a es solucion de [a]

y'(t) = 0 =f(a) = f(y())
(a estas soluciones constantes se les llama también soluciones de equilibrio)

Cada solucion de [a] 0 es constante, 0 es estrictamente creciente,
0 es estrictamente decreciente

Sea y solucion. Si existe un t, para el que y'(t;)=0 entonces f(y(t,))=0 y por el teorema 2
y(t)=y(to) es solucidn, Unica que pasa por ese punto. Ninguna solucién puede tener ni
MAaximos ni minimos a no ser que sea constante.

Teor 4.

Toda soluciéon acotada a la derecha de un t, tiende hacia una solucion de
equilibrio cuando t - « [ silo esta a la izquierda lo hace cuando t - —oo ]

Si y(t) es constante, ya esta. Sea y(t) monétona y acotada para t >t, (por los teoremas de
prolongabilidad y(t) esta definida en [ty,) ). Un resultado elemental de analisis asegura
gue y(t) tiende hacia un limite a cuando t - oo. Probemos que f(a)=0. Como f es continua
y'(t)=f(y(t)) también tiene limite sit - oo y ese limite es f(a). Aplicando el teorema del valor
medio a la y(t) en [t,t+1] tenemos que existe un co(t,t+1) tal que y'(c) =y(t+1) —y(t) .
Por tanto: f(a) = ll’m y'(c) = Ittrg [y(t+1)-y(t)] =a—a = 0. [Andlogo a la izquierda].

Ej 1. | y'=y3-y?2  Como y?(y-1)=0 - y=0, y=1, estas son las soluciones constantes.
Como y2(y-1)>0siy>1 e y%(y—1)<0 siy<0 o y(0,1) '
sabemos qué soluciones crecen o decrecen y las i

soluciones de equilibrio a que tienden (sin llegar a _ —7

tocarlas). Las soluciones que estan por encima de =

y=1 llegan hasta o pues si estuviesen acotadas \\
deberian tender hacia una solucion constante (la 0\

teoria vista no dice si en tiempo finito o infinito, pero —J -

como y3-y2>y3/2 si y=>2 y esas soluciones superan ;

y=2 de hecho explotan). Tampoco estan acotadas las \\
de y<0 (y también explotan pues y3-y2<y3). Sabiendo :

ademas que las trasladadas a derecha e izquierda de una solucién lo son también
completamos el dibujo. (Podriamos ademas pintar alguna isoclina (son rectas y=K);
no es util para el dibujo la poco manejable solucion general j(y3—y2)—1dy:t+C ).
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Aunqgue en general el estudio de la estabilidad sea complicado, en una ecuacién
autbnoma, gracias a los teoremas vistos, pasa a ser trivial. En el ejemplo anterior es
inmediato ver que y=0 es inestable (las soluciones cercanas de abajo se van a —; no
se necesita siquiera ver su prolongabilidad), que y=1 también lo es (las de arriba se van
a +o y las de abajo a y=0) y que cualquier solucion entre 0 y 1 es asintéticamente
estable (las soluciones cercanas estan también definidas para todo valor de t y la
diferencia entre ellas tiende a 0 cuando t- o« pues todas ellas tienden a la misma
solucién de equilibrio). Damos un criterio de estabilidad de soluciones de equilibrio que,
aunque aqui no nos diga nada nuevo, es la version sencilla del que veremos en el
capitulo 4 cuando estudiemos los sistemas de dos ecuaciones autonomas:

Teor 5. [sea f(a)=0.Si f'(a)<0, y(t)=a es asintdticamente estable.
Si f'(a)>0, y(t)=a es inestable.

Si f'(a)<0, f decrece en a, luego f(y), para y cerca de a, pasa de ser positivo a negativo al
aumentar y; las soluciones pasan de ser crecientes a ser decrecientes, lo que unido al
teorema 4 nos da la estabilidad asintotica. Si f'(a)>0 pasan de ser decrecientes a ser
crecientes; las primeras se van a —o 0 hacia otra solucién constante y las segundas a «
o hacia otra constante; hay inestabilidad.

Este teorema es un caso particular del teorema de la o(|y|) que vimos en estabilidad.
En efecto, si desarrollamos por Taylor la f(y) en torno a y=a tenemos:

y'=f'(a)(y-a) + o(ly—a|) , esdecir, z'=f'(a)z+o(z]) , si z=y-a,

y el signo de f'(a) nos da la estabilidad de la parte lineal, heredada por la no lineal.
Como ocurria alli no se puede afirmar nada sobre la no lineal si la lineal es simplemente
estable, lo que aqui se traduce en que f'(a)=0. En ese caso, la solucidn constante puede
ser inestable, como la y=0 del ejemplo 1, o estable o asintéticamente estable como
sucede con la solucion y=0 de los ejemplos siguientes:

y' =0 : , 3

A/ ’—/—
Por ultimo, observemos que si la f(y) no es tan regular como exigimos al principio, de

forma que no haya existencia y unicidad en todo el plano, también pueden fallar
algunas de las propiedades de la ecuacién [a] que se han basado en ese hecho:

. 2V
Ej 2. yzyfii

y=0 es la Unica solucion de equilibrio. Las soluciones son
crecientes en y>1 y decrecientes en yo(0,1). Por cada
punto de y=1 pasa una Unica curva integral de pendiente
vertical. Resolviendo la ecuacion se obtiene: 1

t:I_Ll dy +C = % (y—3) +C , que completa el dibujo.
2\/y

Ecuacion definida solo si y=0, con solucién unica en y>1 e yd(0,1).

Obsérvese que hay soluciones que no son estrictamente

manptonas (en a(r]te decirecen VA=) parte son constantgf .
y Soluciones acdtadas a 1a izquierda'que muerén en y=1 ¥y que por tanto no tienden

hacia ninguna solucion de equilibrio.
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1.9 Unos ejemplos de bichos

Estudiemos, para repasar diferentes técnicas vistas en este capitulo, unas cuantas
ecuaciones que describen diferentes modelos de crecimiento de una poblacion animal.

El modelo méas sencillo viene de suponer que la velocidad de crecimiento de la
poblacion es proporcional al nimero de animales existentes, es decir,

8

donde y(t) representa la poblacion existente en el instante t .
La solucion de [1] que satisface y(t;)=y, €S, como sabemos,

y=y,e2t) (las dibujamos s6lo donde tienen sentido: y=0)

En el primer modelo esta implicita la suposicion de que hay allmentos y espacio V|tal
ilimitados. Si suponemos que hay una poblacion maxima M que admite el ecosistema,
nos describe mejor la evolucién de la poblacion la llamada ecuacion logistica:

[2] ,b,M>0, \

ecuacion autonoma cuyas soluciones son faciles de pintar. ¥_
Se obtiene una solucién de equilibrio y=M asintéticamente 'V'/

estable hacia la que tienden todas las demas soluciones con /

sentido fisico, independientemente de los datos iniciales: —

pasado el tiempo habra en el ecosistema una poblacion M.

Para conocer la poblacién en un instante t cualquiera habra que hallar la solucmn que
satisface y(t,)=y, de esta ecuacion separable (o de Bernouilli) . Resulta ser:

Mt Y1-1
y= MYO[yo"'(M—YO)e bM(t IO)]
funcién que tiene el comportamiento asintético previsto con las técnicas de auténomas.

Imaginémos ahora que [2] describe la poblacion de truchas en un estanque y que un
pescador i] pesca truchas a un ritmo proporcional al nUmero de truchas existente
ii] pesca truchas a ritmo constante (independientemente de las que haya).
Comprobemos que las técnicas de ecuaciones autbnomas nos permiten predecir con
facilidad el numero de truchas que quedaran en el estanque para grandes valores de t .
Las ecuaciones que rigen la evolucion de y en ambos casos son:

2] y'=by(M-y)-ay | y  [2ii] y'= by(M-y)-a

Las soluciones de equilibrio son para: [2i]] y=0 e y= M—% ; [2ii] y:¥ i;z —;4 - aB

Si a es grande (pescador muy habil) la segunda solucién constante de [2i] pasa a ser
negativa y las dos de [2ii] se convierten en complejas. Viendo el signo de y' se tiene:

i] a pequefio i] a grande ii] a pequefo ii] a grande

Si el pescador es poco hab|I el numero de truchas se establllza en torno aun valor algo
inferior a M (salvo en el caso ii] si inicialmente son muy pocas). Si el pescador es habil
las truchas siempre se extinguen (en tiempo finito en el caso ii] ).

24



En todos los ejemplos anteriores hemos supuesto que la capacidad de reproduccion
y el tope logistico son constantes en el tiempo. Si esto no es asi, las ecuaciones dejaran
de ser autbnomas y su analisis se complicara. Por ejemplo, analicemos la ecuacion:

[8] y'=y(1-e5Nty)

gue puede describir, en unidades adecuadas, la poblacion de truchas en un estanque
con un tope logistico e=S¢"t que depende periddicamente del tiempo (y'<O si y>esent),
Cuando y<ese"t es y'>0 con lo que las soluciones con Yy(0)=y,>0 se alejan de la
solucion y=0 . Esto no basta para que dicha solucion sea inestable (si bastaria para una
ecuacion autéonoma), pero podemos asegurarlo
gracias al teorema de la 0. Un dibujo aproximado
sugiere la existencia de una solucién periddica

estable. En efecto, la solucién con y(0)=y, de [3] es
Il

Y=YoeT1+Yofoes "SI . Si yo=[e?™1[fg e 5]
(Yo~1.514863232, hallando numéricamente la integral)
esta solucion cumple y(0)=y(2m Yy se puede ver que
y(t)=y(t+2m paratodot; ademas, cuando t - oo :

V=Y |=ly Yo le LYol o> e L 1+y g fees S . 0

(pues eY2/[...]-0 como se comprueba por L'Hdpital) lo que demuestra la estabilidad
asintotica de todas las soluciones con y,>0 . En particular todas ellas se pareceran para
grandes valores de t a la solucion periddica, y por tanto, la poblacion de truchas, para
cualquier dato inicial, oscilara en la practica periédicamente cuando pase el tiempo.

Imaginemos ahora la presencia del pescador del tipo i] de antes y analicemos:

[4] | y'=y(1-eSeNly) —ay | = (1-a)y— eSenty?

Nos ocupamos s6lo de si las truchas se extinguen o no. Cuando a<1 el teorema de la o
nos asegura que y=0 es inestable y por tanto el nimero de truchas nunca va a tender a
0 (es de esperar, puesto que [4] es del mismo tipo que [3], que la poblacion tienda a
oscilar periodicamente con unos valores menores que los del caso a=0). Si a>1, y=0 es
asintéticamente estable y si a=1 el teorema no decide. Pero si a=1 como para y=0 se
tiene y'<s—e-1y2 y todas las soluciones positivas de esta ecuacion autbnoma tienden a
0, deducimos que toda solucion positiva de [4] también tiende a 0 cuando t tiende a .
Por tanto, si a>1 las truchas se extinguen independientemente de su numero inicial.

Mucho més dificil es analizar la ecuacion para el pescador de tipo ii]

[5] | y'=y(1-eS¢"ly) - a

ya que ni es resoluble, ni tiene y=0 como solucién, ni, por tanto, podemos utilizar el
teorema de la 0. Podemos compararla para y=0 con dos ecuaciones autbnomas ya que:

y—ey’—a < y(l-e*"ty)—a<y-ely’-a T
Las soluciones constantes son: , Yor
y1: =1 (e Ve Zaae™t)

Si a<l/ae para y'=y-ey?-a; 14

You E% (e xVe?-aae)

si ase/4 para y'=y-ely?-a
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Las soluciones de la ecuacion [5] estan por encima de las de la primera autonoma (-----)
y por debajo de las de la segunda (----):

Mﬂl y2+
—— y2+
Y1+ -
—— y i
2— NV VN
a<1/4e~0.092 1/4e<a<e/4~0.68 eld<a

por tanto, si y, es el niUmero inicial de truchas se tiene que:

a<l/4e : siyy<yo_se extinguen; si yo,>y1_ sobreviven; si y»_<y,<y;_ no sabemos.
1/4e<a<el4d : siyo<y,_se extinguen; si yo,>Yy»_no sabemos.

el4<a : las truchas se extinguen cualquiera que sea su numero inicial.

Para ver lo que sucede en los casos dudosos no tenemos mas remedio que acudir al
calculo numérico. Comencemos, para comprobar la precisién del método, calculando la
solucién periodica del caso a=0. Utilizamos Runge-Kutta con tres pasos diferentes (se
dan a partir de ahora solo algunos de los valores obtenidos):

t h=0.1 h=0.01 h=0.001
0 1.514863232 1.514863232 1.514863232
W2 5292285154 5290160410 5290160228
T .5669103179 .5668774805 .5668774773
312 1.331444611 1.331425946 1.331425944
21 1.514406280 1.514863204 1.514863232

Trabajaremos en lo que sigue con h=0.01. En primer lugar para a=0.1 fijo (y2_~0.104)
hallamos la solucion para diferentes datos iniciales:

t y y y y y

0 3 1.301667826 1 0.1283 0.1282
21 1.310847675 1.301667826 1.296362276 0.1348894133 0.1273076391
4m 1.301787393 1.301667826 1.301597876 0.4845145287 0.05508435478
61 1.301669395 1.301667826 1.301666908 1.267376485 —INFINITO

parece haber un valor inicial entre 0.1282 y 0.1283 tal que las soluciones que parten por
arriba se acercan todas asintéticamente a una solucion periédica y las de abajo se van
a menos infinito (ese valor correspondera a otra solucién periédica, pero inestable).

Ahora fijemos el dato inicial y,=3 y variemos el valor del parametro a:

t a=0 a=0.1 a=0.15 a=0.16 a=0.18 a=0.19

0 3 3 3 3 3 3
2n 1.516264948  1.310847675 1.111625295 1.052526301 0.8971167254 0.7909316344
an 1.514865819 1.301787393 1.075311341  1.000301043 0.7677866540 0.5507503099
6Tt 1.514863209 1.301669395 1.073072269 0.9952784520 0.7229482684 0.2422755917
8m 1.514863204 1.301667847 1.072928094  0.9947594238 0.7012005576 —INFINITO
107 1.514863204 1.301667826 1.072918785 0.9947054010 0.6889590560

vuelve a aparecer en los cinco primeros casos una solucion periédica (mas pequefa
cuanto mayor es a ; para a=0.18 el valor de y(2nm) tiende a estabilizarse en torno a 0.6666
pero mucho mas lentamente). Para a=0.19 , la solucién que parte de y,=3 (y por tanto al
menos las que parten mas abajo) se va a —» .
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2. Sistemas y ecuaciones lineales

Si ya se podian resolver muy pocas ecuaciones de primer orden, menos aun se
pueden resolver sistemas de tales ecuaciones o0 ecuaciones de orden mayor que
uno. Salvo escasas excepciones, soOlo en el caso lineal se puede caracterizar la
estructura de las soluciones y sélo si los coeficientes son constantes se pueden
hallar explicitamente tales soluciones mediante métodos elementales.

En la seccion 2.1 enunciaremos las propiedades basicas (similares a las de
ecuaciones de primer orden) de los sistemas de n ecuaciones (lineales o no) y de
las ecuaciones de orden n, que se pueden considerar como un caso particular de
sistemas. No daremos las demostraciones (bastaria casi sustituir en las del caso
n=1 los valores absolutos por normas). Como en la solucién general de un sistema
o de una ecuacién de orden n aparecen n constantes arbitrarias (asi lo sugieren
los ejemplos mas sencillos de sistema: x'=0, y'=0, y de ecuacion: x"=0) el problema
de valores iniciales consistird en hallar la solucion que satisfaga n condiciones
iniciales. Sera facil ver cuando este problema tiene solucion Unica local. También
daremos un resultado de prolongabilidad y la definicion de estabilidad.

No generalizaremos, sin embargo, dos secciones importantes del capitulo
anterior: el dibujo aproximado y los métodos numéricos. En el primer caso, porque
no se puede: las soluciones de un sistema son curvas en un espacio de dimension
mayor que dos (en el capitulo 4, para sistemas autonomos de segundo orden, si
nos preocuparemos del dibujo de las proyecciones de las soluciones sobre el
plano t=0). Los métodos numéricos si son faciles, pero tan parecidos al caso n=1
gue no merece la pena estudiarlos de nuevo.

La seccidn 2.2 se centra ya en el caso lineal y, para ir fijando ideas, en el mas
sencillo n=2. Tendremos una féormula (de variacién de las constantes) para las
soluciones de un sistema no homogéneo si conocemos lo que se llama una matriz
fundamental (formada por soluciones del sistema homogéneo). Esta matriz
sabremos calcularla (utilizando resultados de algebra) si los coeficientes son
constantes. De lo anterior deduciremos resultados para ecuaciones de segundo
orden. Hallar la solucion ser& especialmente sencillo para coeficientes constantes.
Si son variables, veremos los pocos casos en que aun se pueden resolver.

En la seccién 2.3 , y ya sin demostraciones, veremos los resultados para un n
general. Las cosas se complican para los sistemas. Pero si los coeficientes son
constantes sigue siendo fécil resolver ecuaciones homogéneas. Para resolver
algunas no homogéneas tendremos el método de coeficientes indeterminados.
Analizaremos también la estabilidad, que se podra precisar facilmente para
sistemas de cualquier orden con coeficientes constantes.

La seccion 2.4 introduce una técnica totalmente diferente, y tal vez mas rapida,
para hallar soluciones particulares de sistemas y ecuaciones lineales con
coeficientes constantes: la transformada de Laplace. Esta técnica es
especialmente interesante cuando los términos no homogéneos son discontinuos.

La ultima seccién, la 2.5, muestra como obtener informacion sobre el nimero de
soluciones periodicas de ecuaciones lineales de primero y segundo orden con
coeficientes periddicos, sin necesidad de resolverlas.
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2.1 Propiedades generales de sistemas y ecuaciones

X1'= fr(t,Xq,...,X;)
Sea el sistema de n ecuaciones de primer orden [S]| v
Xp'= f(t,Xq, ..., X;)

cuyas soluciones son conjuntos de n funciones x,(t),...,X,(t) derivables y definidas en
un intervalo comun | que convierten cada ecuacion de [S] en una identidad.

Llamaremos [P] al problema de valores iniciales formado por [S] y las n condiciones

X1(to) =X10 s -+ » Xn(to) =Xpo
| 5 - Ox '=f(t,x) o diw thep
O escrito en notacion vectorial: [P] IX(ty)=xo | COM X=0° O f=0p X=0' o
x,0 0,0 Knol
d(l(t)D
Cada solucién de [S] sera entonces una funcién vectorial x(t)=5 : gde | en R".
Xn(H O

Consideramos en R" la norma ecuclidea ||l =/ x12+...+xn2 , Y llamaremos bola de
centro a yradio r al conjunto B(a,r) = {xOR": Ix—all<r}.

Los teoremas de existencia y unicidad y prolongabilidad para sistemas son muy
parecidos a los de ecuaciones de primer orden:

Teor 1. of; ]
Sean f; y Klk ,ik=1,...n continuas en [to—h,to+h]XB(Xo,r) .

Entonces [P] tiene solucién Unica definida al menos en un entorno de t,

(y si solo las f; son continuas existe solucion, aunque podria no ser unica)

Teor 2. . of; . . .
Si fiy aT(Ik son continuas en [ty,00)XR" 0 bien existe t; tal que [Ix(t)l| - o

cuando t-t; o bien la soluciéon x(t) de [P] esta definida para todo t >t; .

(y si son continuas en un conjunto DOR"™! las soluciones llegan hasta la frontera de D)

También existe dependencia continua de parametros y datos iniciales, aunque no
enunciamos los teoremas y pasamos directamente a la definicion de estabilidad, que es
como la de primer orden, sustituyendo valores absolutos por normas:

Una solucion x(t) definida en [ty,0) es estable si [ >0 [d >0 tal que toda solucién
X*(t) con [Ix(tg)—x*(to)lI<d existe, esta definida en [ty,00) y verifica |[Ix(t)—x*(t)lI<e
para todo t=>t,. Si ademas |Ix(t)-x*(t)/|l- 0 cuando t- o, se dice que x(t) es
asintoticamente estable.

(pero para un sistema puede ocurrir que [[x(t)—x*(t)l[- 0 cuando t-c Yy sin embargo
que no consigamos hacer que [Ix(t)—x*(t)Il sea menor que cualquier € prefijado)
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Consideremos ahora la ecuacién de orden n: [E] | x™ = g(t,x,x’,...,x(""D)

cuyas soluciones son funciones x(t) derivables n veces en un intervalo | que llevadas
a [E] la convierten en una identidad. Llamamos [PE] al problema consistente en
encontrar la solucion de [E] que satisface las n condiciones iniciales

X(to)=Xo , X'(to)=Xg » +.. » X" D(tg)=x,"Y

Toda ecuacion de orden n se puede convertir en un sistema. Basta hacer

X1 =X,
Xo' = X
X=Xq, X=X oo, XMW=, o [SE] T2
Xn' = 9(t,Xg,..-,%,)
, 5 o dwo*o 5
y esté claro que x es solucion de [E] siysolosi x=[: =[] [ es solucion de [SE].
X,0 X0
. . , 0% 0O
Siademas x satisface x(t;) = . ,0 entonces x es solucién del problema [PE].
Xo 0

Los teoremas 1 y 2 se pueden, pues, aplicar también a las ecuaciones de orden n.
Veamos la forma particular que adopta el teorema de existencia y unicidad.

Teor 3. | sean g, %(q _— aT(z‘%I’ continuas en un entorno de (to,Xy Xg » ... X)) .

Entonces [PE] tiene solucion uUnica definida al menos en un entorno de t, .

Por ultimo, se dice que x(t) es solucion estable o asintéticamente estable de
[E] si lo es la solucién x(t) del sistema equivalente (y por lo tanto se han de
parecer tanto x(t) y x*(t) como las n-1 primeras derivadas de de las dos soluciones).

x'=3tx3+Iny
y'=xy-t’
No sabemos, ni sabremos, hallar su solucién general, ni ver que soluciones estan
definidas para todo t, ni estudiar su estabilidad (aunque se podrian hallar los valores
aproximados para unos datos iniciales concretos por métodos numeéricos).

3
Es trivial comprobar que una solucion del sistema es x(t) = (tl)

(la anica que satisface x(1)=y(1)=1, aunque tal vez haya mas con x(0)=0, y(0)=1).

Ej 1. Posee solucion con X(tp)=X,, Y(to)=Y, Si ¥,>0 . Es Unica si x,#0.

Ej 2. | t2x"=2tx'+2x=0 | Posee solucién Gnica con x(tp)=a, X'(t;)=b si t,#0 .

En la préxima seccién veremos que su solucién general es x=cjt+cot?.

La Unica solucion que satisface x(1)=a , X'(1)=b es x=(2a-b)t+(b-a)t> (que, como

debia, es funcién continua de los datos iniciales). Las infinitas soluciones x=c,t?

satisfacen x(0)=0, x'(0)=0 , pero no hay ninguna satisfaciendo x(0)=1, x'(0)=0 .

La solucion con x(1)=1, x'(1)=1 ( x=t) es inestable pues para el sistema equivalente
OX'=y . [t t (2a—b)t+(b—a)t?
Y=ot 2xorly ©S inestable x(t) = (1) yaque || (1) ~\2an) +2(b_a)t) || - oo

para a y b tan cercanos como queramosa 1.
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2.2 Sistemas de dos ecuaciones lineales y ecuaciones lineales de
segundo orden

. x'= a(t)x+b(t)y+f(t)
Sea el sistema y|: C(t)X+d(t)y+g(t)

o en forma vectorial [S]| x' = A (t)x+f(t) |, donde x = (;‘/) , A:(i 2) y f= (;) .

Suponemos que a,b,c,d,f,g son funciones de R en R continuas en un intervalo 11, .
Por la seccion anterior sabemos que existe una unica solucioén de [S] que satisface
cualquier par de datos iniciales Xx(to)=Xo , Y(to)=Yo . Como ocurria en las lineales de
primer orden se puede probar que esta solucion Unica esta definida para todo tol.

Consideremos primero el sistema homogéneo [H] | x' = A(t)x

%18 ;28% cuyas columnas nglmy Xfa(zm son soluciones
1 2

A una matriz | W (t) = AR v,
1 2

de [H] y tal que el determinante |W(t,)|#0 la llamaremos matriz fundamental de [H].

El siguiente teorema nos asegura que conocida una matriz fundamental W(t) el
sistema [H] estéa resuelto (aunque no nos dice como calcularla).

Teor 1.1 i1 El conjunto V de soluciones de [H] es un espacio vectorial de dimensién 2

1i] Una matriz fundamental W(t) es no singular para todo tOl.
iii] El conjunto {x,,X,} constituye una base de V y por tanto la solucion
general de [H] es:

X=c, X, +C,X,=W(t)c, con c:glg arbitrario.
2

i] Es inmediato comprobar que cualquier combinacion lineal de soluciones de [H] es
también solucién. Veamos ademas que son base de V las dos soluciones e, (t) y e,(t)
de [H] cuyos valores iniciales son, respectivamente, (1) y (0) :

0 1)

son linealmente independientes: c,e,(t)+c,e,(t)=0 O c,e,(ty)+c.e,(ty)=0 O c¢,=c,=0.
cualquier solucién x(t) :(§8 se puede escribir como combinacion lineal de ellas:
z(t)=x(to)e,(t)+y(to)e,(t) es solucion con z(ty)=X(to,). Por unicidad es x(t)=z(t) LtOl.

ii] Si fuera |W(s)|=0 para algun sOl existirian b, , b, no los dos nulos tales que
b,x,(s) + b,x,(s) = 0. Entonces x(t) = b,x,(t) + b,x,(t) seria soluciéon con x(s)=0 .
De nuevo por unicidad x(t)=0 y por tanto |W(t)| seria O para todo t de I.

iii] Sean x,, X, soluciones cualesquiera. Si |W(ty)|#0 , dichas soluciones son
independientes: c x,(t)+c,x,(t) =W({)c=0 0 W(t,)c=0 0 c,=c,=0.

Conocida una W(t) podriamos calcular la solucion de [H] con x(t5)=X, resolviendo
el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas W(tg)c=X, que tiene solucién Unica.
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Consideremos ahora el sistema no homogéneo [S]:

Teor 2. j]Si x, es cualquier solucién de [S] y W(t) es una matriz fundamental de
[H], la solucién general de [S] viene dada por x = W(t)c+x,,.

ii] Una solucion particular de [S] es X, = W(t)IW‘l(t) f(t) dt

1] Si W,(t) satisface W, (to)=I (matriz fundamental candnica en t,) la
solucién de [S] que satisface x(tg)=X, €s

_ Uy 1 formula de variacién
X = We()Xo + We(t) Ito We(s) f(s)ds de las constantes ]

i] Sea x cualquier solucion de [S]. Entonces [x—X,] = Ax+f—Ax,—f = A[x—xp] . Por tanto
X=X, = W(t)c para algun c, pues satisface [H]. Toda solucion se puede escribir asi.

] Xp'= W' IW‘lfdt +WWif = Ax,+f pues W'=AW por ser solucion cada columna.

iii] Por i] y ii] es solucion de [S]. Ademas X(to) = W, (to)Xo = I Xo =Xo .

Observemos que si conocemos cualquier matriz fundamental podemos calcular la
canodnica : W,(t) = W(t)W(t,) , pues el producto de W(t) por una matriz constante sigue
siendo fundamental (sus columnas son combinaciones lineales de soluciones y por
tanto son soluciones) y evidentemente es la matriz unidad | en t=t,.

Conocida una W(t) podemos resolver, pues, tanto el sistema homogéneo como el no
homogéneo. Sin embargo sé6lo tendremos un método de calculo de tal matriz
fundamental para el caso de coeficientes constantes que tratamos ahora:

Sean [C] | x'= Ax+f(t) | y [Ch] | x'= AXx | , con A matriz constante.

_ . . 1
[Recordemos que la exponencial de una matriz B se define eB=1+B+ 582+ .. , que
para toda matriz B es convergente (sus elementos son series numéricas convergentes),
gue es no singular, que la inversa de eBese™® y que eB*+C=gBeC g; BC=CB]

Teor 3. W, (t) = eA%) es |a matriz fundamental canénica en t, de [Ch]
doac_d AN S d Al 2 A
En efecto, di € T dr ) ki 2 dt K —AZ (k=1)! = Ae

donde hemos utilizado que la serie converge uniformemente y hemos tomado t,=0 por
comodidad. Es, pues, eA =) matriz fundamental ya que entonces cada una de sus
columnas satisface también [Ch]. Ademéas eAlloo)= | con lo que es la canodnica.

El problema de resolver el sistema [C] se reduce, pues, al calculo de la exponencial
de una matriz. Tal exponencial es facilmente calculable a partir de la matriz J de Jordan
asociada a la matriz dada. Aunque en general no lo sea, es facil escribir la forma de
Jordan de A para el caso n=2 que estamos tratando (ver libros de algebra):
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Teor 4.| sean A, A, los autovalores de A [las raices de |A-Al|=0].
Entonces existe una matriz no singular P tal que A=PJP~! donde:
i] Si A;ZA, y v,,Vv, son vectores propios asociados a ellos [ (A—A;l)v;=0 ],
%0, po -
J= o Ar,0Y P= (v1 v2) , matriz cuyas columnas son v, y v, .
ii] Si A;=A,=A y sOlo existe un vector propio v linealmente independiente
0
asociado, J:% )\%y P=(W v), siendo w cualquier vector con (A-Ah)w=v.

iii] Si A;=A,=A y existen dos vectores propios linealmente independientes
asociadosa A, A es ya diagonal.

La e”Alesta relacionada con la eJt de la misma forma que la A lo estaba con la J:

@ AKiK _ @ pgkp-lik -1 Jip-1 k 1 1 k-1
=S T PZl 1= peltp-l | pues AL=(PIPY)...(PIP=PIP

y la e’tse calcula facilmente:

A
sig=0* °0 ) otz E’r LB 0R, et SOe = top
0 A,0 "Ho a7 2!Do 0t o el

e M
i _ﬂ‘ OD_@Oﬂ)OD_ t — oDt Nt — 0 d)o _EJr ODM
SII=H ,0 B \OE g DN, e’t=ee Ho eM B0 oo L0e

De lo dicho para coeficientes constantes y de la férmula de variacién de las constantes
obtenemos la siguiente expresion para la solucion de [C] que satisface x(to)=Xo:

t
x = Peltolp~ty, +p [ P ti(s)ds

donde todas las matrices que aparecen son calculables. Observemos que los A pueden
ser complejos, asi como las matrices P y €, pero si A es real han de ser reales la
matriz fundamental €At y la solucion x.

X'= 2X+y
y'= 3x+4y+et 0 Sea, X_E% Elf(JrEe tg XO)= ( )
[Sabemos que dicha solucion es Unica y que esta definida para todo tde R]

Ej 1. Resolvamos

con

5t
_ =2 =0 ti To = = - @ O oJt— 3 OD
|A—=Al| = A*=6A+5 =0 tiene por solucion A=5 y A=1. Portanto J = D 100 e = et

(A=5I)v=0 _ v= (é) L (A=lv=0 - v= (_11) nP= (; _11) npl=l (3 i 1) . Asi que
©=262) 6 (1 1) 0 DE(TIE) (1) (3) e

_1 e5t—et 95t_4SdSD 1 f5edt-5el—4tel
4 3e5t+et ftds 16 \15edt+et+4tet
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Deduzcamos de todo lo anterior resultados para ecuaciones lineales que, como
vimos en la seccion 2.1, se pueden considerar como un caso particular de sistemas.

Consideremos [e] | x"+ a(t)x'+ b(t)x = f(t) |, cona, by fcontinuas en .

Sabemos que entonces existe solucion Unica definida en todo el intervalo | para cada
par de datos iniciales X(tg)=Xo, X'(ts)=Xo' Si to[l. Haciendo x'=y obtenemos el sistema

Ox = Yy . , . . X\ _ X
Ey':—b(t)x—a(t)y +(t) cuyas soluciones seran funciones vectoriales (y) = (X) :

Este sistema estd resuelto conociendo una matriz fundamental, para lo que basta
conocer dos soluciones X, y x, de la ecuacion homogéna asociada a [e] (pues la fila
inferior de la matriz estara formada por las derivadas de X, y x, ) tales que el llamado

determinante wronskiano de x; y x, | |W|(t) = ZH sea no nulo en algun s de .

1X2

La solucion general de [e] serd entonces la primera fila de W(t)c + W(t)_[W‘l(t) (f?t))dt .

1 () —Xx(D _ _
Como W™(t) = Wi %X © x (t)E’ unas pocas operaciones nos llevan a:

Teor 5.|i] Si x, y X, son dos soluciones de la ecuacion homogéna cuyo
determinante wronskiano es no nulo para algun s de | 'y x, es cualquier

solucion particular de [e], la solucion general de [e] es X = ¢;X; + C, X, + X,

ii] Una solucion particular de [e] es Xp= X IIWI _I|W|

[formula de variacion de las constantes]

El calculo de las dos soluciones en términos de funciones elementales se podra
realizar si los coeficientes son constantes y en pocos casos mas (en el capitulo
siguiente se vera como resolver cualquier solucion de la forma [e] por medio de series).

Resolvamos la ecuacién con coeficientes constantes [c] | x"+ ax'+ bx = f(t)
Llamemos [ch] a la ecuacién homogénea (f=0).

: : : 0 1 ., -
La matriz del sistema asociado es A= (_b _a) , de ecuacion caracteristica | A2+ax+b=0

(se llega a esta ecuacion probando en [ch] soluciones del tipo e, método mas clasico).

Como los elementos del vector real Pe’tP-c, solucién general del sistema homogéneo,
estan formados por combinaciones lineales arbitrarias de los elementos de la matriz eJt,
la solucion general de [ch] es: Si A £\ A Aot

, reales , x=c,eMc,e
Si A doble (real) , x=(c,+c,t)e
Si A=p+qi , x=(c,cosqt+c,senqt)eP!

eMt o O pt i
pues e’! es, en cada caso, H De)‘t [ (cosqt +isenqt) 0 N

o elat O 0 eP(cosqt—isenqt)[]
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Para la busqueda de la solucién particular de la no homogénea disponemos siempre
de la férmula de variacion de las constantes, pero en muchas ocasiones sera preferible
el método de los coeficientes indeterminados que describiremos en la proxima seccion.

Ej 2. Resolvemos | x"-2x'+x = 6te! con x(1)=x'(1)=0

A°—2)\+1=0 tiene la raiz doble A=1, luego la solucién de la homogénea es x= (cl+czt)et

C W(t Da te! g2t _ gpel ettetdt 6ot [ gt = et
omo |W|(t) = (t+1)etD . Xp= 6t o dt — 6e [~ 5 dt =t°e

la solucién general de la no homogénea es x=(c,+ c,t)et + et .

X(1)=[c,+c,+1]e=0 D

_ 3
x(1)=[c,+2c,+4]e=0g ~ X=(2-3t+7)el.

Imponiendo las condiciones iniciales:

Aungue sea un mal camino, repasemos las matrices resolviendo el sistema equivalente

O X'=y " 01) 09 o _(o)

By':_x+2y+6tet ,0s€a,  X= (—1 2 - Bte' X(1)=\o) -

Como A=1 doble e’t= (i 2) el

(nunca la matriz de un sistema proveniente de una ecuacion puede ser diagonal).

. : 1
El dnico (salvo producto por un escalar) vector v asociado al A=1 doble es v=(l) .

Escogemos w tal que (j 1) w =v, por ejemplo W:(O) - P:(o i) - F"1=(Il é)

0N sl 1 O\/-1 Dt—3t+2Dt
y por tanto X—(1 1)I1e (t—s 1)(1 )E(Sse {+3t?—3t+10°

cuya X esladeantesycuya y esladerivadadela x.

Aungue no es practico pasar de ecuaciones a sistemas si lo es, en cambio, convertir
un sistema dado en una ecuacion , sobre todo si los autovalores son complejos:

Ej 3. | X'=x*+2y x(@=1} _ . Jt_@[C052t+|sen2t] 0 0
y'= —2x+y y(0)=1 =zl - e O 0 e'[ c o s2t-isen2t]U

11 1_-1 _ palt @[cosZHsenZt]D
y es pesado calcular P = ( ) P ( )y x =Pe P’ () {cos2t-sen21]0

Sin embargo, derivando la primera ecuacion: x"= x'+2y'.
Sustituyendo la y' de la segunda: x"= x'—4x+2y .
Sustituyendo ahora la y despejada de la primera ecuacion:
X" = X'—4x+X'—X - Xx"-2X'+5x =0 de solucién general x = (c,cos2t+c,sen2t) et

Imponiendo los datos iniciales: x(0)=1, x'(0)=x(0)+2y(0)=3 obtenemos el primer
elemento x del vector solucidn; que sustituido junto con su derivada x' en la
primera ecuacion nos proporciona el y de la solucion.
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Consideremos otros tres casos, ahora con coeficientes variables, de ecuaciones
lineales de segundo orden [e] que son resolubles por métodos elementales.

Ecuaciones de Euler: [u] | t?x"+ atx'+ bx = h(t) |, t>0

s.ox _1dx dile[dix_%
"dt “tds ' dt2 ~ t2lds?2 ds!

la ecuacion [u] se convierte en la ecuacion lineal con coeficientes constantes

Haciendo el cambio de variable independiente t=e®

d +(a—1) +bx h(e%) de ecuacion caracteristica | A2+(a—1)A+b=0

Como conocemos las soluciones de la ecuacion homogénea para esta segunda
ecuacion, deshaciendo el cambio ( s=Int ), tenemos que la solucién general de una
ecuacion de Euler homogénea es:

Si AZA, reales , x = cltAl + czt)‘2
Si A doble (real) , x = (c,+c,Int) t}
Si A=pxqi, x = [ c,cos(q Int)+c,sen(qgInt) ] tP

(observemos que la "ecuacion caracteristica" de una ecuacién de Euler seria la que
obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma t}).

Para hallar la solucién particular de la no homogénea dispondremos siempre de la
férmula de variacién de las constantes con f(t)=h(t)/t?> (y para la ecuacién en s del
método de coeficientes indeterminados que veremos, si h(e®) es del tipo adecuado).

Ej 4. Hallemos la solucién general de | t?x"+tx'—x=t

La "ecuacion caracteristica”" es A>+(1-1)A-1=0 _ A=#1,

con lo que la homogénea tiene por solucién general x:clt+c2t‘1
(valida en este caso para todo tz0) .

0o ig 1 Lyt ety t
Como [WI() =0,  o[F-2"y =" - x -tj t_1dt tf adt=;Int—y

— la solucion general de la no homogéneaes x=c;t+c, 14 ] >lnt
(hemos englobado el segundo término de la solucion particular en c,t)

Si en la ecuacion [e] es b(t)=0 : | x"+a(t)x'=f(t)

el cambio x'=y convierte dicha ecuacion en una lineal de primer orden en vy,
resoluble con la formula del capitulo 1.

(Observemos que el cambio anterior reduce también una ecuacién no lineal en la que
no aparece la x en una de primer orden, tal vez resoluble: x"=g(t,x') - y'=g(t,y) . Este es
unos de los pocos casos de ecuaciones no lineales que se pueden resolver)
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Ej 5. Calculemos la solucion general de | tx"-2x'=tcost

xzy - y'=2+cost - y=c,t?+ [t 2costdt ~ x=c,+C, t+ [ [t°t*cos tdt] dit
integrales que no son calculables elementalmente.

La ecuacion es también de Euler (con a=-2, b=0 y h(t)=t’cost ) y se podria resolver
como el ejemplo 4: A2-3A=0 - A=0,A=3 - x=c,+ c,t>, solucién de la homogénea.

|W|(t) =3t - x=c,+c,t5+ tSIC?OtS} dt — thiStdt , que debe coincidir con la de antes.

Si conocemos una solucion x, de la ecuacion homogénea x"+a(t)x'+b(t)x=0,

el cambio | x =x,Judt | lleva la ecuacion [e] a una lineal de primer orden en u.

(no son, por tanto, necesarias las dos soluciones que exigia el teorema 5; el problema
es que en pocas ocasiones podremos encontrar esa solucion: a veces a simple vista, a
veces tanteando, a veces nos aparecera cuando estemos resolviéndola por series)

En efecto, llevando x, x'=Xx; fudt+x,u y x"=X"fudt+2x,/'u+x,u’ a [e] obtenemos:
X,U'+ (2%, +ax,)u + (x;+ax,+bx,)fudt = f(t) - u'= —(2x,'x,+a)u + f(t) x,*

pues x, satisface la homogénea. El conocimiento de la x, nos permite calcular también
una segunda solucion x, de la homogénea, pues integrando la ecuacion en u con f(t)=0:

u:e_Iadtxl‘2 - xzlefe_Iadtxl‘zdt

Ej 6. Resolvamos | t3x"—tx'+x=1

Evidentemente x, =t es solucion de la homogénea. Para resolver la ecuacion dada
podemos ahora seguir dos caminos diferentes:

1) Efectuar explicitamente el cambio x=tfu , x'=fu+tu , X"=2u+tu’', convirtiendola en
la lineal de primer orden no homogénea t*u'+(2t2~t?)u=1 - u'=(t"?=2t Hu +t7%.
Resolver esta lineal: u = c,t72e ™+ 72e7M[=2ellgt = ¢, 1727 M - 72 -

Deshacer el cambio: y =t (c,+ ¢, [t™2e'dt — [t72dt) = c,t+c,te ™/ +1
2) Calcular una segunda solucion de la homogénea por la formula deducida antes:
_f_+32
x,= tfe J-Od 2 = gt
y calcular una solucion particular de la no homogénea por variacion de constantes
W)= — x,=teMft-2eMdt — tft2dt = t+1

(aunque todo el trabajo con la no homogénea ha sido absolutamente
inatil porque la x, =1 se veia también a simple vista)
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2.3 Sistemas y ecuaciones lineales de orden n. Estabilidad.

Veamos, sin demostracion, los resultados esenciales, analogos a los del caso n=2,
para el sistema general de n ecuaciones lineales:

f11 " 81np f1g i
[S]| x'= A(t)x+f(t) | ,con A=[]: 0, Xx=g'n f=go, Ay f continuasen I.
[@ny - appd Xn O UnD

Existe entonces solucién Unica definida en todo | satisfaciendo x(tg)=Xg si tol.

o¥1(t) -~ Xgn(
Se llama matriz fundamental a una W() = g : [ cuyas n columnas son
D(nl(t) Xnn(t)D

soluciones de la homogénea x'= A(t)x y tal que |W(ty)|#O0 .

Teor 1.

La solucion general de [S] es x = W(t)c + W(t)J’W‘l(t)f(t)dt

De nuevo conocida una matriz fundamental el sistema esta resuelto, aunque su célculo
se complica, incluso en el caso de coeficientes constantes:

Sea [C] | x'= Ax+f(t) |, con A matriz constante .

Teor 2.

t
La solucién de [C] con  X(tg)=X, es x = e to) x  + I e =S) f(s) ds

Pero ahora no es facil el calculo de eAt, pues en general las matrices J y P son dificiles
de calcular (ni siquiera, normalmente, podremos hallar de forma exacta los autovalores
de A). Veamos, simplemente, el caso sencillo en que J resulta ser diagonal:

Teor 3. [g; hay n vectores propios v,,...,v, linealmente independientes (asociados a

™M o - o []
Aot
0 2 0
Au...\, ), entonces eAt=p [Jo e ~1 con P:(vl oV )
n D: . n

[Jo o - et []

(esto sucedera, desde luego, si los A; son raices simples de la ecuacion caracteristica,
pero también puede ocurrir aunque haya autovalores multiples; si hay menos de n
vectores propios la J no sera diagonal y apareceran términos de la forma t" en la matriz
exponencial; como siempre, dicha matriz sera real, aunque los A; puedan ser complejos)

En la proxima seccion, gracias a la transformada de Laplace, podremos resolver
estos sistemas, incuidos los de J no diagonal, sin usar matrices.
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X'=xX+2y
Ej 1. Hallemos la solucién general de |y'=2x+2y+2z| o sea, x'= %

NDNN

0
[
a0

z2'=2y+3z

Los autovalores y los vectores propios asociados son

D22

A=—1- vV %ule, A=2- vV leH A=5. v H y, por tanto, P EZ—% gH

Para el calculo de la solucién general no es necesario el calculo de la P

0
x = W(t)c = Pe’PPlc = P qo 2t o c*=c,e™!

oo 2 2
N 2t 0 O 5t 30
20+ c.ec H1L =+ c.e

Oo o o5t &H " A" %H

Sea ahora [e] | xM+a ()x" D+ . +a, (t)x'+a,(t)x = f(t) | con a;, f continuas en I.

Tiene solucién Gnica definida en | satisfaciendo X(t,)=X,,....x" (t,)=x,"Y , si to0l .

Teor 4.

Si los coeficientes son constantes: [c] | L[x] = xX™M+a;x("V+. . +a, ;x'+a,x = f(t)

Si X4q,..,X, son n soluciones de la homogénea tales que su wronskiano
0 Xy oo X, 0
W|(t) =0 . 0O esno nulo para algun sCl'y x,, es solucién de [e],
X (n-1) X (ﬂ—l)D
Y LX,
la solucién general de [e] es X = C1Xg+...+CXy+X,

para resolver la homogénea basta hallar las raices de una ecuacion de autovalores :

Teor 5.

Supongamos que A"+a, A"+, +a, ;A+a,=0 tiene m raices reales Aq,.... A\,
de multiplicidades rq, ..., r, Yy 2k raices complejas p;*iqq, ..., Pcidy
de multiplicidades s, ..., S [r+..+ ry+2(s;+...+s,) =n]. Entonces

frlght cehmt Tl gAmt

. t51—1 eplt

e)\lt

ePteosqyt, e

ePtcosq,t, ePsenqyt, ..., t cosqt, t

son n soluciones linealmente independientes de L[x]=0

Sq-
1t t 1lep1t

Sk-1 epkt

senqt, .. cosqt, senqgt, ... :

kt Sk-1 epkt

sen gt

Ej 2. | x'—4x"+3x'=0 | tiene por ecuacion caracteristica A°—4A%+3A=0 ,

cuyas raices son A=0, A=1 doble y A=—1#i/2 , con lo que su solucién general es

X = ¢;+ (Cp+cat) et + (c4cosV 2t+csseny/ 2t) et

Para resolver la no homogénea no disponemos ahora de una férmula sencilla para el
calculo de la x, a partir de las soluciones de la homogénea (aunque como ultimo
recurso podriamos resolver el sistema equivalente mediante matrices). Pero si la f(t) esta
formada por sumas y productos de polinomios, exponenciales, senos y cosenos
podemos acudir al método de los coeficientes indeterminados descrito en el
siguiente teorema:
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Teor 6. | ] Si f(t)= e)‘tpm(t) , CON p,,, polinomio de grado m, y A no es autovalor de
[ch] existe una solucion particular de [c] de la forma X,= e“Pm(t) , donde
P, es otro polinomio de grado m cuyos coeficientes se determinan
llevando X, a [c]. Si A es autovalor de multiplicidad r existe X,= tre)‘th(t)

1] Si f(t) = ePt [p;(t) cos gt + q,(t) senqt] con p; y gy polinomios de grados |
y k, y pzxig no es autovalor de [ch] existe solucion particular de [c] de la
forma x,= ePt [Py(t) cosqgt+ Q(t) senqt] donde P,, y Q,, son polinomios de
grado m=max { j,k}, cuyos coeficientes se determinan llevando X, a [c]. Si piq

es autovalor de multiplicidad s existe x,= t%eP'[P(t) cos qt + Qp,(t) sen qt]

iii] Si (t) = f,(O)+.+,(t) y Lix]=f(t) entonces L[xy+.+X,] = f(t)

Ej 3. Hallemos, por este método, las soluciones particulares de los ejemplos 2 y 4 de la
seccion anterior ya calculadas con la formula de variacién de las constantes:

x"-2x'+x=6te' | Como A=1 es autovalor doble de la homogénea hay solucién de la
forma x,=t%e[At+B] - x,=e'[At*+(B+3A)*+2B1] - X" =e'[At*+(B+6A)t*+(4B+6A)t+2B]
Llevandolas a la ecuacion tenemos [6At+2B]e'=6te' - B=0, A=1 - x,=t%€'

t2x"+tx'=x=t | Teniamos que A=+1 . Como no tiene coeficientes constantes no
podemos aplicar directamente el método de coeficientes indeterminados. Pero como
sabemos que al hacer t=e° la ecuacion se convierte en x"—-x=e® _, existe para esta

. . i t
ecuacion xp:AseS ~ existe x,=AtInt para la ecuacionent - x,= 5Int ya calculada.

Ej 4. Calculemos soluciones particulares de | x"+x = f(t) | para diferentes f(t).
Sus autovalores son A=xi (su solucion general es, pues, X=C1COSt+CiSen t+Xxp)

Si| f(t) = e'cost | existe x,=e'(Acost+Bsent) ~ (A+2B)cost+(B-2A)sent = cost

A=

gl

_2 _atel 2
,B=5 - Xx,=e (gcost+gsent)

Si| f(t) = cos?t aparentemente no podemos utilizar coeficientes indeterminados,

pero como cos?t = % (1+cos2t) - existe x,= A+B cos 2t+C sen 2t - xp:% —% cos 2t

Si| f(t) = (cost)‘1 tenemos que acudir a la formula de variacion de las constantes:
IWOI=1 - x,= sent_[cost (cos t)‘ldt - cost_[sent (cos t)‘ldt =tsent+ cost In(cost)

Ej 5. Resolvamos xV+4x"+8X"+8X'+4x=4t con Xx(0)=—1,x'(0)=0,x"(0)=0,x"'(0)=2

Como A=0 no es autovalor existe x,=At+B - x,=t-2 ; lo dificil es calcular los
autovalores que, de hecho, son A=—1+i dobles, por lo que la solucion general es

X= (cqt+Cot) e tcost + (cgtcyt) elsent+ t-2 - imponiendo ahora los datos iniciales y
resolviendo el sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas obtenemos x= e lcost+t-2.
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Tratemos ahora la estabilidad de las soluciones del sistema [S]. Suponemos que A
y f son continuas en I=[t,,00) con lo que todas las soluciones de [S] estan definidas para
todo t >ty . Si W(t) es cualquier matriz fundamental y x(t), x*(t) son dos soluciones

[ x®-x*@) [| = [ WOW o)X (to)x*(to)] [ < K[| W) || || x(to)-x*(to) ||

(sean cualesquiera las normas utilizadas, pues todas son equivalentes; por ejemplo,
tomando como norma de W(t) la suma de los valores absolutos de sus elementos ).

Por tanto, a semejanza de los que ocurria en las lineales de primer orden, se puede
hablar de la estabilidad del sistema [S] pues, como se ve, todas sus soluciones tienen la
misma estabilidad: seran estables, asintdéticamente estables o inestables
dependiendo de que, respectivamente, la norma de una W(t) esté acotada, tienda a
0 cuando t-o0 0 nNno esté acotada . También se tiene como alli que la estabilidad no
depende de f(t) y que, por tanto, cualquier solucién tiene la estabilidad que tenga la
solucion trivial x=0 como solucion de la homogénea.

Para el caso de coeficientes constantes se tiene entonces el siguiente resultado:

Teor 7. Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, el sistema
[C] es asintéticamente estable

Si todos los autovalores de A tienen parte real menor o igual que O
y para cada A de multiplicidad m con Re A=0 existen m vectores
propios linealmente independientes, el sistema [C] es estable

En los demas casos, [C] es inestable

[los elementos de W(t):eAt son exponenciales eM tal vez multiplicadas (si la J no es
diagonal) por polinomios en t ; si Re A<0 cada uno de estos elementos, y por tanto la
norma de la matriz fundamental, tiende a O cuando t- o ; sihay A con Re Ax=0y la J es
diagonal hay términos que son constantes, Senos 0 cosenos y permanecen acotados; si
hay algin A con Re A>0 o0 si los términos provenientes de A con Re A=0 estan
multiplicados por polinomios la norma de la matriz no esti acotada]

Asi pues, la parte real de los autovalores nos informa sobre la estabilidad de un
sistema (y por tanto de una ecuacion) de coeficientes constantes. Pero el problema es
gue si n>2 los autovalores normalmente no son calculables (sin acudir a métodos
numeéricos). Sin embargo, el siguiente teorema (criterio de Routh-Hurwitz) nos precisa,
sin necesidad de determinar los autovalores, cuando hay estabilidad asintética.

Teor 8.1 Sea P(\)=A"+a,\"1+..+a, A+a,
i] Si algun a<0, existen raices de P(A) con parte real mayor o igual que 0

1 0 0 0 -0
1 OD

B . . [Esazall o - D
ii] Consideremos la matriz nxn: B = —as a, a3 a, a; 0

H)ooooo:;\n%

Entonces todos los ceros de P(A) tienen parte real negativa si y s6lo si son

molpg B2t )0
positivos los n determinantes |a,| , (. a,[] " [(Fsd a1 ], ..., |B]
3“2 La; a, ag
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Ej 6. Aunque no hubiésemos sabido hallar los autovalores del ejemplo 5 podriamos
determinar su estabilidad. Se tenia A*+4A3+8\3+8\+4=0 . Construimos:

Q?looﬂ 1 1OD_
= 841 D: 8 4 =
B %332% Como 4, 0 s[] 24,%48D-128, |B| =512

son todos positivos la ecuacién es asintéticamente estable.

Ej 7. La ecuacion XV+5xV+6xV+7x"+2x'+3x=0 | no es asintéticamente estable
(aunque no podamos saber si es estable a secas o inestable) porque en su ecuacion
caracteristica es 0 el coeficiente de A°.

Ej 8. | xV+5xV+6xV+7x"+2x"=0 | tampoco es asintdticamente estable. Pero como

A=0 es autovalor doble la solucion es de la forma c,+C,t+C,X;+C,X,+C X +CeX, VY la
ecuacion es inestable pues no esta acotada la matriz fundamental formada por esas
6 soluciones y sus 5 primeras derivadas (para las ecuaciones siempre es facil, sin
calcular vectores propios, ver lo que ocurre si hay A con Re A=0)

Ej 9. | x"+2x"+4x'+8x=sen(t-7) | , de ecuacién caracteristica A3+2A\?+4A+8=0 , no

intoti te establ B—%igﬂ 2 D'Lg B1=o0
es asintéticamente estable pues Pl AT , |B]=

En este caso podemos hallar los autovalores: A=x2i , A=—2 Yy comprobar que la
ecuacion es estable, aunque no asintéticamente (los de Re A=0 son simples)

. DO 0 1 ] . . . ;o 3 2
Ej 10. | x'= -3 -1 -2 HX tiene por ecuacion caracteristica A°+A“+2A+3=0. No es
010

intoti te establ B—%”D 1>0 ? 100 |BI<0
asintéticamente estable pues =g2lg- , pero .3 , |B]

No hay forma facil de calcular los autovalores. Veamos si los hay con Rex=0: A=%qi .
Debe ser iq(2—q%)+(3—g%)=0. Como esto no es posible para ningln gy sabemos que
debe haber A con Re A=0 -, existen A con Re A>0 - es inestable.

Ej 11. t3x"—tx'+x=1| (ejemplo 6 de 2.2)
Es lineal, pero no tiene coeficientes constantes. Pero como vimos que la solucion de

-1/t
—1/ Ot te O
cuya

norma es, evidentemente, no acotada. La ecuacion es inestable.

la homogénea era x=c,t+ c,te™", una matriz fundamental es
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2.4 Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién continua a trozos en [0,0). Se llama transformada de Laplace
de f alafuncion Lf=F definida por

F(s) = I:f(t)e‘Stdt para todo s tal que la integral converge.

Enunciamos, con pocas precisiones teoricas y sin demostraciones (la mayoria son
simples ejercicios de integracion), algunas de sus propiedades.

El operador L: f — F es claramente lineal. Dada una F(s) puede que no exista una
f(t) tal que L[f]=F , pero si existe hay una Unica f que es continua. Podemos, pues,
definir el operador L1 F - f. A L7F]=f le llamaremos transformada inversa de
Laplace de F. Esta claro que también L™ es lineal.

Lo béasico para resolver ecuaciones es el hecho de que la L transforma las derivadas
de una x(t) en una expresion en la que no aparecen las derivadas de X(s) :

Teor 1. | L[xM()]=s"X(s) - s"*x(0) — s"2x'(0) — ... — x("D(0)

Necesitaremos también conocer la transformadas de las siguientes funciones:

Sn+l +a2

Teor 2. =1L . |_[eat]:sf—a1 ; Llsenat]= 5% ; L[cosat]= 5

Y las siguientes reglas para calcular otras transformadas a partir de ellas:

Teor 3. | L[e*f(t)] = F(s—a) , L[t"f(t)] = (-1)"F"(s)

La transformada de un producto no es el producto de las transformadas. Pero se tiene:

Teor 4.1 se llama convolucién de fygalafuncién fxg (1) =J'Otf(t—u)9(u)du :

Se tiene que fxg =g*+f yque L[f*g]=L[f]L[g]

Especial interés posee la L para resolver ecuaciones en las que aparecen funciones
discontinuas, como la funcidén paso u,(t) , definida como

1Y=---- —
10 si t<a P Uy

u,(t) = 0O ) :

a() 01 si t=a ol Y

o la “funcion” delta &(t—a), cuya definicién rigurosa exigiria acudir a la teoria de
distribuciones, pero con la que no es dificil trabajar formalmente.
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La d(t—a) se puede definir intuitivamente como el "limite" cuando n tiende a o de

Este objeto matematico tiene las propiedades:

Dn si tO[a—-1/2n,a+1/2n] ——
DO en el resto

fa() =

dt-a)=0 si t#a; S u,t)=3(ta) ;

3(t-a)

Df(a) si al[b,c]

,rb f(t) o(t-a) dt = D 0 si al[b,c]

De estas definiciones se deduce facilmente:

Teor 5.

1
s €

s. a>0: L[ug(t)] ==e3 | L[3(t-a)] =

Por dltimo necesitaremos:

Teor 6.

L{ua(®) f(t-a)] = e™*° F(s) , a>0

Con estos resultados es posible resolver un gran nimero de ecuaciones y sistemas
lineales con coeficientes constantes (aquellos en que el término no homogéneo
esté escrito a base de polinomios, exponenciales, senos y cosenos; es decir, los
mismos en que se puede aplicar coeficientes indeterminados). Aplicando el operador L
convertiremos el problema diferencial en otro algebraico. Resuelto éste se tratara
simplemente de calcular alguna transformada inversa.

Ej 1.

xV+4x"+8X"+8X'+4x=4t con X(0)=-1,x'(0)=0,x"(0)=0,x"'(0)=2

(ejemplo 5 de 2.3)

Aplicando L a ambos miembros y utilizando su linealidad tenemos:
LIXV+AL[X"T+BLIX+BLIXT+ALX] = s*X+53-2+453X+452+85°X+85+85X+8+4X = 5 = L[41]

—s°—4s5"—8s°—65?+4
s2[s*+4s3+852+8s+4]

Despejando, X =

4

Ahora para calcular la L™1[X] descompondremos en fracciones simples.
Necesitamos calcular las raices del denominador (y para ello debemos poder
resolver la ecuacion caracteristica de la ecuacién, que en general, como en este
ejemplo, ser& un factor de dicho denominador). La descomposicion es:
—s°—45%—8s°—6s’+4 A B = Cs+D Es+F 2 1 s+1

$2[s2425+2]2 s T2 sZ+2s+2 T [sP+2s+22 T s T 52t sZ42s42

una vez resuelto el largo sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas. Para la Gnica L™}
no inmediata, completamos el cuadrado del denominador y utilizamos el teorema 3

- s+1 _ s+1 e
1[ s%+25+2 =L 1[ (3+1)2+1] e'L 1[ 2+1] e'cost

Por la linealidad de L™ tenemos por fin: x = L™[X] =-2 +t+ e 'cost

[con la L hemos calculado la solucion del problema directamente, ahorrandonos el

proceso de calculo de la solucion general,

de una particular y la determinacién de las

constantes arbitrarias a partir de los datos iniciales; a cambio, hemos tenido que sufrir la
descomposicién en fracciones simples]
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_ 2
x'=2y—2e?! x(0)=0 sX=2Y-¢

y'=—2x+4y-2 y(0)=1

_Sy. 1 _ 8
- YEp Xt - X5 (s-2)%s

Ej 2.

—

SY-1=—2X+4Y-2

(3_82)35 = §+%+(S_CZ)2 +(SI_DT)3 se obtiene A=-1, B=1, C=-2, D=4
1 aty -1 1 at tk_l

(s 1T Tk = gy,

Podriamos calcular x mediante una convolucién pues X es el producto de dos

transformadas conocidas: t
LX) = 4 LML 5] = 4 10 e = 4 [ u? e du

Descomponiendo

Por tanto x= —1+e?'-2te’'+2t%e?' | puesto que L[

[normalmente este segundo camino no es viable y seré preferible, aunque lo sea, la
descomposicion en fracciones simples; deberemos acudir a la convolucién para invertir
fracciones simples cuyos denominadores sean polinomios de segundo orden, sin raices
reales, elevados a un exponente]

. X
Una vez calculada la x podemos calcular la y a partir de : y = e®+ 5 = e+ 2t%e?t,
También podriamos (aunque usualmente es mas largo) hallar la Y y calcular su

transformada inversa. En nuestro caso: Y = 3%2 + (Sf2)3 y se llega a lo mismo.
Ei 3 . _f _|]6tsi0$t<1 0)=—1 x(0)=3 x"(0)=—6
j 3. | xtx=f=0, o conx(0)==1,x(0)=3,x"(0)=-

Para calcular la L[f(t)] = 6 L[t —t uy(t)] podemos aplicar el teorema 3 o el 6:
—S
L[tus] = —% [Lug] = —% [e?] = e—s[sl +§] 6 L[(t=1)us+uq] = e SL[t]+[Luq] = e‘s[sl +§]

3yac2 2 _ 6 -s s+l _—s*+2s3-3s%+6 s 6
+5°—-35+6+ +s-3= &% — > = == "eo0 moo T
y por tanto S°X+s“-3S+6+s“X+s-3 2 6e 2 X (s+1)s? e 4
La descomposicion del primer sumando es — 1 +—32 - —63 + —64 :

S S S S
Para invertir el segundo, del teorema 6 se tiene L‘l[e‘aSF(s)] = uy(t) f(t-a), con lo que:

L] =6 - e 51 = u) (-1)°

si t<1

3
] _ 2 .43 3 _Ht-1)
Asipues, x =-1+3t-3t° +t* - uy(t) (-1)° =0 ™ 757 -

Resolvamos el problema de otra forma totalmente diferente. Hallamos la solucion
general x;, parat<l [f(t)=6t] y x, parat=1 [f(t)=0] y utilizamos el hecho de que como
f es una funcion integrable la solucion va a tener dos (pero no tres) derivadas
continuas en t=1 (resolver una ecuacion de tercer orden viene a equivaler a integrar
tres veces; no sera pues, estrictamente hablado, solucion en t=1).

En el primer intervalo x,=At?+Bt® - xp= t3-3t> - x,= ¢, +C,t+c,e +t3-3t2

Imponiendo los datos iniciales en 0 se obtiene ¢,=-1,c,=3,c,=0 - x,=(t-1)3, t<1.

La solucion general a partir de t=1 es x,= c,+c,t+c,e™.

No tiene sentido aplicarle los datos iniciales en 0. Pero por ser de clase 2 los valores
de x, X' y X" a la derecha de t=1 han de coincidir con los que da x: a la izquierda.

Imponemos pues a X, que X,(1)=X,(1)=0, X,'(1)=x,'(1)=0 ,X,"(1)=X,"(1)=0 - x,=0, sit=1.
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_1e”®

Ej 4 Xv:—x+e—16(t—1) X(0)=0 sX=—X+e le=s = e o1

. L - R 3 . .
y'=x-y y(0)=1 sY-1=X-Y ve b o4 o-1e

s+l (s+1)?

L gpl=et LY o] =te — L? S 1= we L (S+1)2] = i) (t=1)e

m sit<l e ! sit<l
y=e+uy(t)(t-1)e =

— —t _
. = =0 . = )
x=u(t) e e lsit>1 et si t>1

(observemos que la x ha salido discontinua en t=1 como debia ocurrir para que su
derivada pudiera ser una & ; rigurosamente no es pues solucién en ese punto).

Resolvamos el problema por otros caminos. Como la matriz del sistema ya esta en
forma de Jordan

0= Q) (4 ) ()= (2) (S e

la integral es 0 si t<ly ((t—l)el—t) si t=1, portanto: x = (e—t) Si t<1, x= (te—t) si 21.

Mas formas de resolverlo sin transformadas. La primera ecuacién so6lo contiene X.
Podriamos haberla resuelto directamente de una de las dos siguientes formas:
Como la solucién es x=c,e™ tanto para t<1 como para t>1y la x debe tener en
t=1 un salto de altura e~* para que al derivarla aparezca la e 13(t-1):
X(0)=0 - x=0 sit<l - x(17)=0 - x@1*)=e! - x=e! sit>1

Aplicando la férmula de variacion de las constantes para ecuaciones de primer
orden (la cosa funciona, aunque la demostramos para funciones continuas):

t o0 sit<1
x=¢€ Ioe €70~ ds = L tele-lopt g 121

Llevando esta x a la segunda ecuacion: y'=—y+u;(t) e que podemos resolver:
y=c,e'sit<lcony(©0)=1 - y=e'sit<l - y@a)=e!
yp=Ate™ _ y,=te™' - y=c,e”+te™" sit>1 con y(*)=e~! (y continua) - y=te™'sit=1
He ' sit<l

- — — t —
O bien: y=e™ +e t.[oese TU(S) ds = Ee“+e_tjt1ds: te~'si t=1
0 >
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2.5 Soluciones periodicas de ecuaciones lineales

Consideremos el sistema [S] \ X'=A(t)x+f(1) \ con Ay f continuas y de periodo T [ es
decir, A(t+T)=A(t) ; f(t+T)=f(t) ] (sus soluciones son Unicas y estan definidas para todo t ).

Teor 1. X(t) , solucién de [S], es de periodo T = x(0)=x(T)

La O es trivial. La otra implicacion no es cierta, evidentemente, para funciones
cualesquiera, pero esa condicion es suficiente para las soluciones del sistema [S]:

Sea X(t) solucion de [S] con x(0)=x(T) .Entonces z(t)=x(t+T) es también solucién [ pues
Z'()=x"(t+T)=A(t+T)X (t+T)+H (t+T)=A(t)x (t+T)+f (t)=A(t)z(t)+f(t) ] y satisface z(0)=x(T)=x(0) .
Por unicidad, z(t)=x(t+T)=x(t) paratodo T.

Teor 2. | EI sistema homogéneo tiene como Unica solucion T-periddica la trivial
x=0 < el sistema [S] tiene una Unica solucién T-periddica

Sea x(t)=W(t)c+x,(t) la solucién general de [S]. Por el teorema 1, x(t) es T-periodica si y
solo si- [W(0)-W(T)]Jc=x,(T)—x,(0) . Este sistema algebraico tiene solucion unica si y
s6lo si el sistema homogéneo [W(0)-W(T)]c=0 tiene sdlo la solucién c=0 y esto
equivale a que el sistema homogéneo tenga sélo x=0 como solucion T-periddica.

Si el sistema homogéneo tiene otras soluciones periddicas la situacion se complica.
Para precisar lo que ocurre es necesario conocer las soluciones del homogéneo, lo que
en general no se puede. Nos limitamos a considerar dos casos particulares:

Sean [1]| x'=a(t)x | y [2]] x'=a(t)x+f(t)

Teor 3.

,cona y f continuasy de periodo T.

1] [1] tiene como unica solucion T-periddica la trivial = J'O a(tdt 0

T
ii] Si [1] tiene todas sus soluciones T-periddicas [J’O a(tdt = O] [

T _
a Si [ye fo awa f(s)ds=0 todas las soluciones de [2] son T-periédicas
b] Si la integral no es 0, ninguna solucion de [2] es T-periddica

t
T
i] x(t) = celo® es T-periddica paratodo ¢ = x(T)=x(0) = J'O a(t)dt =0
Si esta ultima integral no es 0 la Unica solucién periodica se tiene para ¢=0 .
T T T s
ii] x(t) solucién de [2] es T-periddica = x(T)=x(0) = x(0)[1—el0?]= elo? [o eJo?tds,
de donde se sigue inmediatamente el resultado del teorema.

cost

: T . ) : )
Ej 1. x'=e®S+sen3t  Como Ji e®°stdt 20 la ecuacién homogénea tiene sélo la
solucion periddica trivial y la no homogénea tiene una Unica solucién 2r-periodica.

Ej 2. \ x '=ax+f(t) , f(t+T)=f(t) \ Si a#0 tiene una Unica solucién T-periddica.

Si a=0, la homogénea tiene todas T-periddicas (x=c) y la no homogénea x'=f(t) tiene

todas sus soluciones T-periddicas si J’gf(t)dt:O 0 hinguna en caso contrario.
(La primitiva de una funcion periddica es periddica si y solo si su promedio es 0)
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Consideremos ahora [c] | x"+ax'+bx=f(t) | con f continua y T-periddica.

Sabemos por la seccién 2.2 que la homogénea [ch] tiene soluciones peridédicas no
tiviales si y soélo si existen autovalores de la forma A=%q;i :

Sia=0y b>0 (A=xVbi ) la solucion general es x=c,cosVbt +c,senVbt, y todas
las soluciones son periddicas de periodo minimo 21/Vp (no tienen que ser de
periodo T).

Si b=0 (al menos un A=0) la solucién es x = c,+¢c,X, con X, no periodica, y

existen soluciones de cualquier periodo (aungue no todas sean periodicas).

El teorema 2 asegura que [c] tiene una Unica solucién T-periddica cuando [ch] tiene
como unica solucion T-periddica la trivial. Ademas:

Teor 4.| j]Sia=0, b>0 y T=2mAb para algin nON
(todas las soluciones de [ch] son T-periddicas) entonces:

a] Si Igf(t) cosVbtdt :J'g f(t) senVbt dt = 0, toda solucion de [c] es T-periddica
b] Si alguna de las integrales no es 0, ninguna solucién de [c] es T-periddica

ii] Si b=0 (infinitas soluciones de [ch], no todas, son T-periddicas) entonces

a] Si jgf(t)dt:O existen infinitas soluciones T-periddicas de [c] (no todas)
b] Si la integral no es 0, ninguna solucién de [c] es T-periédica

i] La férmula de variacion de las constantes nos da la solucién general de [c] :

?/ib sen?/btj:) f(s) cosVb s ds — Vib cosVb tJ'(t) f(s) senVb sds

Entonces, x(T)—x(0) =- L Tf(s) senvbsds y x'(T)—x'(0)= Tf(s) cosVbsds
Vb 0 0

X =c,cosVbt+c,senVbt+

El teorema 1 asegura que si las dos integrales son 0 cualquier x es T-periddica. Si
alguna no es 0, no hay soluciones T-periédicas.

ii] En este caso, si az0: x=c, +c,e”d + ij; f(s) ds — i e~ (t)f(s) e®ds. Debe ser:
X(T) = X(0) = ¢, [e®™-1] + I [§ f(s) ds — L e[ f(s) e*ds =0
x'(T) — x'(0) = —ac, [e@T-1] + e‘aTIg f(s) e®ds =0
Para que exista c, satisfaciendo ambas igualdades es necesario y suficiente que _l'gf:O.
Sitambién a=0: x=c, +c,t+ t_[(t) f(s)ds —j(t) sf(s)ds . Ahora debe cumplirse:
X(T) = x(0) = ¢, T+ TJ{f(s)ds — [{sf(s)ds =0 y Xx'(T)—x'(0) = [4f(s)ds =0

. . . . . .ol
De nuevo existe ¢, que satisface el sistema (cualquiera que sea c,) siy solo si _[Of:O.
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Ej 3.Si b>0 y a=0 le ecuacion [c] puede describir un sistema muelle-masa con
rozamiento (si a>0) proporcional a la velocidad, sometido a una fuerza externa de
periodo T. El x representa entonces la separacion de la masa de la posicién de
equilibrio. ¢ En qué condiciones es el movimiento de la masa de periodo T?

Si a>0, los autovalores tienen parte real menor que 0, con lo que
la ecuacion no homogénea tiene una Unica solucion T-periodica.
Como hay estabilidad asintética todas las soluciones se acercaran
a la periddica, con lo que, en la practica, se vera al cabo del tiempo
oscilar a la masa con el periodo de la fuerza externa (de hecho,
matematicamente, el movimiento no es periddico, pues, salvo que
los datos iniciales me proporcionen la Unica solucion periddica,
existen otros términos conteniendo exponenciales decrecientes).

Si a=0 (no hay rozamiento), la situacion puede ser mas complicada. Supongamos
por comodidad que b=1 [ la ecuacion es [d] x"+x=f(t) y x=c,cost+c,sent+x, es su
solucion ] e impongamos fuerzas externas periddicas de diferentes tipos:

f(t)=sen>(mt) . Su periodo minimo es 2. Como la homogénea no tiene soluciones de ese
periodo (salvo x=0) hay una unica solucion 2-periédicade [d]. SoOlo para
aquellos datos iniciales que nos den c,=c,=0 obtendremos esa solucion de
periodo 2. Las demas soluciones seran sumas de funciones de diferentes
periodos y no seran periédicas (ni siquiera asintéticamente).

f(t)=cost . De periodo minimo 2. Como las soluciones de la homogénea son todas de
ese mismo periodo es necesario evaluar las integrales:

Tt Tt 2
f)sentcostdtzo , Jicos tdt=0

con lo que [d] no tiene soluciones 21-periddicas. Podemos, en este caso, hallar
una yp por coeficientes indeterminados: x,=t sent /2 , y comprobar que todas
las soluciones oscilan con creciente amplitud (resonancia).

f(t)=eS®" . Periodo minimo 21 Ahora hay que ver si son 0 las integrales:
Jznese”‘sent dt=0 Jznese”‘cost dt=0
0 - y 0 -

La segunda se calcula facilmente: es 0. La otra no tiene primitiva elemental.
Sin embargo analizando la gréafica del integrando (0o numéricamente) es facil
ver que no se anula. No hay por tanto soluciones 2r-periddicas (ni de otro
periodo porque la segunda integral es no nula en cualquier intervalo [0,2k]). Y
en este caso no podriamos hallar explicitamente la solucion (si lo intentasemos
por variacion de constantes nos encontrariamos la integral de antes).

f(t)=sen?t . Periodo minimo T Hay una Gnica solucién de [d] de periodo Tt porque la

homogénea no tiene soluciones no triviales de ese periodo. Como
Tt Tt
J’é sendtdt=0 | J’; sen?tcostdt=0

todas son 2reperiédicas, aunque para afirmarlo no era preciso evaluar esas
integrales: si yp es de periodo 1 todas las c,cost+c, sen t+Xx, son de periodo 21
pues y, también lo es (de modo similar se probaria que si T/2r=m/n es racional,
pero no entero, existen infinitas soluciones de [d] de periodo nT)

f(t)=sen(2t) si tO[2kt,(2k+1)1] , KOZ y O en el resto. Tiene periodo minimo 21t Como

Jznf(t)sent dt :Insen 2tsentdt=0 _[znf(t) cost dt :Jnsen 2t costdt=0
0 0 v Jo 0

la masa se mueve periddicamente para cualquier posicion y velocidad iniciales
a pesar de aplicarle una fuerza del mismo periodo que el libre del muelle.
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3. Soluciones por medio de series

En el capitulo anterior vimos las escasas formas de resolver elementalmente la
ecuacion con coeficientes variables [e] x"+a(t)x'+b(t)x =0 . Este capitulo trata una
forma general de atacarla: suponer la solucién desarrollada en serie de potencias
e introducir esta serie en la ecuacién para determinar sus coeficientes.

Si a 'y b son analiticas siempre se podran encontrar dos soluciones linealmente
independientes en forma de serie por este camino (seccién 3.1): llevando la serie a
la ecuacién conseguiremos expresar todos sus coeficientes ci en funcién de los
dos primeros cp y €1, que seran las dos constantes arbitrarias que aparecen en la
solucion de cualquier ecuacién de segundo orden. Un teorema, que aceptaremos
sin demostracion, nos asegurarad que las series solucion son convergentes al
menos en el intervalo en que ay b lo eran.

Si a y b no son analiticas, pero "poco", también se pueden utilizar series para
resolver [e] de una forma sélo algo mas complicada (es el método de Frobenius de
la seccion 3.2). Calcularemos primero una solucion x; que serd siempre de la
forma t"Y vy posteriormente otra x» linealmente independiente, que unas veces
serd del mismo tipo y otras contendra ademas un término incluyendo el Int . De
nuevo un teorema no demostrado garantizara la convergencia de las series que
vayan apareciendo.

Los célculos de los coeficientes de las series son sencillos (aunque algo
pesados). El problema basico de la utilizacion de series para la resolucion de
ecuaciones es la dificultad de obtener informacion sobre las soluciones obtenidas
(y mas cuando, en ocasiones, no podremos hallar siquiera su término general). Sin
embargo ecuaciones del tipo [e] surgen a menudo en problemas fisicos y las series
son el Unico instrumento para resolverlas. Por eso existen libros enteros (los de
funciones especiales de la fisica) dedicados a estudiar las propiedades de las
series solucion de algunas de estas ecuaciones (las de Legendre, Bessel, Hermite,
Laguerre, Tchebycheff, ...) . Una minima muestra de tales estudios son las
propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Legendre y Bessel que se
tratan, respectivamente, en las secciones 3.3y 3.4 .
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3.1 Puntos regulares

Seala ecuacion [e] | x"+a(t)x'+ b(t)x =0

Se dice que t=ty es un punto regular de [e] si a y b son analiticas en t=tg .
En caso contrario se dice que t=ty es punto singular de [e] .

[Recordemos que una funcion f(t) es analitica en un punto ty si se puede escribir
como una serie de potencias en un entorno de dicho punto. Para que lo sea, debe tener
f infinitas derivadas en tp, su serie de Taylor en ty ha de tener un radio R de
convergencia mayor que 0 y ademas ha de coincidir f(t) con la serie en |t—tp|<R . Se
sabe también que la mayoria de las funciones elementales son analiticas, y se suponen

conocidos los desarrollos de el sent, cost, log(1+t), (1+t)?, ... en torno a t=0 ].

Supongamos que t=0 es regular y llamemos R al menor de los dos radios de
convergenciade a y b.Para |[t|<R se podra entonces escribir:

a(t) = Z a t<, b(t) = Z bt

Si los coeficientes son analiticos, se puede esperar que cualquier solucion de [e]
también lo sea. De hecho se tiene el siguiente teorema que no demostramos:

Teor 1. , . <
Si t=0 es regular, la solucion general de [e] es x = Z Cth = Ccoxg + Cp Xy

donde cgy, c; son arbitrarios y X;, X, son soluciones de [e] que admiten
desarrollos en serie convergentes, al menos, en el intervalo (-R,R).
Ademas, los coeficientes c, (para k=2) , se pueden determinar de forma
Unica en funcion de cy, y ¢4 llevando la serie de x a la ecuacion [e] (con
los coeficientes a(t) y b(t) desarrollados).

[este dltimo desarrollo, desde luego, no sera necesario si a y b son polinomios].

Obtendremos entonces las soluciones en la forma x;=1+2 , x,= t+2 , donde estas
series contendran potencias de t mayores o iguales que 2. Las x; Y X, asi definidas
seran soluciones de la ecuacion satisfaciendo x4;(0)=1, x;'(0)=0, X,(0)=0, X,'(0)=1, con lo
que su wronskiano en 0 es no nulo y son linealmente independientes .

Si lo que queremos es la solucion particular de [e] que satisface x(0)=X, , X'(0)=X,'
(que por ser a y b analiticas existe y es Unica) dada la forma de las series de x; y X,
se tiene inmediatamente que debe ser cy=X, , C1=X,' .

Para estudiar las soluciones de [e] en un entorno de otro t, que sea regular, el
cambio de variable s = t-t; nos conduce a una ecuacion en s para la que s=0 es
regular. Aplicando lo anterior para hallar su solucién obtenemos

X= Z cs¢ , esdecir, x= Z C(t=to)< .

En la practica operaremos como en los ejemplos siguientes:
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Ej 1. (1+t?)x"+2tx'=2x = 0 | , es decir, x"+%x'— 2
1+t 1+t

Las funciones a(t) = 2t/(1+t%) y b(t) = —2/(1+t?) son analiticas en para [t|<1.

[si P y Q son polinomios y Q(0)20, entonces P/Q, simplificados los factores comunes,
admite un desarrollo cuyo R es la distancia al origen de la raiz (real o compleja) de Q
mas préxima,; en el ejemplo el denominador se anula en *i que distan 1 del origen].
Existen, pues, soluciones que son series convergentes al menos en (-1,1). Como las
series de potencias se pueden derivar término a término dentro de su intervalo de
convergencia se tiene si |t|<1:

>x=0

X:Z Cth = coteqt + Cot?+... x':z ket = cp+2c,t +... x":Z K(k-1)C, t2 = 2¢,+...

Llevamos estas series a la ecuacion inicial (lo que es mucho mas practico que
desarollar a 'y b) e intentamos escribir los ¢, en funcion de ¢y y ;.

Z [k(k=1)C,t“ 2 + k(k-1)c, t¥] + Z 2ke, t€ — Z 2¢,t“= 0.

Para que ocurra esto es necesario que el coeficiente de cada potencia de t se anule
(hay que tener cuidado con los primeros términos porque no todas las series
empiezan a aportar términos para el mismo k):

t°:21.0,-2c0=0 - c,=cg
tl:32c3+[2-2]c;=0 - c3=0
2 : k(k-1)Cy + [(k-2)(k-3)+2(k-2)—2]C,p = O

De esta ultima expresion deducimos la regla de recurrencia que nos proporciona

el ¢, en funcion de los anteriores ya conocidos (en este ejemplo, exclusivamente en

funcion de c,_,); factorizaremos los polinomios que aparezcan calculando sus raices:
_ k(-3 _ k3

Haciendo uso de esta regla calculamos algunos coeficientes mas para facilitar la

busqueda de la expresion del término general:

-1 . __1 __ 3. _1 — k¥l _
C4=—3C=-3C , C=—5C=5Cy,... » Cxp=(1"" 5,7 Co, k=12,...
c5 =0 por estar en funcion de c5 que se anulaba. Analogamente c; =cg =...= 0

Por tanto la solucion general es (sobre ¢y y ¢c; no hay ninguna condicién; quedan
indeterminados como aseguraba el teorema):

@ 2k
1 1 t
X= CoXq+CyXp = Co [1+ = 5 th+ 5 . ] + ¢ t=co[1+ E 0 ]+ et
El teorema predecia que las series solucion convergerian al menos en (—1,1). Esto es

lo que sucede. La serie de x; (como se puede ver por el criterio del cociente) tiene
R=1. La "serie" de x, (truncada a partir de su segundo término) converge para todo t.

[Esta ecuacion se podia haber resuelto sin usar series. Era facil darse cuenta de que
X,= t era una solucion, y podriamos haber calculado la x; siguiendo la seccion 2.2:

a2t
x1=tft2ediedt = tft? 1+ dt = ~1-arctant
cuyo desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido por anteriormente].
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Hemos tenido mucha suerte en el ejemplo 1 encontrando una regla de recurrencia
tan sencilla y pudiendo expresar el término general. Esto no sucede siempre como nos
muestra el segundo ejemplo:

Ej 2. x"+ (t-2)x =0, x(0)=2, X'(0)=1

Ahora a(t)=0 y b(t)=t—2 son analiticas en todo R, asi como sus soluciones x = Z cktk .

Llevando x y sus derlvadas a la ecuacion:
Z K(k-1)C, "2 + Z [tk l2c,tk] =

Igualando a 0O los coeficientes de las diferentes potencias de t :
to 2102—2C0—0 — C2:Co

1 = -_1

th:82C3+Cy—26,=0 - C3=—-¢

k-2 . - _ 1
7 k(k-1)C + C3— 2Ck =0 - C=— K(k—1) Cka ™ k(k 1) Ck2 » k=34,

regla de recurrencia de tres términos que suele traer muchos mas problemas que las
de dos.

Escribimos un par de términos mas en funcionde cy y ¢4 :
1

C4: Cl+ CZ CO_EC:L
_ 2 -1 1
Cs=— 20C2+2oc3‘_15C0+3ocl

No hay forma de encontrar la expresion del término general, aunque paso a paso
podemos ir calculando el nUmero de términos que queramos.

La solucion general es entonces:

1

1 1
s+ ]+ [t+3P-

4,15
LU+

x= Co[1+ P2+t ]

Y la solucién particular x = 2 +t +2t? + %t“—ll—o t°+... , serie convergente paratodo t .
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3.2 Puntos singulares regulares

Supondremos en esta seccidn que t=t, es un punto singular de [e] x"+ a(t)x'+ b(t)x=0,
es decir, que o a(t) o b(t) o las dos no son analiticas en t=t,, con lo que no es aplicable el
método de la seccién anterior. Sin embargo, interesa en muchas ocasiones conocer el
comportamiento de las soluciones de [e] precisamente en las proximidades de sus
puntos singulares. En general se podra decir poco sobre este comportamiento, salvo
para un tipo particular de puntos solo debilmente singulares: los singulares regulares.

t, es punto singular regular de [e] si (t=to)a(t) y (t=t5)?b(t) son analiticas en t,.

1, 1
(1)’ X' + 1(t-1) x=0.

t=0 y t=1 son puntos singulares de la ecuacion (los demas son regulares).

Como ademas —t/(t-1)*> y t/(t-=1) son analiticas en t=0, este punto es singular regular.
Como -1/(t-1) no es analitica en 1 (aunque (t-1)/t si lo sea), el punto t=1 es

singular no regular.

Ej 1. | t(t=1)°x"—tx'+(t-1)x = 0 | , esdecir, X'—

Supondremos a partir de ahora que el punto singular regular de [e] que estudiamos
es t=0. Sabemos que no supone ninguna pérdida de generalidad ya que en el caso de
gue queramos estudiar las soluciones cerca de un t,#20 el cambio s=t-t, nos traslada el
problema al estudio de las soluciones cerca de 0 de la ecuacion en s.

Multiplicando [e] por t? y llamando a*(t)=ta(t) y b*(t)=t’b(t) obtenemos:

[e*] | t2x"+ ta*(t)x'+ b*(t)x =0

Se trata, por tanto, de resolver [e*] en un entorno de t=0 suponiendo que a*(t) y b*(t)
son analiticas en dicho punto, es deC|r que admlten desarrollo en serie

ax(t) = Z ax t<, b*(t) = Z b, t&
vélido en |t|<R (minimo de los dos radios de convergencia).

Para hallar las soluciones de [e*] se utiliza el llamado método de Frobenius, que
detallaremos en el teorema de esta seccion. Aunque no lo demostraremos, intentamos
con las siguientes consideraciones hacer creibles sus hipétesis y conclusiones.

La ecuacion de la forma [e*] mas sencilla es la conocida ecuacion de Euler (para ella
la a*(t) y la b*(t) son "series" que se reducen a su primer término). Viendo sus soluciones
esta claro que no existen, en general, soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que existen
soluciones de la ecuacién de Euler de la forma t' se podria pensar que existen para [e*]
soluciones en forma de serie que comiencen por términos t".

Probemos por tanto en [e*] la solucién x = t' Z Ct= coth+c t™M o, t2 4
Debe ser entonces:

S Dot + 0% ge kOO0 ket ] « ik 00 k+r O=
Z(k+r)(k+r 1)C, t<*" + Dzoa t Z(k+r)Ct + Zob t Z)Ct

El coeficiente que acomparia a la potencia de menor orden (t") debe ser cero:
[r(=1) + axgr+ b*y] cp=0
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Si la serie ha de empezar por términos de exponente r, debe ser ¢, #0 . Por tanto, las
raices del polinomio | q(r) = r(r—1)+a*,r+ b*y |, llamado polinomio indicial de [e*]

son los Unicos valores de r para los que pueden existir soluciones de la forma t' 2 .

Lo anterior es coherente con lo conocido sobre ecuaciones de Euler. Para ellas, si el
polinomio tenia dos raices distintas ry y r, dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacion eran t"ty t"2 . Si la raiz era doble, sin embargo, solo existia una solucion

de esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Int ; por tanto, también es
de esperar que en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero en la ecuacion [e*] pueden aparecer otros problemas que no se presentan en el

caso particular de Euler. Igualando a O el coeficiente que acompafa a {rHk:
[(r+k)(r+k=1)+(r+k)a*g + b*p] €, + [(r+k-1)a*;+b*] ¢ g + ... =0

donde los puntos representan términos que incluyen c,,, ¢,3 , ... De esta expresion
podemos despejar el ¢, en funcion de los anteriores ya calculados siempre que el
corchete que le acompana, que es el polinomio indicial evaluado en r+k: q(r+k) , no se
anule. Si r; es la mayor de las dos raices q(r;+k)#0 para todo k. Pero si r, es la menor, y
la diferencia r;—r, es un entero positivo n, el q(r,+k)=0 si k=n, y, salvo que los demas
sumandos también se anulen (con lo que c, quedaria indeterminado), no hay forma de
anular el coeficiente de t"2"" y no existiran soluciones t'2 X .

Enunciamos ya el teorema (aunque se podria considerar el caso de raices complejas
del polinomio indicial, nos limitamos, por sencillez, a los casos reales):

Teor 1. . Supongamos que el polinomio indicial de [e*]: q(r) = r(r—1)+a*g r+ b*,
tiene dos raices reales r; y r, con ry=r, .

Entonces siempre existe una solucion x; de [e*] de la forma
X, = t'! Z c t<, co20
La segunda solucion x, linealmente independiente es, segun los casos:
a] Si r;—r, No es cero ni entero positivo: X, = t'? Z btk byz0
. 1w
b] Si 1;=f,, X,= t'*" Zbktk+ X, Int
c] Si r;—r,=n entero positivo, X, = trzz bt“+ax; Int , byz0 , alR

Todas las soluciones estan definidas al menos para O<t<R y
los coeficientes ¢, , b, y la constante a se pueden determinar
sustituyendo cada una de las soluciones en la ecuacion.

Se comprueba sin dificultad que a partir de las soluciones anteriores obtenemos otras
validas para —R<t<0 sin mas que sustituir Int por In|t| y las expresiones de la forma

t" que preceden a las series por |t|" .

En el caso c] la constante a puede perfectamente ser 0 (como en las ecuaciones de
Euler), con lo que, a pesar de todo, hay dos soluciones independientes t"2 .
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Ej 2. | 2tx"+x'+tx =0 | , 0 sea, t2x"+t% X' +%t2x:0.

t=0 es singular regular, puesto que a*(t) :% y b*() :%tz son analiticas (en todo R)
Como a*p=a*(0) y b*;=b*(0), el polinomio indicial es r(r-1)+ %r+0 = r(r—%) y por tanto
rn=1/2 vy r,=0, con r;—r, no entero. Las dos soluciones independientes son
X; = 2 c "2 co20 Yy X, = 2 b, t<, byz0 , series convergentes para todo t .
Llevando la primera de ellas a la ecuacion inicial:
i 2(k+ %)(k— %) Cy k=172 4 i (k+ %) Cx k=12 4 i Cy tk+32 - g

(obsérverse que ahora todas las series comienzan por k=0 ya que, a diferencia de los
puntos regulares, no se anulan los primeros términos al derivar).

Igualando a 0O los coeficientes de las diferentes potencias de t :
22 2 (%)(—%) + % ] co=0.co =0 y ¢, queda indeterminado como debia

2 2E)(1)+$1e=0 - ¢=0

—1/2 . 1 1 1 _ _ 1
M2 2 (ke )(k-5) + (ke 5) T e+ 62 =0 = Ck =~ kair1) Ckz + k=23

e = = -1 -1 _ 1
Portanto: c3=Cs=...=0 , C;=—5cCy, C4=— 49 C2 5159 Cos -

Luego la primera solucion es (eligiendo cy=1):

00

_ AR 0" 2m
xp= 2 [ 1+ Z 2.4..2m5.9. . (4m+1) ¢ ]
m=

Para la segunda raiz del polinomio indicial:

[ee] [oe]

Z 2k(k-1) by t<71 + Z kbt + i b, t*1 =0

to: b1:O
th: [+2] by + by =0 - by=—¢ by

- 1
1 [2k(k-1)+k] b, + b, =0 - b=~ 2ker) Prz k=230 -

1
2.4.3.7

2.4..2m.3.7..(4m-1)

b3:b5: ...=0 , b4:—% b2 =

Y la segunda solucion: x, = 1+ Z
m=

by, ...

Aplicando el criterio del cociente se comprueba que, como debian, las dos series
convergen para todo t . La x, es solucién vélida para todo t , pero la x; solo para t>0
(en t=0 no tiene siquiera primera derivada). Una x, vélida para t#0 es x;= [t|"?[1+Z] .

Mas complicadas son las cuentas para los otros dos casos del teorema:
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Ej 3. t°x"+2t°x'=2x = 0 | t=0 es singular regular, a*(t)=2t y b*(t)=—2 analiticas en R .

El polinomio indicial r(r—1)+0.r-2 tiene por raices r;=2 y r,=—1. Asi pues:
X; = Z c t°"2 cg20 - Z (k+2)(k+1) C\ X2 + Z 2(k+2) ¢ t<*3 — Z 2c, t¥*2 = 0

2(k+1)
~k(k+3)

k2(ksl) 2k 2(k=1) 2K+ 5
k(k+3) (k-1)(k+2) (k-2)(k+1) S0~ (k+3yr  ©0C0

- Co indeterminado, ¢ = Ckq » k=12,... -

- _3 _ 4 -
Cl__CO'CZ_gCO’C?)__ECO""' Ck—(—l)
o0

k d k
Por tanto, eligiendo c,=1/6 , X; = Z (w 2 L x,'= Z} (Wtk”

La segunda solucién es X, = Z b t“t + ax;Int, byz0

2a

¢ Xt axint -

X, = Z (k=1)b, t<2 + % X+ axInt , x," :;Z (k-1)(k-2)b, t*3 —t% X+

Z [ (k-1)(k-2) by < +2(k-1) by ti—2b, 1] + & 1+2tyx;+2tx,' ] + alnt[ t2x,"+2t%%,'-2x;] = 0

El dltimo corchete es 0 por ser x; solucion (lo que acompafa al logaritmo siempre se
anula). Utilizando las series de x; y X;" escritas arriba y agrupando potencias de t :

—2b0 —2b1 —2b2t + [2b3+2b2—2b3—% +3@ ] t2 +..=0 > bl: —bo , b2: 0 , a= 0

by Y b; quedan indeterminados (b; esta asociado a potencias t?, comienzo de la serie
de x;). Elegimos by=1 y b3=0 (para no volver a calcular x;). Como en la regla de
recurrencia cada b, depende del b,_: b,=bs=...=0 . Por tanto: X, :% (1-1) .

Ej 4. tzx"+2t2x'+(t2+%)x = 0 | t=0 singular regular; a*(t)=2t, b*(t):t2+% analiticas en R.

(o]
El polinomio indicial tiene r=% como raiz doble - x; = Z cy thr/2
i _ 2k-1 1
Z [ K2 ¢, t* 24 2k+1) ¢\ 1673240, t5752] =0 - ¢ =—¢y, ¢, = =52 G172 Ckar k=23...
_1 _ 1 _ okl _ A2 ot
— Cz—ECO,Cg——ECO,,Ck—(—l) ECO — Xl_t e

La otra solucion necesariamente contiene un logaritmo:
[x, = t32 > bt“+ x; Int  — > [(%+2k+1) by 7324 (2K+3) by t€*%/24+b, 44772] = 0
— b0:b1:b2:...:0 — X2=t1/26_t|nt

(la forma de las soluciones sugiere, para comprobar el resultado, hacer y = elx ;

se obtiene t?y"+ %y = 0, ecuaci6n de Euler de solucién y = ¢; tY2+ ¢, t¥2nt )
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3.3 Ecuacién de Legendre

Es la ecuacién [L] | (1-t?)x"—2tx'+p(p+1)x = O

Resolvamosla primero en torno a t=0 que es un punto regular. Como a(t)=—2t/(1-t%)
y b(t)=p(p+1)/(1-t?) son analiticas en |t|<1 la ecuacién tiene pues soluciones analiticas
al menos en ese intervalo. Probamos pues:

X = Z ot - Z [k(k-1)Cy X2 — k(k-1)c, tX] — Z 2ke, t€ + Z p(p+1)Citk = 0 .

: _ (p—k+2)(p+k-1) _
Que nos lleva a la regla de recurrencia ¢, = — k(k-1) Cy.o , k=2,3,... Por tanto:
— _ b(p+1) — _ (-1(p+2) — P(p=2)(p+1)(p+3) — (=1)(p=3)(p*+2)(p+4)
C2== 21 C0»C=— 32 G, &= 41 Co» C5= 51 Cri--

Asi que la solucion general de [L] es x= cgx;+C1X, donde:

[oe]

—2)...(p—2n+2 1 3)...(p+t2n-1
Xy =1 (1) PO P20 2HEr)..p420-1) 20

n=

o0

X, =t +Z (1) P=LAP=8)..(p=2n+1)(p+2)(p+4)...(p+2N) y2n+1
n=

(2n+1)!

Si p es un entero par positivo, p=2m , x; se convierte en un polinomio de grado 2m:
p=0 - x;=1 , p=2 - x=1-3% , p=4 - x;=1-108+2t¢" |, ..

Si p es impar, p=2m+1, es X, quien se reduce a un polinomio de grado 2m+1.:

543 215
3t t

— — 14 .3
, PIB Xt =TT, L

p:1—>X2:t , p:3_,X2:t_

A la solucién polinémica P, de la ecuacion [L] con p=nCN que satisface P,(1)=1 se
le llama polinomio de Legendre de grado n . Se tiene pues:

Po=1, Py=t , P,=Sf-7, Py=

NOl

3_3 _354 15,23 _63.5_35.3 15
E-3t, P20 -4 d  p=8 5 %84y

Como P,(—t)=(-1)"P,(t) , los P, tienen simetria par y los P,,,; impar. Observemos que
los P,,.1 VY las derivadas de los P,,, se anulanen O.

Se pueden probar ademas las siguientes propiedades
de los P,:

1 d"
Pn()= n

21 gt"

(t>-1)" , férmula de Rodrigues.

P, tiene n ceros reales, todos en (-1,1) .
Los P,, son ortogonales entre si:

1 — ; oflp2y_
[ PaPrdt=0 ,si m#n ;[ Pldt=5 "7
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Para las aplicaciones de la ecuacion [L] a las ecuaciones en derivadas parciales es
necesario saber qué soluciones estan acotadas en 1. Para analizarlo vamos a resolver
la ecuacion en torno a t=1 . Para ello hacemos el cambio s=t—1, obteniendo

[L1] s(s+2)x"+2(s+1)x'—p(p+1)x=0

Para ella s=0 es punto singular regular, con a*(s)=2(s+1)/(s+2) y b*(s)=—p(p+1)s/(s+2)
analiticas para |s|<2. El polinomio indicial tiene como raiz r=0 doble para todo p. Por
tanto dos squ0|ones linealmente mdependlentes de [L1] son:

xl—chs y X, = |S|Zbks + X4 In|s]

con cp=1 y las series convergentes al menos para [s|<2 . Sin necesidad de calcular
ningan coeficiente de las series podemos ya afirmar que la x; siempre esta acotada en
s=0 (t=1), mientras que la x, no lo estéa (tiende a —co cuando s-.0). Vamos a calcular x; y
comprobar que si p=n obtenemos de nuevo los P, [ pues x;(1)=1] . Debe ser:

[

Z [k(k-1)C; S* + 2k(k-1)c, sK71] + Z [2kc, sK+ 2ke, K71 — Z p(p+1)c, K= 0.

de donde obtenemos la regla de recurrencia c, = M"z‘("_l) Cr.1, k=1,2,3,...
2k

y la siguiente expresion para X;:

xy(s) = 1+ BB g 4 pEPE+)-21] 2, pE+D[p(p+l) 21] [p(p+1) k(k=1)] gn 4
1 2 16 2"(n)?
Si p=n la regla de recurrencia nos dice que el c,,; y todos lo siguientes se anulan.

En particular: p=0 - x; =1; p=1 - x;=1+s=t ; p=2 qx1—1+33+JQ1 2—7t2 f'

[ se puede ver que si p#n la x; no esta acotada cuando s - -2 (t- —1) con lo que las
anicas, salvo constantes, soluciones de [L] que estan acotadas a lavezent=1 y t=-1
son los polinomios de Legendre ]

Las series solucidn de [L] hablan sélo de lo que ocurre para tlJ(-1,1) . Las de [L1] de
tJ(-1,3) . Para analizar lo que ocurre "en el infinito" realizamos en [L] el cambio s=1/t :

2
& 2dx . d _ 40' 5 +2s3 ~  [Loo] s?(s?—1)x"+2sX'+p(p+1)x=0

dt ~ > ds ‘a2
s=0 es singular regular, con a*(s)—252/(52—1) y b*(s)=p(p+1)/(s®>~1) analiticas en |s|<1.
Las series solucion de [Leo] seran convergentes al menos en ese intervalo y por tanto de
ellas podemos extraer informacion sobre las soluciones de [L] para |t|>1. Por ejemplo,
como el polinomio indicial de [Leo] €s r2—r—p(p+1) (de raices —p y 1+p) y paratodo p
la mayor de ellas r;>0 deducimos que siempre hay soluciones de [L] que - 0 Si t- .

(pues x,°(s)= srlz csk 0 si s-0*; osea x;”(t)= t‘rlz Ct ™ -0 sitnoo )

Resolvamos por series [Lw] en el caso mas sencillo: p=0 (ahora s=0 es regular):

l3+1 5+]

k-2
X—chs SO = ) G kE23, - X = ot Cyfst 5 S5 £ sPHL] = ety [t S 13 S

serie (no de potencias) convergente si |t|>1 .
[No hubiésemos necesitado las series para p=0, pues [L] es resoluble: (1-t?)x"+2tx'=0
R x':cl(l—tz)‘ - X=CgtCp 5 In| , valida para todo t#1 (y la segunda - 0 si t-o0) ]
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3.4 Ecuacion de Bessel

Es la ecuacién [B] | t?x"+ tx'+ (t2=p?)x = 0 |, p=0

t=0 es punto singular regular de [B] con polinomio indicial r’—p? de raices r=p, r,=—p.

Existe pues una solucion de la forma x; = tpz ctX, t>0 , serie convergente en todo R.

e o G2
Llevada a [B]: 2[k(2p+k)thp+k+thp+k+2]:0 = €170 5 Ge=ggprg v K23
AS{ dUe: o moae —o-c—i'c‘#
q : 1—C3=...= ’ 2~ 22(p+1) ’ 4_242(p+1)(p+2)
(_1)mt2m
Portanto,  x; =cotP [ 1+
1 0 [ Z 22mml(p+1)...(p+m) ]

Podemos dar una expresion mas reducida de esta x; utilizando la funcibn gamma:

[(s+n)
(s+n+l1)...(s+1)s

r(s)=f; e*x5ds si s>0 ; [(s)= si —n<s<-n+1, nCON
gue tiene las siguientes propiedades:
M=1; I_(1/2):VT[; [(s+1)=sl(s) — [(s+n)=(s+n+1)...(s+1)sl(s) - [(n+1)=n!, n{N

Eligiendo c,=1/[2PT (p+1)] obtenemos entonces la siguiente solucion de [B]:

2m funcion de Bessel
Jp(t) = [ ] Z) [ ] de primera especie
m! r(p+m+1) y orden p

Como se ve todas las J, estan acotadas en t=0 a pesar de la singularidad.

_ . B 00 2m+1
En particular se tiene  Jy(t) = % - |) [] ;)= % m! (m+1)| []

La grafica de estas dos funciones es la siguiente:
1 ‘JO

a Al ig_ual que J_O y _Jl todas las J, son
. funciones oscilatorias:

. 5 B

0.4 ' JpD\/% cos[t—(2p+1)§] para t grande.

0.2

m /: (las propiedades de las funciones
-0.2 \}Z/ W 15\X/zn de Bessel se tratan en los libros

de "funciones especiales")

-0.4

Cada J,, tiene un ndmero infinito de ceros en (0,00) [que deben conocerse para resolver
algunas ecuaciones en derivadas parciales; los de J, son 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... y los
de J; son 3.8317, 7.0156, 10.1735, ... ].
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Se trata ahora de encontrar una segunda solucién linealmente independiente de [B].
El método de Frobenius asegura que si r{—r,=2p no es cero 0 un entero positivo existe
una X, de la forma:

X, = t‘pz bt , t>0

gue nos lleva a los mismos calculos de antes, cambiando p por —p. Por tanto la funcion:

J_p(t) - [ ]_p i m! r((_—i)+mm+1) [ ]2m

es una segunda solucion linealmente independiente de J, si 2p # 0,1,2,... (que no
esta, evidentemente, acotada en el origen)

Si p no es entero, pero 2p siloes (p= % % % .) , se puede demostrar que oy Iy
siguen siendo lienealmente independientes (es el caso c] del teorema, pero es a=0).

Es facil comprobar que  Jq,(t) = V% sent , J_1(t) :V% cost

(en este caso la expresion asintotica vista para los J, es exacta).

_2
=7 Jp ,que expresa unos J, en

funcion de otros, resulta que todas las Jon.1y2 , NOZ son funciones elementales.

Como ademas se puede probar la relacion  J, 3 + Jp4q

Si p=0,1,2,... tenemos que calcular las series del teorema de Frobenius.
Para p=0 la segunda solucion es del tipo  Xx,(t) = Z bkt"+1 +Jo(t) Int , t>0.

Determinando los coeficientes se llega a:

m+1

Xo(t) = Zl((L[1+ tt AT+ 30 Int=Ke(0) |

funcion de Bessel de segunda especie y orden 0.

Si p=n>0, x,(t) = Z bkt"‘“ +aJ,(t)Int , t>0. Se prueba en [B] y se obtiene:

o) = 0 =3B (3 et IETS e [4T7) -

—;[2]%%([14, +1] [1+ +m+n])[ ] +J,) Int

funcién de Bessel de segunda especie y orden n.

De estas complicadas funciones resaltaremos el hecho de que (como se sabia desde
gue calculamos las raices del polinomio indicial) las K, no estan acotadas en t=0.
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4. Mapas de fases

Los sistemas de ecuaciones no lineales no se pueden resolver, salvo contadas
excepciones. Pero si estos sistemas son autbnomos y de dimension 2 (para
dimensiones mayores las cosas se complican notablemente) es posible obtener
las principales propiedades de sus soluciones a partir de su dibujo o, con méas
precision, del dibujo de las proyecciones (llamadas orbitas) de estas soluciones
sobre el plano xy (o plano de fases). Este capitulo esta dedicado a describir las
diferentes técnicas destinadas a dibujar el conjunto de las orbitas de un sistema
dado sobre el plano de fases (mapas de fases).

La seccion 4.1 trata de las propiedades basicas de las soluciones y orbitas de
estos sistemas autdbnomos. Se introduce la ecuacion diferencial de las orbitas y el
campo vectorial tangente a las orbitas.

Se llaman puntos criticos de un mapa de fases a las proyecciones de las
soluciones constantes del sistema. La seccidon 4.2 clasifica estos puntos en
diferentes tipos (nodos, puntos silla, focos, centros,...) de acuerdo con la forma de
las orbitas a su alrededor. Esta forma seréa en casi todos los casos similar a la del
sistema lineal obtenido despreciando los términos no lineales en el desarrollo de
Taylor del sistema. Las Unicas excepciones se daran, tal vez, si la aproximacion
lineal tiene autovalores imaginarios puros (centros) o si algun autovalor es cero
(puntos no elementales).

La seccion 4.3 describe las propiedades particulares que poseen los mapas de
fases de los sistemas que provienen de ecuaciones autonomas de segundo orden.

Un tipo particular de sistemas que poseen varias propiedades adicionales que
facilitan el dibujo de su mapa de fases son los exactos, tratados en la seccion 4.4.
Para ellos siempre se podra hallar la expresion de sus Orbitas y sus puntos criticos
s6lo podran ser puntos silla o centros (lo que evita este caso dudoso).

En la seccion 4.5 daremos algunas otras ideas sobre como atacar el problema
de clasificar un punto critico cuya aproximacion lineal sea un centro (andlisis de
simetrias y utilizacién de coordenadas polares).

El analisis de los puntos no elementales es muy complicado. En la seccion 4.6
vemos algunos ejemplos de mapas de fases con tales puntos que, al no tener
teoria para clasificarlos, deberemos dibujar a traves de la ecuacion de sus orbitas.

En la ultima seccion, la 4.7, veremos un método (de interés en los casos

dudosos) que a veces nos permite determinar la estabilidad de un punto critico: la
busqueda de las llamadas funciones de Lyapunov.
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4.1 Sistemas de dos ecuaciones autobnomas

Sea el sistema [S] ;/(:: ]jq(é;y))/) , es decir, x'=f(x), con X:G) y f:(;) )

Suponemos que fy g y sus derivadas parciales son continuas en todo R%. Sabemos
gue entonces existe una Unica solucion de [S] que satisface cualquier par de datos
iniciales Xx(tg)=Xo , y(to) =y, (es decir x(ty)=X,). Los siguientes resultados, semejantes a los
vistos para las ecuaciones autbnomas de primer orden, se prueban facilmente:

Teor 1.

Si f(X0,Y0)=0(X0,Y0)=0 entonces x(t)ng) es solucion de [S]
( solucion constante o de equilibrio de [S] )

Si x(t):(i(/ég) es solucion de [S] y cOR entonces x(t+c):(§gig

es también solucion de [S]

Cada solucion x(t) de [S] es una curva en el espacio txy, pero también podemos
mirarla como una curva en el plano xy (que llamaremos plano de fases) descrita
paramétricamente en funcion de t . Esta segunda curva, a la que llamaremos Orbita de
la solucion, es la proyeccion de la primera sobre el plano de fases. El objetivo de este
capitulo es representar lo mas aproximadamente posible el conjunto de 6rbitas de [S],
es decir, el mapa de fases de [S]. Comencemos con un ejemplo:

OXx'=X o
Sea %y':—y (es decir, x"+x=0)

La solucién que cumple X(O):(g) es X(t)E(g)
y la que satisface x(0):((1)) es x(t):(iﬁgtt) .

Estas soluciones describen en el espacio la
recta y la hélice del dibujo superior, y sus
proyecciones sobre el plano xy son el punto _ ; o
y la circunferencia del inferior [a un punto del R
mapa de fases, proyecciéon de una solucion

constante se le llama punto critico o punto singular].

y
Obtenemos las mismas oOrbitas si dibujamos en cada caso la
curva trazada, al aumentar el parametro t , por el punto de
\'

t=0,211,...

coordenadas x=x(t), y=y(t). La flecha nos orienta la érbita,
indicando el sentido en que se recorre.

Imponiendo ahora x(n)=($) tenemos x(t)=(_§§2tt)=(igg((tt_%) .
La oOrbita de esta solucion (cuya grafica en el espacio es una
traslacion paralela al eje t de la hélice anterior) es la misma
circunferencia de antes, si bien sus puntos son alcanzados para otros valores de t . Esta
situacion se da en cualquier sistema autbnomo (y no en un sistema cualquiera) y por
eso tiene sentido dibujar su mapa de fases: si x=x(t), y=y(t) son las ecuaciones de una
Orbita, otra parametrizacion de la misma orbita es x=x(t+c), y=y(t+c) para cualquier c
(aunque para un mismo t se obtengan valores de x e y diferentes). Dicho de otra forma:
como las traslaciones de una solucion hacia adelante y hacia atras son también
soluciones, las proyecciones de todas estas curvas del espacio son la misma Orbita.

t=11,3T1,...
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Como normalmente no conoceremos las soluciones del sistema [S] para dibujar su
mapa de fases trataremos de buscar informacion a partir de las propias funcionesfy g .

Intentemos primero hallar explicitamente las o6rbitas de [S]. Eliminando formalmente
la variable t del sistema obtemos la ecuacién diferencial de las Orbitas:

[0] CL%: = gf(())((’;/)) (pues % = %% %( , Si lo permite el teorema de la funcion inversa)

Las curvas integrales de esta ecuacién de primer orden, tal vez resoluble por los
métodos de la seccidén 1.1 y dibujables aproximadamente por los de la 1.2, seran las
oOrbitas de [S] (reciprocamente: una ecuacion como [0] se puede mirar como un sistema
y usar las ideas de esta seccion para trazar sus curvas integrales). Como se ha
eliminado la t , si dibujamos las o6rbitas s6lo a partir de [0] éstas careceran en principio
de sentido de recorrido, pero pronto veremos como orientarlas.

Una informacion parecida a la que nos proporciona el campo de direcciones de [0] se
obtiene tratando el campo vectorial v que en cada punto del plano viene dado por

vV(X,y) = (;((XX’}Q) [que coincide con (;) vector tangente a la érbita en el punto (x,y)]

Por tanto, las Orbitas de [S] seran curvas tangentes a (y recorridas en el sentido que
indican) los vectores del campo v (como se ve, este campo sélo se anula en los puntos
criticos). Generalmente usaremos el campo v para completar otras informaciones, pero
aunque fallen todas las demas técnicas del capitulo siempre podremos dibujar algunos
vectores de v y hacernos una idea del mapa de fases.

Repasemos lo visto con otro ejemplo (poco practico por ser el sistema resoluble):

OX'=X  dy _y? X : 1
By':yZ ' dx - X ’ V(X!y)_(yZ) A \ 1 y 7 7 y

Su unico punto critico es el ;
origen. Algunos vectores dev =~ - g -
(pintados con el mismo modulo -7 X X

pues nos interesa su direccion = -« (FEPRES @ e - < ° >
y sentido) son los del dibujo de -~ -
la izquierda. Podemos también  ~ ~ L -~ -
resolver la ecuacion [0] : :

A A ! 7 7

y=[c—In|x|]1, o sea, x=ce~1 . i

>

Con todo ello completamos el mapa de fases de la derecha. Cada 6rbita de dicho mapa
nos da los valores que toman la x y la y de las soluciones de las que es proyeccion,
pero no nos dice en qué instante t los toman. Por ejemplo, la x(t) de la soluciéon con
X(0)=0 , y(0)=1 es 0 paratodot y podemos afirmar que la y)=29 para un t>0, pero sélo
________ _ podemos hallar este t calculando y(t) (y(t) - o

,,,,,,,, y : pues si tendiese a un valor constante a se

________ ' : tendria, como en las autbnomas de primer

' : orden, que x(t)=0, y(t)=a seria solucién de
A ; equilibrio, lo que es imposible por no existir
mas puntos criticos). Tampoco podemos

....................... saber si la y(t) esta definida para todo t =0.
______ ) X . Resolviendo se tiene y(t)=1/(1-t), que explota
......... en t=1 (sin embargo la solucion x(t)=et,

y(t)=0 , con otra Orbita recta similar a la
anterior, esta definida para todo valor de t).
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Demostremos otras propiedades generales de las Orbitas:

Teor 2. Por cada punto del plano de fases pasa una Unica orbita de [S].
Si una o6rbita se corta a si misma corresponde a una solucion
periddica y dicha orbita es una curva cerrada simple.

(las érbitas de un mapa de fases, que no pueden

/ NO cruzarse unas a otras, ni consigo mismas, solo

@ S| pueden ser, por tanto, (_Jle tres tipos: puntos
® criticos, curvas cerradas simples y arcos simples

\ (asociadas, en cada caso, a soluciones que son

constantes, periédicas y no periédicas); mas de

una 6rbita puede confluir en un punto critico, pero
esto no viola la unicidad: estas orbitas corresponderan a soluciones que tienden a la
solucion constante cuando t tiende a + 0 — pero que no la alcanzan en tiempo finito
(para dejar clara esta situacion dibujaremos usualmente estas orbitas algo separadas
de los puntos criticos, aunque no sea la proyeccion exacta)).

Dado un x4, sea x(t) la solucidon que verifica x(0)=x, . Si otra solucién x*) define una
oOrbita que pasa por el mismo punto, debe ser x*({*)=X, para algun t*. Como x*(t+t*) es
también solucion y toma en t=0 el mismo valor que X(t) se tiene, por unicidad, que
X()=X*(t+t*) , 0 Sea, X(t-t*)=x*(t) para todo t, con lo que x*(t) es trasladada de x(t) y las
oOrbitas de las dos coinciden.

Sea X(t) una solucién no constante. Si su Orbita se corta a si misma ello significa que
existe un primer T>0 en el que vuelve a ser x(T)=x(0) . Utilizando la unicidad en t=0 se
tiene que para todo t es Xx(t+T)=X(t) , con lo que la solucién es T-periddica y su Orbita se
repite a partir cada T unidades de tiempo, formando una curva cerrada simple.

Hemos visto que la Orbita de un sistema auténomo que pasa por un punto X, del
plano xy es independiente del t, en el que la solucion x(t) de la que es proyeccion
satisface X(tg)=Xq (es decir, que la evolucion del sistema es independiente del momento
en que empecemos a contar el tiempo, como era de esperar al no depender fy g de t).
Si el sistema no es autbnomo, esto no es cierto. Por ejemplo,

. ox'=1 0 t—to y tO_0
para cada ty la solucién de %y':Zt con x(t0)=(0) es (tZ—tOZ . (1
Cada una de estas soluciones (que no se cortan en el espacio)
define paramétricamente una parabola distinta en el plano xy
(todas ellas pasando por el origen). La "érbita” de una solucién
depende no sdlo del x4 sino también del t; . X
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4.2 Clasificacion de puntos criticos.

La mejor informacidn sobre un mapa de fases nos la proporciona el conocimiento de
la forma de sus o6rbitas en las cercanias de un punto critico. Analizamos primero los
sistemas lineales (siempre resolubles) y después tratamos los no lineales. Sea, pues:

X'= ax+by
[L] y'= cx+dy

Supondremos que |A|Z0 , con lo que el origen es el Unico
punto critico de [L] y A=0 no es autovalor. Clasificamos

dicho punto segun los autovalores A, y A, de A:

A, Y A, reales y distintos. La solucion general es:

Aot

At 2'v, , v; vector propio asociado a \;.

x(t)=c,e
Llamemos L, y L, a las rectas que contienen a v,y v, .
Cada L; esta formada por tres oOrbitas (obtenidas haciendo
la otra c;=0): el punto critico y dos semirrectas orientadas
segun sea el signo del ;.

V,+C,e

El vector unitario tangente a las orbitas [ t=x'(t)/|x'(t)||] es:

At Aot

t cheMly +enetly,
= 172
[c,2r,2eP1tee 2 2622t 2c e p,eP1t Ay Ly ]

Si A,<A\,<0, las soluciones tienden a 0 y el vector t tiende
av, (sic,20) cuando t- . Todas las orbitas (menos dos)

entran en el origen con la pendiente dada por el vector
propio asociado al autovalor mas cercano a 0 y el punto
critico se denomina nodo estable.

Si A,>A,>0 , se tiene la misma situacion cambiando +o

, 0 sea, x'= Ax , con x:(X), A:(a b) . L,
y cd

\

L1
4

A

nodo
estable
7\2<>\ l<0

L
2 L
) L

Lz\ L
nodo
inestable
Ai%J?O

N\

por —o y el origen se llama nodo inestable.

Si A,<0<A, , las orbitas sobre L, se aproximan al origen
y se alejan sobre L,. Las demas tienden asintoticamente
al, oL, segun tienda t a + 0 —e adoptando la forma
hiperbdlica del dibujo y tenemos un punto silla.

Adoble. Si A es diagonal la
solucién general es

x(t)= (g;) e

T

1

A 2<0<)\ 1

con lo que si A<O0 (A>0) para
cada par de constantes nos
acercamos (alejamos) al origen
segun una recta diferente y se
dice entonces que dicho punto
es un nodo estelar estable
(inestable).

nodo estelar estable
A doble < 0, A diagonal
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propio asociado a A.
Si ¢,=0 estamos sobre

Si A no es diagonal la ~N
solucién general es L
x(t):[clw+(clt+cz)v]e>‘t /\
con v unico vector

la recta L generada nodo de una nodo de una
por v. Se puede ver, tangente estable tangente inestable
calculando el vector N. ) doble<0 A doble >0

A no diagonal A no diagonal

tangente unitario, que

todas las demas orbitas

son tangentes en el origen a L. Si A<0 (A>0) sobre cada 6rbita nos
acercamos (alejamos) al punto critico, que se llama nodo de una
tangente estable (inestable). La forma de las drbitas en los
dos casos podria ser también la del tercer dibujo (esto se precisa

con facilidad acudiendo al campo v de la seccion anterior).

Autovalores complejos A=p%qi . La solucion es C)\enirt?
=%qi
_ fcqcosqt+c,senqt pt
x(1) = (cgcosqt+c4senqt) €

donde las cj son constantes reales de las cuales s6lo
dos son arbitrarias.

Si p=0, todas las soluciones son periddicas y las érbitas
son curvas cerradas que rodean el origen, que se llama
centro (el sentido de giro lo da el campo v).

Si p<0 la exponencial decreciente

obliga a las orbitas a cerrarse en

espiral cuando t- « hacia el origen,

gue se llama foco estable.

Si p>0 las espirales corresponden

a soluciones que se alejan del punto

critico que es un foco inestable. f°°° estable f°°° inestable

=pxqi , p<0 =pxqi , p>0

La forma de las espirales podria ser también la del dibujo de la izquierda
(como siempre lo precisaremos a la vista del campo v).

(o bien &)

x'= f(x,y)

Consideremos ya el sistema no lineal [S] y'= g(x,y)

y sea Xf(;ﬁ) punto critico.

Desarrollando por Taylor la funciones fy g en torno a X, y llevando después este punto
al origen mediante el cambio u=x—X,, V=y-Y, (0 lo que es equivalente, haciendo
primero el cambio y desarrollando luego en torno a u=v=0) se obtiene:

E u' = fy(x0.yo)u + fy(xo.yo)V + Ri(u,v)
gV' = gx(X0,Yo)U + Qy(Xo,Yo)V + Rg(u,v)

Como Rty Ry son pequeiios es de esperar que (cerca del origen) sean similares las
Orbitas de este sistema y las de la aproximacion lineal obtenida ignorando los términos
no lineales. El siguiente teorema nos precisara que esto es cierto si el sistema lineal es
de cualquiera de los tipos clasificados anteriormente, salvo en el caso de los centros.

con R¢, Rg=o(uz+2) si uyv-0
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:Dfx(xo,yo) fy(xo:yo)D
[9y(x0.Y0) y(xoyo)I

Suponemos que |A|£0. Diremos entonces que X, €s punto critico elemental de [S].
Del teorema de la funcién implicita se deduce entonces que X, es aislado, es decir, que
existe un entorno de X, en el no hay mas puntos criticos (un punto con |A|=0 puede no
ser aislado y si lo es no se parece al origen, no aislado, de la aproximacion lineal).

Llamemos [A] al sistema u'=Au, con u:(\lj) y A

Teor 1. | Sielorigen es un nodo, un punto silla o un foco de [A] entonces X, €s un
punto critico del mismo tipo de [S], con el mismo caracter de estabilidad.
Si el origen es un nodo estelar o de una tangente de [A] y las funciones fy
g tiene derivadas parciales de segundo orden continuas entonces X, €s
un nodo del mismo tipo (y la misma estabilidad) del sistema no lineal [S].
Las Orbitas rectas que en los nodos y puntos sillas de [A] llegan o salen
del origen se deforman, en general, en curvas de [S] que llegan o salen
de X,, pero manteniendo la tangencia dada por los vectores propios.

Si el origen es un centro de la aproximacion lineal y las funciones fy g
son analiticas entonces X, €s 0 un centro, o un foco estable o un foco
inestable en el sistema no lineal.

La demostracion del teorema es complicada y no la damos. No es extrafio que sean los
centros los Unicos puntos criticos que no se conservan pues los pequefios términos no
lineales pueden hacer que las 6rbitas dejen de cerrarse sobre si mismas. De otra forma:

una pequefia perturbacién puede apartar los autovalores del eje imaginario. Por la
tipo o en un foco). Asi pues, analizando sistemas y
N,
de ese entorno las 6rbitas pueden ser totalmente X
de [S]. En muchos problemas fisicos, ademas, lo que

misma razon podria pensarse que también puede separar dos autovalores iguales, pero
si fy g son regulares esto no sucede (si no lo son puede cambiar el nodo en uno de otro
. . . \'

lineales podemos, casi siempre, conocer la forma de |

las érbitas en un entorno de cada punto critico (fuera \\ //

diferentes de las del lineal), lo que constituye el paso \ . /\\
principal hacia la busqueda del mapa de fases global

se busca es precisamente el comportamiento de las ap“’l’?‘maclié” S‘Stl?mal
soluciones cerca de las soluciones de equilibrio. 'nea no finea

Es facil extraer de este teorema conclusiones sobre la estabilidad de las soluciones
de equilibrio, semejantes a las vistas para las ecuaciones autbnomas de primer orden.
El significado geométrico sobre el plano de fases de esta
estabildad es claro: x, es estable si las 6rbitas que parten
suficientemente cerca no se salen de cualquier circulo de
radio prefijado. Es asintéticamente estable si ademas las
Orbitas tienden a x, cuando t- o,

Teor 2. Si los autovalores de A tienen parte real negativa x, €s una solucion
de equilibrio asintéticamente estable de [S].
Si alguno de los autovalores tiene parte real positiva X, es inestable.

(como siempre nos queda la duda de lo que sucede para autovalores con ReA=0)

La inestabilidad de algunas soluciones no constantes también es clara a la vista de un
mapa de fases: si las Orbitas se alejan, también lo hacen las soluciones de las que son
proyeccion. Pero la estabilidad no se puede ver: érbitas préximas pueden corresponder
a soluciones muy diferentes (por ejemplo las érbitas de un sistema lineal con un punto
silla se pegan entre si y sin embargo todas las soluciones son inestables).
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X'=y(x-2) 4

Ej 1. y'=x(y—2) Sus puntos criticos son (8) y (g)

. T fx fyg_ gy x-2 0 )
La aproximacion lineal Ty 9y \y-2 x ) en (0) es:

0 -2 .. f1 1
(_2 0) - A=12 , CONn vectores propios: (_1) Yy (1) .

El sistema no lineal tiene un punto silla en el origen.
En (3) - ((2) (2)) - A=2 doble y es un nodo estelar.

Completamos esta informacion local con el campo v
(la ecuacion diferencial de la orbitas es separable,
pero proporciona una expresion poco manejable).
Los vectores del campo son verticales cuando x'=0, es decir si y=0 o0 si x=2 (esto
garantiza que la recta x=2 es un orbita (mas exactamente: esta formada por tres orbitas).

Son horizontales si y'=0 - x=0, y=2 (que también es tangente al campo y es Orbita).
Dibujamos ademas algunos vectores del campo:

V(x,O)=(_gX), V(O,y):(_gy), V(xx) = ig:g , v(—1,3)=(:i), v(3,—1):(:é) ,

V(—1,1):V(1,3):(_13) , V(1,—1):v(3,1):(_13), v(3,4):(g), v(4,3):(j)

(se observa una simetria respecto a y=x que podiamos haber visto en el sistema; esta
bisectriz esta formada por orbitas porque los vectores sobre ella [v(x,x)] tienen su misma
direccion; excepcionalmente, la Orbita recta estable del punto silla del sistema lineal se
ha conservado, aunque la inestable se ha deformado).

Con toda esta informacion tenemos que el mapa de fases es mas o menos el del dibujo.
No sabemos resolver el sistema, pero tenemos a la vista propiedades esenciales de las
soluciones. Citemos algunas de ellas: que las dos soluciones constantes son inestables
estaba claro desde que calculamos los autovalores de las aproximaciones lineales; el
segmento que une los puntos criticos corresponde a una solucion definida para todo t
(pues esta acotada); esta solucion es inestable, pues mientras ella tiende a 0 la x de
algunas cercanas y la y de otras tiende a —« ; no podemos saber, sin embargo, si las
soluciones no acotadas estan o no definidas para todo t , ni si, por ejemplo, la solucién
cuya proyeccion es y=2 y cuya X tiende a —o es 0 no estable.

1 I S

9-

— _ 2
Ej 2. 3)/(':—86)5(y36x2 Sus puntos criticos son (8) y (i)
(8) es un punto silla con A=8- (3) Yy A\=56- (2) : d

(i) es un foco inestable (A=1+iV143) .

El campo es horizontal si y=x? y vertical si 8x=y?.

P _[ 8x _[-Y? J
Sobre los ejes: v(x,0) —(GXZ) , v(o,y)—(_gy).
Estos vectores nos precisan el sentido en el que se N /
abren las espirales del foco y la direccién en que se H

deforman las 6rbitas que llegan y parten del punto silla
(a partir de ahora llamaremos separatrices a estas
Orbitas, como usualmente se hace). Se tiene, pues, el
mapa de fases de la figura.
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4.3 Ecuaciones autébnomas de segundo orden

Todo lo dicho en las secciones anteriores sobre sistemas autbnomos se puede,
evidentemente, aplicar al caso particular de las ecuaciones autonomas

X'= v
v'=g(x,v)

[e] | x"=g(x,Xx") |, o escrita en forma de sistema: [SE]

(utilizamos la variable v porque en muchos problemas fisicos representa una velocidad).

: : o 0 1 "
La matriz de la aproximacion lineal es (gx(x,V) gv(XN)) evaluada en cada punto critico.

La ecuacion de las 6rbitas y el campo v adoptan ahora la forma:

[o]| v O:TX =g(x,v) v(X,v) = (g()\(/,v))

Algunas propiedades particulares de los mapas de fases de ecuaciones se deducen
inmediatamente de las expresiones anteriores:

* los puntos criticos de las ecuaciones estan sobre el eje v=0 .
[y las x de esos puntos son los ceros de g(x,0) ]

* las Orbitas se dirigen hacia la derecha en el semiplano superior y
hacia la izquierda en el inferior

* las Orbitas que cortan el eje v=0 lo hacen perpendicularmente
* las ecuaciones no poseen nodos estelares

e un vector propio asociado a un autovalor A es Sr%

Veamos un par de ejemplos de mapas de fases de ecuaciones que pueden describir
sistemas fisicos e interpretemos sus orbitas:

Ej 1. | x"+2ax'+x=0 |, con a=0 [ sistema muelle-masa con rozamiento (si a>0) ]

Aungue esta ecuacion lineal es facilmente resoluble, también lo es dibujar su mapa
de fases. Para todo a el Unico punto critico es el origen. Sabemos que los autovalores
son las raices de la ecuacion A?+2arx+1=0, es decir: A = —a*[a’>~1]*? . Por tanto:

Si a=0, el origen es un centro (A\=zi y el sistema es lineal)

Si O<a<l, es un foco estable (autovalores complejos con Rex<0)
Si a=1, es un nodo de una tangente estable (con A=—1 doble)

Si a>1, es un nodo estable (\,=—a—[a’~1]"? <-1 < \,=—a+[a’-1]*? <0)

Con estos datos y alguna informacion adicional mas (por ejemplo, el campo v sobre el
eje x=0 y los puntos en que este campo es horizontal) completamos los mapas de fases:

a=0 O<a<l1 a=1
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En todos los casos el origen representa la solucién trivial correspondiente a la situacion
estable de la masa sobre la posicion de equilibrio sin velocidad inicial.

Si a=0, cada Oorbita no trivial describe un movimiento oscilatorio no amortiguado en
torno al equilibrio: si inicialmente, por ejemplo, esta en el origen con una velocidad v
positiva a partir de entonces va aumentando la x hasta su valor maximo en el instante
en que la v se hace 0; disminuye la x a partir de entonces (la v (en valor absoluto) pasa
por un maximo y luego disminuye cuando el movimiento se opone a la fuerza de
recuperacion del muelle); avanza después la masa hacia la posicion de equilibrio a la
gue llega con la misma velocidad inicial y repite este movimiento indefinidamente.

Si O<a<l, la masa pasa infinitas veces por la posicion de equilibrio, pero la amplitud de
la oscilacion va decreciendo hacia 0 segun pasa el tiempo.

Si a=1, todas las orbitas describen movientos de la masa que tienden al equilibrio, pero
al ser mayor el rozamiento, no son posibles las oscilaciones. Dependiendo de su
posicion y velocidad iniciales, o bien tiende indefinidamente hacia la posicion de
equilibrio sin llegar a superarla, o bien la cruza una Unica vez.

Ej 2. | x"=x?+3x—4x'

Puede describir el movimiento de una particula sobre el eje de las x, sometido a una
fuerza que s6lo depende de su posicion [F(x)=x2+3x] y con un rozamiento proporcional
a su velocidad [-4x].
Dibujemos sus orbitas.

En forma de sistema:
E X'=v
0V'=x2+3x—4v

Hallando sus puntos
criticos y evaluando

0 1
2x+3 -4

en cada uno de ellos se
obtienen la matrices:

(3) - (54) s
(8) - (g 14) - A= -2+V7

Por tanto son un nodo estable y un punto silla.
El campo es horizontal sobre la pardbola v=(x*+3x)/4 . Valores interesantes de Vv:

V(-3v) =v(0y) =V (_14)  V(-4,1) = (3) ,V(-4.3) = (_38) , V(=2-1) = (_21) , V(-2-3) = (18)

(estos ultimos vectores indican como se deforman las rectas del nodo lineal)
Evaluamos v sobre las separatrices del lineal, es decir v(x,AX). Unos pocos calculos

indican que se deforman de la manera dibujada y completamos el mapa de fases.

Interpretemos alguna de las orbitas. Observemos que el sentido de las fuerzas es el
esquematizado por: - -3 - 0 -~ (por eso el primer punto es estable y el segundo es
inestable). Supongamos que tenemos la particula inicialmente entre -3 y 0 y discutamos
su movimiento para diferentes velocidades v, inciales. Si v,<0 la particula tiende hacia
el equilibrio estable (llegando a superarlo una vez o no, dependiendo de la magnitud de
Vo. Si Vo>0 y pequefio, no puede superar la fuerza que se le opone, llega a un x maximo
y despues regresa acercandose indefinidamente a —3. Si vo,>0 y grande consigue cruzar
x=0 vy, ayudado por la fuerza, tiende a « (¢ en tiempo finito?) al tiempo que aumenta su
velocidad. Si v,>0 es tal que estamos sobre la separatriz del punto silla tenemos un
moviento irrealizable en la practica: acercarse indefinidamente al equilibrio inestable.
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4.4 Sistemas y ecuaciones exactos

x'= f(x,y)
y'=g(x,y)

(suponemos f y g funciones de clase 1 en todo R? como hicimos en la seccién 4.1) .
Si [S] es exacto, entonces la ecuacion diferencial de sus Orbitas

i | .
[0] d% = gf((iyy)) . es decir, gix.y)-f(xy)5L =0

Un sistema del tipo [S] se llama exacto si fy(x,y)+gy(X,y)=0

es también exacta, y por tanto resoluble: existe una H(x,y) tal que f=Hy y g=—Hy,
y las orbitas de [S] vienen dadas por H(x,y)=C . Ademas se tiene el siguiente
resultado sobre la clasificacién de sus puntos criticos:

Teor 1. | Los puntos criticos elementales de un sistema exacto
s6lo pueden ser centros o puntos silla.

fx(X0:Yo) fy(Xano) O
Ly (X0.Y0) gy(Xo,YO)D

en cualquier punto critico X, es de la forma A?+|A|=0 (pues fy+gy=0), con lo que o bien

(si el deteminante es negativo) tiene dos raices reales de distinto signo y el punto critico
es un punto silla (tanto del sistema lineal como del no lineal) o bien (si |A|>0) las raices
son imaginarias puras y se tiene un centro en la aproximacion lineal. Ademas es facil
ver, por ser H continua, que H(x,y)=H(Xq,Yo) contiene ademas del punto critico X, todas
las 6rbitas que tienden a dicho punto cuando t tiende a + 0 —, con lo que el sistema [S]
no puede tener focos (ni nodos) y los centros del lineal lo son también en el no lineal.

La ecuacion de autovalores de la matriz de la aproximacién lineal A=

X'=X-2Xy

1 .
P20 y=x-yty?

Es exacto: fy+gy=1-2y-1+2y=0. Hallando la H tal que Hy=—X+y—y?,

2
Hy=x-2xy , obtenemos sus orbitas H(xy) = xy-xy*~%- =C.

Los puntos criticos son (8) , (2) [autovalores A=x1: son

puntos silla] y (ﬂ;‘) [A=£iV2 : centro también del no lineal].
Dibujar todas las curvas H=C es complicado pero para
C=0 tenemos dos curvas sencillas x=0 y x=2(y-y?) (cada
una de ellas formada por cinco orbitas distintas). EI campo
v es horizontal sobre x=y—y? y vertical en la 6rbita x=0y en
la recta y=1/2. Podemos dibujar ya aproximadamente las
orbitas, si bien aun no estan orientadas. Para ello basta dar
un danico valor a v o considerar algun vector propio de los puntos sillas. Estudiemos
también la prolongabilidad de alguna solucion del sistema: por ejemplo, sobre x=0 es
y'=—y+y2 , y podemos afirmar (resolviendo esta ecuacion o comparandola con otras
de la forma y'=ay2) que ninguna de las soluciones cuya proyeccion es una de las
semirrectas de x=0 esta definida para todo t (se sabia que si lo estan las asociadas al
segmento vertical). Andlogamente, también explotan para algun t las soluciones no
acotadas cuya Orbita esta sobre x=2(y—y2) pues satisfacen y'=y—y2 . Es dificil tratar el
resto de soluciones no periédicas por ser complicada la expresion de su érbita.
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Caso particular de los sistemas exactos, son las ecuaciones exactas: | x"=g(x) |,

. IX'= v ., L. :
es decir Ev.: 9(x) - La ecuacion [0] es ahora V(% = g(x) vy las orbitas vienen dadas por:

H(x,v) = \g—‘[g(x)dx =C | ,osea, V52+ V(x) = C, si V(x):—jg(x)dx

(si consideramos que la ecuacion describe el movimiento (sin rozamiento) sobre el eje x
de una particula sometida a una fuerza que s6lo depende de su posicion, la H es la
energia total , v2/2 es la cinética y V(x) es la potencial). A la vista de la solucién esta
claro que las 6rbitas son simétricas respecto al eje x y que la orbita u 6rbitas
correspondientes a cada valor de C son curvas definidas en los intervalos del eje x para
los que V(x)<C y que cortan dicho eje en los x tales que V(x)=C. Con lo anterior y el
teorema siguiente podremos dibujar el mapa de fases conociendo la grafica de V(x).

Teor 2.

Si V tiene un minimo en x, entonces xo:(’g’) es un centro del
mapa de fases. Si V tiene un maximo, X, €s un punto silla.

Si V tiene un maximo o minimo en X, entonces V'(Xo,)=—g(Xo)=0 con lo que X, es punto
critico. La ecuacion de autovalores en ese punto es A2+V"(Xo)=0 y por tanto se trata de
un centro si V"(Xo)>0 (minimo de V) o de un punto silla si V"'(Xo)<0 (maximo de V)
[analizando la ecuacion de las orbitas se puede ver que el teorema es valido también
aunque X, sea no elemental (V"(xo)=0)].

. " 3 J
2 RV TR

Usando sélo la gréfica de V(x) deducimos
el mapa de fases del dibujo inferior:

Como V posee un maximo en x=-1 y un
minimo en x=1 el mapa de fases posee el
punto silla y el centro dibujados abajo.
Dibujamos ahora diferentes rectas V=C y
las 6rbitas correspondientes: v2/2+V(x)=C .
Para C=0, V(x)<0 si 0sx<V3 (y la orbita,
gue es una curva simétrica definida en ese
intervalo y que corta v=0 en sus extremos,
se trata de una curva cerrada rodeando al
minimo) o si x<-3 (la 6rbita solo corta v=0
en x=-3 y por tanto es abierta). Similares
son las dos 6rbitas dibujadas para un C<0 .
La V=C que pasa por el maximo de V nos
da una curva del mapa de fases que corta
v=0 en dos puntos uno de los cuales es el
punto silla (nos proporciona, pues, cuatro
Orbitas: el punto, la Orbita que sale y entra
en él y las separatrices de la izquierda).
Para un C mayor se tiene la otra orbita. La
orientacion es la de toda ecuacion (hacia la derecha arriba, hacia la izquierda abajo).

_ 3 112 : ] :
[Como las orbitas son %: V= i[zx—% +c] las soluciones se obtendrian a partir de:

3 -1/2 . o . .
J_rf [2x—% +c] dx = t+K , pero la integral eliptica de la izquierda no es calculable].
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4.5 ;Centro o foco?

Ya vimos en la seccion 4.2 que el Unico caso en que no basta el estudio de la
aproximacion lineal para clasificar un punto critico elemental x, de un sistema no lineal

x'= f(x,y)

SI1 y'= g(x.y)

es el caso en que el lineal posea un centro, ya que entonces el punto de [S] puede
también ser un centro o bien ser un foco estable o inestable. Tratamos en la seccion
anterior una situacion en la que el centro del lineal se conservaba: si [S] era exacto. En
esta seccidn veremos otras tecnicas para atacar el problema.

También se conservara un centro si las Orbitas de [S] poseen simetria respecto a
alguna recta que pase por X, (las érbitas en torno a un centro pueden ser asimétricas y
hay puntos criticos con simetria especular (los focos, claramente no la tienen) que no
son centros, pero si un punto con esta simetria es centro o foco, necesariamente sera
centro). El analisis de las simetrias se podra hacer a la vista de las propias orbitas, en el
caso excepcional de que la ecuacién diferencial de las 6rbitas sea resoluble, o a partir
del propio campo v. Un ejemplo de esto ultimo lo da el siguiente teorema:

Teor 1. | Sixg es punto critico de [S], la aproximacion lineal posee un centro y

0 bien a] X, esta sobre el eje x, f(x,—y)=-f(x,y), g(x,=y)=g(x,y)
0 bien b] X, esta sobre el ejey, f(—x,y)=f(X,y), g(=x,y) =-g(x,y)

entonces es un centro del sistema no lineal [S]

Las hipdtesis sobre fy g aseguran en el caso
a] que las Orbitas son simétricas respecto al U t7 (x.y)
eje x y en el b] que lo son respecto al eje y (y : (=x.y) =<
que se recorren en sentidos opuestos a cada :
lado del eje, como debe ocurrir en un centro). :

De ello se deduce el resultado. 3 ) b]

Ej 1. | x"=sen(x+x'?) | ,esdecir, . Clasifiquemos sus puntos criticos.

= v

0

v'= sen(x+v?)

Estos resultan ser KTl con aproximacion lineal 0 2 L 2 0 1
0)" P cos(x+v) 2vcos(x+v9) ) = \(-1)k 0/ -

Por tanto, si k es par se tratan de puntos silla y si k es impar son centros del lineal.
Como f es impar y g es par en v, son también centros del sistema no lineal.

X'=x(1-y) ” 0 1
y'=y(x-1) Sus puntos criticos son (0) y (1) :

El primero es punto silla y el segundo centro del lineal. Podriamos trasladar éste al
origen haciendo u=x-1, v=y-1 e intentar aplicar el teorema 1, pero se comprueba que
el sistema en uv no satisface ninguna de las dos parejas de condiciones. En este
caso se pueden calcular las Orbitas (ecuacién separable) y obtener: Iny—y+Inx—x=C .
Como esta expresién no varia al cambiar los papeles de x e y las Orbitas son
simétricas respecto a la recta y=x, con lo que el centro lo sigue siendo en el no lineal.
[Este sistema es, para unos parametros muy concretos, el de Lotka-Volterra que rige
la evolucidn de la poblacion de dos especies animales en relacion predador-presal.

Ej 2.
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En algunas ocasiones podremos precisar que el centro se transforma en un foco
estable o inestable analizando el sistema escrito en coordenadas polares (aunque
en la mayoria de los casos esto nos proporcione un sistema mas complicado que el
inicial). Derivando las relaciones x=rcos6, y =rsend se obtiene
O rcos® — O'rsend = f(rcosO,rsensd) g r' = cos6 f(rcosB,rsen®) + send g(rcosb,rsend)

0 - [
O r'senB + 8'rcosO = g(rcosO,rsend) Hoe' = 1?[ cosB g(rcosb,rsend) — send f(rcosd,rsend)]

En vez de seguir con resultados generales pasamos a analizar un ejemplo concreto:

. x'=ax—2y+x3 - .
Ej 3. y'=2x+ay+2x%y+y? Clasifiguemos el origen para todo valor de a.

. . T a-2 . .
La matriz de la aproximacion lineal (2 a) tiene por autovalores A=az2i, con lo que

si a<0 es foco estable, si a<0 es foco inestable y si a=0 es centro del lineal. Ya que el
sistema no es exacto ni simétrico hacemos el trabajo de pasar a polares, obteniendo:

A rr=ar+r3 a<o0 i .
[ 8'=2+r’cosfsend / / as

Por suerte hemos obtenido una TN
sencilla ecuacion independiente \ ——

de 6 para la r facil de dibujar. Al t t
crecer con el tiempo la distancia
al origen podemos asegurar para
el caso a=0 que el origen, que no sabiamos si era centro o foco, es un foco inestable.

Utilicemos la expresion en polares para dibujar el mapa de fases para un valor de a
concreto: a=—1. La ecuacion auténoma r'=—r+r3 tiene entonces la Unica solucién de
equilibrio r=1 en r>0 (ademas tiene la r=0 que nos da otra vez el punto critico y la r=—1
carece de sentido en coordenadas polares).
Para r=1 se tiene 8'=2+sen26/2>0 .Existe por
tanto una orbita (la circunferencia unidad)
tal que r=1 para todo t y tal que su 6 crece
con el tiempo [a una o6rbita cerrada aislada
como esta se le llama ciclo limite]. Como
se ve en la ecuacion autbnoma el resto de
las 6rbitas tienden hacia ella cuando t- —co.

Podemos también asegurar que no hay
mas puntos criticos que el origen (dificil
seria verlo en la expresion cartesiana) ya
gue no tiene otras soluciones r'=6'=0 (para

una solucién constante tanto la r como la 6

deben permanecer constantes). Dibujando
ademas la curva de puntos con x'=0 y 8'=0
(y=(x3—x)/2 y xy=-2 , respectivamente) se
puede ya dibujar el mapa de fases. Es facil
determinar qué soluciones de este sistema
estan definidas para todo t : lo estan las periédicas asociadas al ciclo limite y las
asociadas a las orbitas contenidas en su interior, por estar acotadas; llegan a infinito
en tiempo finito aquellas cuya proyeccion cae fuera del ciclo limite, pues lo hace su
distancia al origen, como se ve con facilidad a partir de la ecuacién para r'.

Otra técnica para distinguir centros de focos no lineales seran las funciones de
Lyapunov que se veran en la dltima seccion del capitulo.
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4.6 Ejemplos con puntos no elementales.

Dibujemos cuatro mapas de fases para los que no podremos clasificar sus puntos
criticos (seran no elementales o no los tendran) y por lo tanto nos basaremos en la
ecuacion de sus orbitas y en el campo v. En alguno de estos ejemplos, ademas, el
sistema no sera de clase 1 en todo el plano, a diferencia de lo que hemos supuesto
hasta ahora. Estudiaremos también esas propiedades de las soluciones que involucran
a la variable t y que normalmente no podemos deducir del dibujo de las orbitas.

xX'=3xy

B L y':4y2—4x2

El Gnico punto critico es el (8) :

L 00
con aproximacion lineal (g ) y por tanto se trata

de un punto no elemental. La ecuaciéon diferencial
_ dy _ 4y2—4x2
de sus oOrbitas & :y?T se puede resolver, ya

gue es homogénea o de Bernouilli, obteniéndose:

y?=4x2+Cx83 (si C=0 se tienen las rectas y=+2x).

Mejor que dibujar estas curvas, trazamos algunas
isoclinas, que por ser la ecuacidon homogénea son
rectas y=mx pasando por el origen. La pendiente
de las orbitas sobre ellas es: K=(4m2-4)/3m . Para
m=0, +1/2, +1, +2, +4 €S K=oo, +2, 0, +2, +5, que son las ¢ '
dibujadas. Para orientar las Orbitas vemos que v(0,y) es un vector vertical apuntando
hacia arriba (Qque ademas nos da las orbitas verticales no recogidas en la solucién).

Observemos que aparecen conjuntos de érbitas (llamadas elipticas) que salen y
llegan al punto critico, situacion que no se da en los elementales. Se puede ver que
los puntos no elementales aislados o0 son centros o son focos o existen en torno suyo
sectores formados por Orbitas elipticas, parabdlicas (como las de los nodos o las
demas 6rbitas del ejemplo) o hipérbdlicas (como las de los puntos silla).

Saquemos alguna conclusion sobre las soluciones: el origen es inestable; la
solucion que satisface x(0)=1, y(0)=2 , cuya Orbita es y=2x, no esta definida para todo t,
pues para ella x'=6x2, y'=3y2 , con soluciones que explotan a la derecha de t=0 (se
podrian incluso calcular); la solucién con x(0)=1, y(0)=0 si esta definida para todo t por
estar acotada (no podemos hallarla explicitamente) y con el mapa de fases no se
puede ver si es 0 no estable (aunque su diferencia con las soluciones cercanas
tienda a 0 cuando t- o, esto no basta en sistemas para asegurar su estabilidad).

H " ] l:V dV _7X
Ej 2. x"=2xx'| - %R/('=2xv — g =2X o v=x2+C= g

El eje x esta lleno de puntos criticos no aislados (y no
elementales). Parte de las pardbolas estan formadas por
varias Orbitas, recorridas como siempre en las ecuaciones.
Los puntos criticos con x=0 son inestables. Los de x<0 son
estables (no asintéticamente). Las soluciones de v<0 estan
definidas para todo t. Para ver que no lo estan las de v>0
podemos comparar la x'=x2+C o incluso resolverla:

t+K:'|’)£7fC - x=Vctag(Vc t+K) , siC>0; x:i ,siC=0;

wa2V-C
-J-C 1-Ke

X = , Si C<0; ademas de las x=K perdidas en el célculo.
1-Ke2V—C
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Ej 3. | x"=Vx | La ecuacion sélo tiene sentido para x=0 .

El dnico punto critico (no elemental) es el origen y por
tanto hay una Unica solucion constante: x=0.

L, dv _—
Las Orbitas son v&:\/x o v2:§x3’2+c

I L V
Dibujamos las isoclinas: TX = K, para K=0,+1/2,£1,+2,00

La curva de puntos de inflexion de las 6rbitas es v2=2x>?

La orientacion es la tipica de las ecuaciones.
Calculemos y estudiemos la estabilidad de la solucion con x(2)=1/9, x'(2)=2/9. Para
hallar la orbita asociada imponemos que Vv(x=1/9)=2/9 - C=0. Asi pues:

_,2 34a_dx | - 1/4 _ - y— (t+k}4 . ; — _ tt
=+ = =t+ = m = =
\Y _V3 X dt 2V3x t+k ; x 144 I ponlendo X(2) 1/9 X 144

(en x=0 podia fallar la unicidad y, como se observa, existen dos soluciones
gque satisfacen x(0)=x'(0)=0 : la que acabamos de calcular yla x=0)

|;/2x3’4 —V2§7x372+c | — 0 cuando x— o, pero ello no implica que la solucién
3 3
considerada sea estable (ademas, no podemos hallar la x(t) si C£0 ).

Ej 4. | x"=—x"2| No tiene puntos criticos.

(describe, para x>0, el movimiento bajo un
campo gravitatorio en unidades adecuadas)

-y 2 2
=5 = PN =+ — .
Sus Orbitas son x= 5~ - v=ty/C+,

(la interpretacion fisica es facil, por ejemplo,
Si X(0)=2 , X'(0)=Vo Y Vo<1, la particula acaba
en el origen; vo,=1 es la llamada velocidad
de escape (x=2): para velocidades iniciales
mayores que ella la particula se aleja del
origen indefinidamente)

Determinemos el tiempo T que tardaria una particula, inicialmente en reposo en x=2,
en llegar al origen. La orbita correspondiente ( v(x=2)=0 ) es la de C=-1. Asi pues:

T= Igdt =— g_\%_d: :[VxVE—x +2arctanv_§_1 ]2 =TI.
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4.7 Funciones de Lyapunov

El método directo de Lyapunov tiene como objetivo determinar la estabilidad de un
punto critico. Esto, en la mayoria de los casos, es mas facil hacerlo analizando la
aproximacion lineal, pero cuando ésta no decida (centros o puntos no elementales) sera

cuando acudamos a dicho método.

Antes de dar los resultados necesitamos unas definiciones previas:

Sea DOR? que contiene al origen en

su interior. Decimos que una funcion
U(x,y) es definida positiva en D si
U(0,0)=0 y U(x,y)>0 para cualquier
ortro punto de D. Si sustituimos > por
< 06 <, la U se dice, respectivamente,
definida negativa o semidefinida

U(x,
negativa. Por ejemplo U(x,y)=x2+2y2 de(an?lga
es definida positiva y U(x,y)=—x2 es positiva

semidefinida negativa en todo R2.

u(x,y)
semidefinida
negativa

-------- A

Dados [S]| = 0y |y Ulky) denotaremos | U(xy)=Uy(xy)f(x.y)+U,(cy)a(xy)
(f, gy U de clase 1)
Teor 1. | Supongamos que el origen es punto critico de [S]. Si existen un conjunto

D vy una funcién U de clase 1 definida positiva en D tal que U es definida
negativa, semidefinida negativa o definida positiva en D, entonces el origen
es, respectivamente, asintéticamente estable, estable o inestable. A una U
con cualquiera de esas propiedades se le llama funciéon de Lyapunov.

La idea de la demostracion es sencilla: como U=0U-v , el OU

es perpendicular a las curvas U=cte (curvas cerradas que
rodean el origen) y v es tangente a las orbitas, el hecho de
que el producto escalar sea menor, menor o igual, o0 mayor
gue 0 en D implica que las oOrbitas cruzan todas las curvas de
nivel de U contenidas en D hacia dentro, que no las cruzan
hacia fuera o que si lo hacen.

El problema béasico de este método es encontrar una U
adecuada. En un problema fisico se puede intentar probar
como U la energia total del sistema, pero en otras ocasiones

U=cte

[ \v: <0

Ou
v: U>0
v: U=0

U

deberemos acudir a tanteos con posibles funciones U que sepamos que son definidas
positivas (y en muchas ocasiones no sabremos encontrar la funcion de Lyapunov).

X'=y+x3-xy?

Ej 1. y,:_x+y3

El origen es un centro de la aproximacion lineal.

Buscamos una U tanteando con las funciones definidas positivas mas sencillas:
U(x,y)=ax?+by?, a,b>0 - U =2ax(y+x°—xy?)+2by(-x+y3)=2(a—b)xy+2ax*—2ax?y?+2by*

Para que tenga signo definido debe ser a=b (:% , por ejemplo) — U = x*—x?y?+y*

que es definida positiva en todo R? (J =(x*—y?)?
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Ej 2. x"+x'+x3=0 | - *=V

' v'= —v—X
Podemos interpretar la ecuacion como describiendo el movimiento con rozamiento
de un punto sobre el eje x sometido a una fuerza —x3. Esto nos hace suponer que el

origen es asintGticamente estable y nos sugiere probar como U la energia total:

3 . El origen no es elemental.

vZ x4 ° 3 3 2 . .. .
U=%5+77 - U=xPv+v(-v—x°) = -v° semidefinida negativa.

El teorema nos asegura que el origen es al menos estable, pero lo esperado es la
estabilidad asintética (de hecho, dicho teorema es la version menos fina de todos los
que existen: se deberia esperar que si, como en el ejemplo, las Orbitas cruzan hacia
dentro cada curva de nivel excepto en un par de puntos de cada una (los de v=0 en
este caso) deberiamos tener no sélo estabilidad, sino estabilidad asintética; aunque
no los enunciemos, se pueden encontrar teoremas que precisan esta idea).

Podemos probar la estabilidad asintética utilizando el teorema dado, aunque para
ello hay que tantear con mas términos. Haciéndolo se encuentra la siguiente U:
2 4 A
X+V X o .. . .
U 21_2L +5 +4 - U=—x*"~v*"-x% definida negativa en un entorno del origen

(pues los términos de orden 6, aunque no tienen signo definido, son despreciables
respcto a los de orden 4 en las cercanias del origen).

78



97-98 residual

problemas 1

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Hallar las soluciones particulares que satisfacen los siguientes problemas de valores iniciales:
2tyy'—3y2+3t2 =0,y(1)=2 t2+y2+t+tyy'=0 , Y(1)=0 y'= 1+cosz(y—t) , Y(0)=0
ysent+y'lny=0, y(0)=2 ty' =2y +t,y(1)=2 y'= cost—y—yzsent cos?t, y(0)=-1
ey — 2t +te¥ y'=0,y(@)=0 t2y':2ty—y2 ,y(1)=-1 3y'+y=(1-2t) y4 ,y(1)=1

Probar que la ecuacion lineal admite un factor integrante que sélo depende de t y utilizarlo para
deducir la expresion de la solucion general de dicha ecuacion.

dy _ x+2y+2
dx ~ y—-2x+6

Resolver (convertirla en homogénea mediante un adecuado cambio de variables).

Dibujar el campo de direcciones y la forma aproximada de las curvas integrales de

D2 2 L y-t 1 1 o
y=1y®  y=thy y=g TR v S y—#
Integrar numéricamente entre 0 y 1 los problemas y'=t+y,y(0)=2 ; y'=t-— (0) 2,
mediante los métodos de Euler, Euler modificado y Runge-Kutta, para h=0.2, h=0.1 y h=0. 05

Resolver las ecuaciones y comparar con los valores exactos.

Calcular el valor aproximado en t=0.2 de la solucion de: y' = y2 y'= £+ y2 y'=t—|y|
y(0)=1 y(0)=0 y(0)=0
a partir de la segunda aproximacion de Picard. Comparar con Euler y Runge-Kutta para h=0.1.

Estudiar en qué subconjuntos de R son lipschitzianas respecto de la y las funciones:
_+3 _f t-y,y>0
f(ty) = O aey) = {7

Estudiar existencia y unicidad de soluciones y curvas integrales:

y-t 1/3

, _ 2 1 , [y . y>0
Y=y Y3y y=- 4 y= o y=yinj y={

(t-4y) 0,y=0

Estudiar existencia y unicidad de soluciones y curvas integrales de y'=1 +y2/3

Sea y* la solucion con y*(0)=1. ¢Estd y* definida hasta ©«?¢En qué instante T es y*(T)=0 ?
Probar que y*(1)=3 . Calcular aproximadamente y*(1) por Euler-modificado con h=1.

Sea ty' = te_y/t+y . Resolverla. ¢ Cuéntas soluciones satisfacen y(-1)=0? Probar que todas las
soluciones de la ecuacion son crecientes. Dibujar la isoclina asociada a la pendiente 1 de las
soluciones de la ecuacion y la curva de puntos de inflexion.

L _1
t

Determmar cuantas curvas integrales pasan por los puntos (0,-1), (0,0) y (0,1) .

Sea y' = . Resolverla por dos métodos diferentes. Dibujar isoclinas y curvas integrales.

Estudiar existencia y unicidad y dibujar aproximadamente las soluciones de y'=|y—t] .
Hallar la solucion que satisface la condicion inicial y(0)=1/2 .

Resolver y' = (Vy —1) t . Estudiar crecimiento y decrecimiento. Precisar cuantas soluciones
satisfacen i) y(0)=1, ii) y(0)=0. ¢;Esta definida para todo t=0 la solucion con y(0)=2 2.

Sean: i) y'=Vy+t, i) y'=2Vy .
Estudiar para ambas la existencia y unicidad y dibujar aproximadamente sus soluciones.
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97-98 residual

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

27.

28.

29.

Sean la ecuacion y' = V4—y?2 vy las condiciones iniciales: a) y(0)=—2, b) y(m=0.
Hallar la Unica solucién que satisface una de las condiciones anteriores y encontrar dos
soluciones distintas que satisfagan la otra.

Sea y'= y2 _ 2t Estudiar existencia y unicidad de curvas integrales y hallar las que pasen por
el origen. Probar que existen soluciones de la forma y = A/t . Determinar en qué intervalo esta
definida la solucién con y(1)=0 y estudiar su estabilidad.

Estudiar existencia, unicidad y prolongabilidad, segun los valores iniciales, de las solciones de

y =y +y y =e M y' =1y y' =y+® y'=dy+cosy
3
V= —y2 "= 1 - - "= Py 2
y'=-ye V' =2 =" Y=y y' =y cosVy +t

Dadas la ecuaciones )y =y-1t y i) y'=t-1ly :

Estudiar existencia y unicidad de curvas integrales y dibujarlas aproximadamente.

Sea yg la solucion con y(1)=a . ¢Alguna y; posee una asintota vertical a la derecha de t=1 ?
¢Paraalgun a est acotada yg paratodo t=0 ? Aproximar este a con métodos numeéricos.

Comprobar que y'= tn_lf(y+atn) se convierte en una ecuacion de variables separadas haciendo
z=y+at" y utilizarlo para resolver y'= 2t (y+t2)2 . Resolverla después considerandola como una
ecuacion de Ricatti. ¢ Esta definida hasta oo la solucion que satisface y(1)=2 ?

Comprobar que las soluciones de y'= —y+eat e y'= coszay gue satisfacen y(0)=0 dependen
de forma continua del parametro a.

Probar que para que una solucion y(t) sea asintéticamente estable a la derecha de ty basta que
las soluciones y*(t) que parten suficientemente cerca de ella estén definidas para t=tg y que la
diferencia |y(t)-y*(t)| tienda a O cuando ttiende a « .

Estudiar para qué valores de las constantes a, by ¢ la solucion de y'= (sent+2bt)y+eCt ,¥(0) = a:
existe, es Unica, es prolongable hasta «, depende continuamente de a, b y ¢, es estable.

Sea y' = y2’3— y . Estudiar si existe una Unica solucion satisfaciendo y(0)=0 y si es estable la
solucién que verifica y(0)=1.

Sea ty'=y+tsent . Imponer un dato inicial para el que existan infinitas soluciones y otro para el
gue haya solucion unica. Estudiar la prolongabilidad y si es estable la solucién con y(1)=0.

Sea y'= 6t2Vy . Dar un valor de a para el que tenga solucién Unica con y(0)=a, y otro valor
para el que tenga mas de una solucién. Discutir la estabilidad de la solucion que cumple y(1)=1.

2
Sea y'=by +% . Discutir, segun los valores de b, dénde crecen y decrecen las soluciones.

Hallar la curva de sus puntos de inflexion. Precisar cuantas curvas integrales pasan por el origen.
Discultir la estabilidad de la solucién que satisface y(1)=0 .

Sea y'=y-— & y2 . Resolverla y determinar la estabilidad de la solucion que satisface y(1)=0

para todos los valores de la constante a.
Estudiar la estabilidad de la solucidn que satisface y(1)=a, segun los valores de a:

2 2
y =seny  y =—y-ycost y =¥V y=2%+cos’t oy = {g/—yy,( y>0

Determinar la estabilidad de las soluciones con y(1)=0 e y(1)=-3:

y'=-2y +sent  y'=-e°Oly +y2 y'= _Etx +y? y'=1-eY  y =ycost—y°
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

97-98 residual

Dibujar aproximadamente las soluciones de las siguientes ecuaciones, probar que esta definida
hasta « la solucién que satisface la condicion inicial que se indica y estudiar su estabilidad:

' ' 1 1 2 —t 1 2t - 2 ' —
y=tlyl  y=l-ty  y'=yRey® oyt S ety
y(0)=-1 y(0)=0 y(0)=-2 y(m)=0 y(2)=1 y(0)=0

Sea y' =y — (2+2cost) y2. Resolverlay dibujar a grandes rasgos sus soluciones. Estudiar la
prolongabilidad. Determinar la estabilidad de la solucion y=0 y de la que satisface y(0)=1/3 .

Sean y'=t—y*-1, y=—-y* e y'=tP—y*+1 .
Resolver las que se pueda. Dibujar isoclinas y soluciones. Estudiar la prolongabilidad de las
soluciones con y(0)=a . Determinar la estabilidad de las rectas solucién que aparezcan.

2, 2
y _t4y Lo . . . .
Resolver Slt = t2ty . Dibujar isoclinas y curvas integrales. Determinar cuantas curvas integrales

pasan por cada punto del plano. Estudiar la estabilidad de la solucién que cumple y(1)=1.

t si y>t . . . L . - .
Sea y' = {y siyst Estudiar existencia y unicidad de soluciones. Dibujar estas soluciones.

Hallar para todo t la solucion con y(—3)=3 . Determinar la estabilidad de la solucién con y(0)=1.

Estudiar la estabilidad de soluciéon con y(0)=0 de y'=sen(my)—ay , segun los valores a.
Dibujar isoclinas, puntos de inflexién y soluciones para a=2 [%arccos%z 0.28]

Sea la ecuacion y' = y2—ay3 , a=0 . Dibujar aproximadamente sus soluciones.
Estudiar existencia, unicidad, prolongabilidad y estabilidad. Resolverla.
Comprobar la dependencia continua del parametro a cuando éste tiendea 0.

Dada la ecuaciéon [Eg] y' =1- % , a0 .

a) Estudiar existencia y unicidad. Resolverla. Dibujar aproximadamente sus soluciones.
b) Sea yj(t) la solucion de [E4] tal que yz(0)=1. Estudiar el comportamiento de y5 cuando a - 0.
c¢) Estudiar la prolongabilidad de las soluciones y la estabilidad de la que verifica y(0)=a/2 .

Sea % :ﬁ_%z . Hallar la solucion general para todo a y dibujar las curvas integrales si a=3 .

Precisar para todo a el nimero de curvas integrales que pasan por cada punto del plano.

3
Sea laecuacion [Eg] y' = % + %lg .

a) Estudiar existencia y unicidad.
b) Resolver por dos métodos diferentes para todos los posibles valores de a .
¢) Dibujar el campo de direcciones y las soluciones para a=—1, a=0, a=1/2 y a=1.
d) Discutir la prolongabilidad de las soluciones verificando y(1)=b para el caso a=0.
e) Estudiar la estabilidad de todas las rectas solucién que tenga para todo a.
f) Calcular el valor aproximado en t=2.5 para a=0 de la solucién con y(2)=1:
i) usando la segunda aproximacion de Picard, ii) por Euler y Runge-Kutta con paso h=0.1
g) Comprobar que hay dependencia continua del parametro a de la solucion con y(1)=1.

Sea y'= 2ty+t2y2 .

a) Resolverla y dibujar aproximadamente las soluciones.

b) Estimar las soluciones con y(0)=1 e y(0)=—1 por diferentes métodos numeéricos con
diferentes pasos, una hasta que se pueda y otra hasta valores grandes de t. Comparar estos
valores con los de la segunda aproximacion de Picard.

c) Estudiar la estabilidad para diferentes datos iniciales.

Hallar la expresion de las curvas que verifican la siguiente propiedad: para cada tangente a cada
curva en un punto el segmento comprendido entre ese punto y el eje y tiene su punto medio
eneleje x.
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42.

43.

44.

45.

46.

47 .

48.

49.

50.

51.

52.

Consideremos la familia de hipérbolas xy=C. Escribir la ecuacién diferencial de la que son curvas
integrales (eliminando C entre la ecuacion dada y la ecuacion obtenida derivandola). Hallar las
trayectorias ortogonales a dichas hipérbolas, es decir, las lineas que las cortan en angulo recto.
Resolver el mismo problema para las circunferencias x2+y =2Cx , las parabolas y 242Cx=C y las
cardioides r=C(1+cosbf) .

L2 Lo : _ -
Sea y :TX . Resolverla y dibujar sus curvas integrales. Estudiar si es estable la solucion que
satisface y(1)=3. Hallar una recta que corte perpendicularmente a las soluciones de la ecuacion.

Tenemos en el instante t=0 un gramo de material radiactivo A que sigue la ley de desintegracion
X' =—2x y tal que al desintegrarse se transforma en otro material radiactivo B que sigue y' =-ay.
Encontrar la funcion y(t) que nos da la cantidad de material B existente en cada instante ty el
valor méximo de esta funcion para los casos a=1, a=2 y a=4.

Supongamos ahora que tenemos un gramo de otro material radiactivo que se desintegra con
una velocidad proporcional a la raiz cuadrada de la cantidad existente. Si al cabo de un afio s6lo
gueda 1/4 de gramo, ¢al cabo de cuaantos afios tendremos 0.1 gramos? Comprobar que este
material se desintegra totalmente en un tiempo finito y calcular ese tiempo.

Algunas enfermedades se difunden por medio de portadores, individuos que transmiten la
enfermedad pero no la padecen. Sean x e y las densidades de portadores y personas sanas en
el instante t. Se supone que los portadores se retiran de la poblacién segin la ecuacién x'=—mx
y que la enfermedad se difunde con velocidad proporcional al producto xy: y'=—nxy .

a) Determinar x(t) si x(0)=xq e y(t) siy(0)=yg . b) Encontrar la proporcion de poblacion que no
enferma (es decir, el limite de y(t) cuando t— ») y determinar como varia esta cantidad con my n.

Un cuerpo a 80° de temperatura se coloca en el instante t=0 en un medio cuya temperatura se
mantiene a 200 y al cabo de 5 minutos el cuerpo se ha enfriado hasta los 50°.Suponiendo que
su enfriamiento sigue la ley de Newton (su temperatura varia proporcionalmente a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo y la del medio) determinar: a) la temperatura del cuerpo al cabo
de 10 minutos; b) el instante en que dicha temperatura sera de 300.

Un cuerpo se coloca en un medio con temperatura T(t)=sent en el instante t. Comprobar que, si
sigue la ley de Newton, la temperatura del cuerpo tiende a oscilar periédicamente.

Una reaccién quimica se produce por la interaccion de una molécula de sustancia P con otra de
sustancia Q para dar una molécula nueva X : P+Q - X . Sea X(t) la concentracién de X en el
tiempo t y sean p y q las concentraciones iniciales respectivas de P y Q. Suponiendo que la
reaccion obedece a la ley de accion de masas, esto es, que la variacion de x(t) es proporcional al
producto de las concentraciones de P y Q, hallar la expresion de x(t) si x(0)=0.

Un cuerpo de masa m es lanzado con velocidad inicial vg a gran altura en la atmésfera terrestre.
Suponemos que cae en linea recta y que las Unicas fuerzas que actian sobre él son la de la
gravedad terrestre mg (suponemos g constante) y otra fuerza —kv debida a la resistencia del
aire. Hallar la velocidad limite del cuerpo cuando t tiende a .

Modificar el ejemplo anterior suponiendo que la resistencia del aire es proporcional a v2.

Hallar la solucion de la ecuacion logistica y'=by(M-y) que satisface la condicion inicial y(tg)=M/2.
A partir de la solucién anterior encontrar una férmula que de el valor de M en funcién de los
valores de y en tres instantes sucesivos: y(t1)=y1, y(t1+h)=y2, y(t1+2h)=y3 . Suponiendo que la
poblacién espafiola se rige por la ecuacién logistica y sabierdo que dicha poblacién era en
1960, 1970 y 1980 de 30.9, 34.0 y 37.4 millones, respectivamente, determinar la poblacion
hacia la que tenderé a estabilizarse el nimero de espafioles.

Supongamos que la ecuacion y'=y[1-h(t)y] , h(t)>0 , describe la evolucion de una poblacion
animal con tope logistico variable. Estudiar el comportamiento de las soluciones para grandes
valores de tsi i] h(t)-o cuando t-o, ii] h(t)-cte cuando t-co. Interpretar el resultado.
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problemas 2

1. Estudiar la existencia y unicidad de las soluciones de

> 2 X'= tx + Int X'= X + seny
xxX"—=x'x" =2x" =tant 1t7)x" = 2tx' +x =0 -
(=) y'=xVt—y y'=tx?3_y
2. Resolver los siguientes sistemas: i) utilizando matrices , ii) convirtiéndolos en ecuaciones de
segundo orden:
X'=X—2y+2 X' =3x+y+tell X' = 3x +2y
y'=bx-y+1 y'=—Xx+y y' =—6x — 4y + tcost
x(0)=y(0)=0 x(0)=1, y(0)=-1 x(0)=y(0)=0
X':X—Zy—t X':2X+y X':—X—y
y'=2x-3y-t y':3X+4t63t y'=2x—-y
x(0)=1, y(0)=1 x(0)=y(0)=1 x(0)=1, y(0)=2
3.  Estudiar existencia, unicidad y prolongabilidad y hallar la solucién general de:
x"+x =tsen2t-1 X"+ 2X'+2X = te X" —x= 2(1+et)_1 X"+Xx =tant
2x" +3tx' +x =Int 2x" — 2x = toe! (t+1)x"— x' = (t+1)° (1+2)x"+ 2tx' = 263
4.  Hallar la solucion general sabiendo que la x; que se indica es solucion de la homogénea:
(I-tx"+tx'—x = et(l—t)2 (t2—1)x"—2x =0 txX"—(t+1)x'+x = et t2x"—t(t+2)x'+(t+2)x:0
X1 = el X1 = t?—1 X1 = e' X1 =1
5. Hallar la solucién general y la que satisface x(0)=y(0)=z(0)=1:
X' =X X'=y+z X'=x+y+z
y'=x+2y y'=x+z y'=2x+y-z
z'=Xx-2 z'=x+y zZ'=-y+z
6. Hallar la solucion general:
x V + x = sent XV +2x"+ x' =t 3"+ 2" —2tx'+2x = Int
7.  Encontrar la matriz fundamental canonica del sistema asociado a las siguientes ecuaciones:
X"+ 2x' +x=0 X"+ x"+x"'+x=0 2(t+1)2 X" +3(t+1) x' —=x=0
8.  Calcular la solucion particular que se indica y precisar si es estable o no:
x"— 2x'+2x = e' cost X"+ 2x"+ 5x"' =5t x\V — 16x :8t2
x(0)=x"'(0)=0 x(0)=x"'(0)=0, x"(0)=1/5 x(0)=-1, x'(0)=-2, x"(0)=3, x"(0)=-8
X"+ 2tx’ = 2t 2" +5tX' +4x = {2 X"+ x'~10x = 36t
x(0)=x'(0)=1 x(1)=x'(1)=0 x(0)=0, x'(0)=-3, x"(0)=2
9. Estudiar la estabilidad de x(M+x = 2cost segun los valores de n (entero positivo).

Para n=1994 , precisar si la homogénea y la no homogénea poseen alguna solucion periédica.

10. Determinar si son estables las soluciones de la ecuaciéon  x 'V + x™ + 3x"+ 2x'+3x =0 .

—t

11. Hallarunasolucion de x"+x"+x =cost+te = y determinar si dicha solucion es estable.

p5



97-98 residual

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Sea [e] x"+2x"+2x'+n°x =t , n=0,1,2,...

Hallar una solucién particular de [e] para todo valor de n.
Hallar la solucién general para aquellos valores de n para los que [e] sea asintéticamente estable
y para aquellos en que [e] sea estable no asintéticamente.

Sea [e] x"V+4x"+ex"+4x"+x = sen't. Hallar la solucion general para c=6. Determinar un valor de
¢ para el que [e] sea inestable y otro para el que [e] no tenga ninguna solucion periddica.

Sea (E) X"+ax"+bx +abx=1.

Para a=-1, b=1, hallar la solucién de (E) que cumple x(0)=x'(0)=0, x"(0)=—1.

Discutir la estabilidad de (E) segun los valores de las constantes a y b.

Determinar para qué valores de a y b ninguna solucion de (E) esta acotada en todo (—o,0).

Sea x4(t) lasolucionde x™" +5x"+ 2ax'+ax = —8e™?' con x(0)=1, x'(0)=-1, x"(0)=9 .
Determinar si son estables xx(t) , xg(t) y x_o(t) . Hallar x4(t) .

X'= 2X+y
Hallar la solucién de y'= —4x+2z con x(0)=1, y(0)=-2, z(0)=2 y estudiar su estabilidad.
z'= 4-2z2
X'=y-2z
Determinar para qué valores de a es asintéticamente estable el sistema y'= -z
z'= ax-5z
¢ Es estable para a=0? Calcular z(t) para a=4 si x(0)=y(0)=0, z(0)=1.
X'= xX+y
Estudiar para qué valores de a es asintéticamente estable la solucion de y'= —5x-y-z
z'= ax-z

con x(0)=1, y(0)=-2, z(0)=5 . Calcular esta solucién si a=0 y estudiar su estabilidad.

X'= =2x+y
Determinar un valor de a, si existe, para el que el sistema y'= x-2y+az
z'= ay-z

sea i) asintéticamente estable, ii) estable no asintéticamente, iii) inestable.

X'=z

y'=u+l
z'=—x+tau+2-
u'=—y—az+t
Para a=0, hallar la solucién que satisface x(0)=y(0)=z(0)=u(0)=0.

Discutir, en funcion del parametro real a, la estabilidad del sistema:

x"+cx'+a2x+y =0

S
ca y" +cy'+a2y+x =0

. Determinar para qué valores de a y c es asintoticamente estable.
Calcular para a=1y c=0 la solucién con x(0)=y(0)=1, x'(0)=y'(0)=0 . ¢ Es estable esta solucién?
Resolver tx"+2x'=t: i) como ecuacion de Euler, ii) haciendo x'=y , iii) haciendo x:% .

Discutir cuantas soluciones de la ecuacion satisfacen x(tg)=0, x'(tg)=1 .

Sea xy lasolucionde tx"+ax' =1 con X4(1)=x5'(1)=0. Calcular x, paratodo valorde a.
¢Es x5 funcion continua de a? Discutir la estabilidad de xg .

cost X"

Estudiar la estabilidad de las soluciones de la ecuacion e —tx'+x=log (1+et) .

2t _—
O sea solucion de x' = Ax.

. e —e
Encontrar una matriz A tal que |
e 226D
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

97-98 residual

Sean X1 Yy Xo soluciones de [e] x"+a(t)x'+b(t)x = 0 y llamemos w(t) al determinante wronskiano
[W()| de x; y Xo .Hallarw'(t) y utilizando la ecuacion concluir que

S aEds
w(t) =w(0) € “° (formula de Abel).

De esta formula y de la igualdad (x/xq)' = W(t)/xl2 deducir la férmula para la segunda solucién
X, de [e] en funcion de la primera X, , encontrada en teoria mediante la reduccion de orden.

Resolver t2(t+3)x'"—3t(t+2)x"+6(t+1)x'—6x =0 sabiendo que x1:t2 es solucién de la ecuacion.

Sea tox"—3t°x"+6tx'—6x = f(t) . Hallar una matriz fundamental del sistema equivalente y

utilizarla pra encontrar una férmula para la solucién general de la ecuaciéon no homogénea.

Sean las ecuaciones no lineales 2tx'x" = (x‘)2—l y x"=4tVx' . Estudiar existencia y unicidad,
calcular su solucién general, comprobar la dependecia continua de los valores iniciales y
determinar la estabilidad de la solucion particular que satisface x(1)=x'(1)=1.

Hallar las soluciones pedidas en los problemas 2, 5, 8 (las de coeficientes constantes) , 15,
16,17 ,18 y 20, mediante transformadas de Laplace.

Resolver y'=—y+ {; ’ tts>22 con y(0)=—1. ¢ Cuantas derivadas tiene la solucién en t=27?

Sea t2x"-6x = (a=3) , con x(1)=0, x'(1)=1 .
Hallar su solucién para todos los valores de la constante a y determinar su estabilidad.
Para a=-2, comprobar el resultado haciendo t=eP y utilizando transformadas de Laplace.

Resolver:
X"+ X = urft) X"+ 4x = §(t—T) — &(t—2m) X"—x = 28(t-1) X"+ X = ul(t)[e_l—e_t]
x(0)=1, x'(0)=0 x(0)=0, x'(0)=0 x(0)=1, x'(0)=0 x(0)=1

Resolver; x"+x' = {stj gsstt<1 , X(0)=—1, x'(0)=0 X"+ X= {s%ntgﬁt:tm , X(0)=x"(0)=0

0 si 0<t<1

X"=x'= () B .
con f(t) = {nen_nt sim1 Y estudiar lo que sucede cuando n - .

Resolver X(0)=x" (0)=0
Resolver x"+ 2cx' +x=9(t-1) , ¢=0, con x(0)=x'(0)=0, distinguiendo los casos c<1, c=1y c>1.
Dibujar la solucién para c=0 y comentarla fisicamente.

Hallar la solucion de x"+ 2x'+ 2x = (), x(0)=x'(0)=0, i) a partir de la formula de variacion de las
constantes, ii) utilizando transformadas de Laplace. Escribir la solucion si en particular f(t)=5(t-).

Hallar la soluciéon de x™+ 6 x'+ 20 x =18 (t=T) con x(0)=x'(0)=x"(0)=0 vy escribir su valor para
t=m2 y t=13112. ¢Cuantas derivadas posee dicha solucién en t=1?

0 , t<1

Calcular la solucién de  x" —3x"+2x' = {2e[2t—3] p due verifica x(0)=x'(0)=x"(0)=2 .

Resolver los sistemas:

x'=2x-y  x(0)=0 X'==X+y x(0)=0 X'=—y+tuy(t) x(0)=—e
y'=x+2-t] y(0)=-1 y'= x-y+25(t-1) y(0)=0 y'=x-2y y(0)=0
x'= —y+f(t) _ flost x(0)=0 X'= x+f(t) _ f2etost< x(0)=-2
y'= x+f(t) f(t)= {0 tZ"TT[ ’ y(0)=0 y'= x4y f(t)= { Oe tZtll ' y(0)=1
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

t
a) Consideremos la ecuacién integral de Volterra x(t) +IO k(t—s) x(s) ds =f(t) ,con f y k dadas.
Tomando transformadas de Laplace obtener una expresion para L(x) en términos de L(f) y L(k).

t
b) A partir de lo anterior, resolver en particular x(t) +_[O (t=s) X(s) ds = sen2t .
Ver que este problema equivale a: x"+ x = —4sen2t, x(0)=0, x'(0)=2 . Resolverlo y comprobar.

Determinar si existen soluciones 21-periodicas y si son 0 no estables:

x‘:xcost—senzt x':xcoszt—sent x"+x:cosst X"—X'+2x=sent

x"+x'=1 + cos2t 4x"+x=cost X"= sent|cos {| X"+ X =sen(t+1)

Encontrar una formula para la solucion general de x™ + x'=f(t) . Hallar dicha solucién general si
i] f(t)=1, ii] f(t)=cos2t . Estudiar en cada caso el nimero de soluciones 2r-periodicas existentes.
En general, si f(t) es cualquier funcién 2m-periddica, dar criterios para determinar el nUmero de
soluciones 21eperiédicas.

Sea x"+x=f(t) (c>0) donde a) f.(t)=senct ,b) f.(t) = Uyc(t) — Upmyc(t) + Uz —...
2n 4m
0) folt) = 3(t-=") +8(t-"_") + ..
En los tres casos:
i] Hallar la solucion general para todo valor de c.
ii] Estudiar la existencia de soluciones 2reperiddicas si c=1 y c=2.
iii] Dibujar para c=1 y ¢=2 la solucién con x(0)=x"'(0)=0 , comparando con f1(t) y fo(t) .
iv] Interpretar fisicamente los resultados anteriores.

1
Sea X"+Z X'+ x=senct,c>0.

Responder para esta ecuacion las cuestiones i] y ii] del problema anterior.

Determinar la solucién periédica y*(t,c) a la que tienden a acercarse todas las soluciones y
escribirla para cada c enlaforma y*= A sen(ct+B) . Estudiar como varia A en funcién de c.
¢Para qué valor de ¢ se obtiene la amplitud maxima? Interpretarlo fisicamente.

Sean las ecuaciones x"+x=|sent| ; x"+4x=|sent]|.
Estudiar si tienen soluciones periddicas. Hallar y dibujar la solucion que satisface x(0)=x'(0)=0 .
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problemas 3

1. Estudiar silas siguientes ecuaciones tienen puntos singulares o no y clasificarlos:
?x" —2x=0 (2t—t2) x"+ (1-3t) x'=x=0 tx" +2x" +Intx =0
t2x"+ 2x'+4x=0 tx" +elx'+ 3 costx=0 tsentx"+3x'+tx=0
2.  Escribir una ecuacion lineal homogénea de segundo orden tal que: i) tenga un punto singular

regular en t=0, ii) las raices de su polinomio indicial en ese punto sean 1/3 y —1/3, iii) tenga en
t=1 un punto singular que no sea regular.

3. Resolver por medio de series en torno a t=0 :
2t2x"+(t2—t)x'+x:0 x" —e'x =0 2" 5tx"+ 3(t+3)x=0 2tx"+x'—=x=0
(t2—t) X"—tx'+x=0 X" +2x =0 (1+t2)x"— 2tx' +2x=0 (t2—1)x"—2x =0
280x"— tx'+ (t5)x=0 X" +tx =0 t2x"—t(t+2)x'+(t+2)x:0 tx"+ (1-t) x'+x=0

(P-1) X"+ 33X+ X =0  x"+x'+x=0  32(L+)x"+(5+2)x'=x=0  (1-c0os3t)x"—2x=0

sent

4.  Darun valor de b para el que la solucién general por series de tx" +be x' =0 entorno at=0

no contenga logaritmos y otro valor para el que si.

5. Determinar si contiene o no logaritmos la solucién general por series en torno a t=0 :
tx" +2e'x' =0 tx" +2cost x'=0
6. Sabiendo que x=t es solucion de la ecuacion tx'—tx"+x = 0, determinar si es posible escribir

el desarrollo en torno a t=0 de otra solucién linealmente independiente sin que aparezcan
logaritmos. Estudiar si es estable la solucion con x(1)=x'(1)=0.

dx _

7. Probar que toda solucion del sistema gt 3 5 tiendea O cuando t-0.
ay _ 2
- —gxt s costy

8. Sea 2Vtx"—x'=0.Precisarsi t=0 es un punto singular regular de la ecuacion.

Calcular el desarrollo en serie en t=1, hasta tercer orden, de la solucién con x(1)=x'(1)=1.

9. Demostrarque 2Intx"+x'+ 2x =0 tiene un punto singular regular en t=1 . Calcular los tres
primeros términos del desarrollo en serie correspondiente a la raiz mayor del polinomio indicial.
Indicar donde converge, al menos, la serie obtenida.

10. Sean (1+t2) x"-2x=1 X" — 2tx '+ (2+t2) x = t5cos t X" — 2tx'+ (2—t2) x = 2t5ch t

Hallar la solucién general de la homogénea en forma de series entono a t=0.
Hallar la solucién general en términos de funciones elementales.

11. Hallar la solucién general de (t3+1)x"— 3t%x'+ 3tx = (t3+1)2 .

12. Sea (1—t2) X"—tx' +x=1-t2 . Resolver la homogénea por medio de series y hallar la solucién
general de la no homogénea en términos de funciones elementales. Comprobar el resultado
haciendo el cambio t=sens.

13. Sea t2x"—3tx'+3x=t> . Hallar la solucién general de la no homogénea. Hallar la solucién
general de la homogénea utilizando series de potencias centradas en i]t=0, ii]jt=1.

14. Calcular la solucion general por medio de series de x"— 2tx' = 0. Resolverla por otros métodos
y comparar. Estudiar la estabilidad de la solucién x=0 .
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

27.

28.

29.

30.

Escribir la solucion de x"—In|t|x'=0 con x(1)=0,x'(1)=1 en términos de funciones elementales
y ver si es estable. Hallar los tres primeros términos no nulos del desarrollo de dicha solucién en
torno a t=1. Determinar qué puntos de la ecuacion son regulares o singulares regulares.

Hallar el desarrollo en torno a t=0 de la solucién de (1-t)(1-2t)x"+2tx'-2x =0 con x(0)=x'(0)=1.
Hallar las raices del polinomio indicial para cada punto singular regular. Estudiar cuantas
soluciones de la ecuacion satisfacen x(1)=0, x'(1)=1 .

Discutir para qué valores de a es t=0 un punto singular regular de A x"+4tx'+2x=0.
Si a=2, hallar el desarrollo en serie de la solucion con x(1)=1, x'(1)=—1 en t=1 hasta tercer orden.
Hallar la solucién de la ecuaciéon t*x" + 4tx'+ 2x = et , con X(1)=x'(1)=0. ¢Es estable?

Hallar la solucion general de la ecuacion sentx" —3 costx' =2 sent cost.
Determinar qué puntos t son regulares o singulares regulares, y hallar los dos primeros términos
no nulos del desarrollo en torno a t=0 de una solucion de la homogénea que no sea constante.

2 L. .
Sea tx"—x'—4t3x=0. Comprobar que x=e!" es solucién. Hallar el desarrollo en serie de
potencias de una solucion que se anule en t=0.
Hallar el desarrollo hasta orden 5 de una solucién de t2x"—3t*x '—(3t3+2)x = 0 que esté acotada
en t=0 [puede ser util saber que x=1/t es solucion].

Sea (1) x"+ 2tx' + (t+1) x=0. a) Comprobar que tiene una solucion de la forma et y escribir
la solucion con x(0)=1, x'(0)=0 en términos de funciones elementales. b) Hallar los tres
primeros términos no nulos del desarrollo en torno a 0 de esta solucién utilizando directamente
el método de series. ¢) ¢Es estable la solucion que satisface x(m)=x'(m)=1?

Hallar una solucién no trivial de  tx"— (3t+1) X'+ 9x =0 .
¢ Es cierto que todas las soluciones de la ecuacioén tienden a 0 cuando t tiende a 0?

Sean las ecuaciones t2x"+ x'=0 y %"+ tx'=x = 0 . Hallar la solucién general por métodos

elementales y estudiar la estabilidad. ¢Se podrian resolver por series en torno a t=0 ? Calcular
hasta orden 3 el desarrollo en serie de potencias en torno a t=1 de la solucién con x(1)=x"'(1)=1.

Sea costx"+ (2-sent)x'=0 . Hallar por diversos métodos el desarrollo hasta orden 4 en t=0
de la solucion con x(0)=1, x'(0)=-1 .

Sea t2x" +(1—et) x'+tx=0 . Hallar los dos primeros términos no nulos del desarrollo en

serie de una solucién que se anule en t=0.

Sea t?x"—4tx'+[tP+6]x=f() .

Si f(t) =0, hallar una solucion por el método de Frobenius e identificar la serie obtenida.
Para f(t) = { , hallar la solucién general en términos de funciones elementales.

Para f(t) = et , determinar la estabilidad de la solucion que verifica x(1)=m, x'(1)=10 .

Sea [E] t°x"+ [At2+ Blx'+ [Ct2+ D]x =0 . Determinar para qué valores de A, B, CyD son
tanto t=0 como t=co puntos singulares regulares de [E]. Para estos valores, precisar cuando
existen soluciones de [E] que tienden hacia 0 cuando t tiendea .

Sea t[t—-1]x"+2[2t-1]x"+2x=0 . Probar que existe una solucién analitica entornoa t=0 y
calcularla. Estudiar si todas las soluciones tienden hacia 0 cuando t tiendea o .

Sea t'x"+2t3x'—x=1.Determinarsi t=0 y t=co son puntos regulares o singulares regulares
de la homogénea. Hallar la solucién que satisface x(1)=0, x'(1)=1.

Sea [t4+t2]x"+[5t3+t]x'+[3t2—1]x:0 .

Probar que posee soluciones no triviales que tienden a 0 cuando i) t-0, i)t-o .
¢ Existen soluciones que tiendan a 0 tanto cuando t-0 como cuando t— oo ?
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
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Estudiar las soluciones en t=0 de las ecuaciones
tx"+ (1-t) X'+ px =0 (Laguerre) (1—t2) X"—tx' + pzx =0 (Tchebycheff)
y determinar para qué valores de p las soluciones son polinomios.

Resolver la ecuacion de Hermite x"— 2tx' + 2px =0 por medio de series. Comprobar que si p es
un niimero natural existe solucion polinémica. Se llaman polinomios de Hermite Hp(t) a aquellas
soluciones polinébmicas tales que los términos que contienen la potencia mas alta de t son de la
forma 2" . Escribir los cuatro primeros Hp y comprobar que vienen dados por la formula:

2 gn 42
H t=—1net —e
n®=D"e g

Hallar una solucién linealmente independiente de P41 para la ecuacién de Legendre con p=1,
sin recurrir a series. Desarrollar en serie de Taylor esta solucion y comparar con la serie obtenida
a partir de la férmula general de las soluciones.

Cualquier polinomio Qu(t) de grado n se puede escribir como combinacion lineal de los n+1
primeros polinomios de Legendre: Qp = cgPg +...+ chPn -

1
Probar que ck:%f_lQn(t) Pi(t) dt . Escribir Qu(t) =t* como combinacion lineal de Po,...,P4 .

Deducir de la formula de Rodrigues para los polinomios de Legendre:

nPn = tPn' — Pn_l' (n+l)Pn+1 - (2n+1) t Pn + nPn_l =0

Hallar la solucién general de la ecuacién de Legendre con p=1 en forma de series de potencias
de 1/t resolviendo la ecuacion del infinito. Comparar con la solucion del problema 33.

Sea t(t-1) x"+x'—px =0 . Determinar para qué valores de p tiene solucién polinémica. Probar
gue todas sus soluciones esta acotadas en t=0 . Probar que para p=2 existen soluciones que
tienden a 0 cuando t tiende a o: i] calculando la solucion general en términos de funciones
elementales, ii] haciendo s=1/t y analizando la ecuacion resultante en s=0 .

La ecuacion hipergeométrica de Gauss es [G] t(1-t)x" + [c—(a+b+1)t] x'—abx =0.
a) Hallar las raices del polinomio indicial en cada punto singular regular de [G].
b) Probar que el punto del infinito es singular regular y hallar las raices de su polinomio indicial.

¢) Probar que cada uno de los cambios: i) x=t1 ¢z , 1) s=1-t, iii) x=t?w , convierte [G] en otra
ecuacion hipergeométrica.

d) Suponiendo que 1-c, c—a—b y a—b no son enteros, hallar las soluciones de [G] en forma
de serieentornoa t=0,t=1 y t=co .

e) Probar que toda ecuacién de la forma (s—A)(s—-B)x" + (C+Ds) x' + Ex = 0 se puede convertir
en la ecuacion [G] mediante un cambio de variable independiente.

Hallar una solucién de tx"+2x'+a’tx = 0 gue esté acotada en t=0 . Hacer x:¥ y comprobar.
Comprobar que la ecuacion de Bessel tiene un punto singular no regular en el infinito.
Desarrollar hasta orden 3 en t=1 la solucién de t°x" +tx‘+(t2—%)x =0 con x(1)=0,x'(1)=1.

2

Calcular la solucion de  t°x"+tx' + (tz—%) X = t3/2

con x(1)=1,x'(1)=-1/2.
Comprobar:  J_n=(-1)"Jn ; (Ip)' =tPIp1 5 ((PI) =—tPIpu1 ; Jpa+Ipn :%3 Jo ;

Jp’ :% Op-1—Jp+1) 5 J1p= % sent ; 3—1/2:'\/% cost . Hallar Jg .
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44.

45,

46.

47 .

Comprobar que el cambio x= t_py transforma tx"+ (2p+1)x'+tx=0 en t2y" +ty'+ (t2—p2)y =0.
Utilizar dicho cambio para: i] Resolver la ecuacién de Bessel con p=1/2 sin utilizar series
il Resolver tx"+2x'+tx=0.

Obtener la funcién de Bessel Jg siguiendo los pasos indicados: a) Convertir la ecuacién de
Bessel de orden 0 mediante transformadas de Laplace en una de primer orden para X(s) .

b) Resolver esta segunda ecuacion y desarrollar el resultado en serie de potencias de s .

¢) Calcular, término a término, la transformada inversa de X(s) (suponiendo que se puede).

Sea tPx"+ (3t=1) x'+ x =0 . Comprobar que t=0 es punto singular. ¢ Es regular?
Hallar una solucién de la forma t' 2Zant" vy discutir su validez.

Adaptar la teoria de este capitulo a la resolucion por series de las mas sencillas ecuaciones
lineales de primer orden con coeficientes analiticos (0 "poco" no analiticos). Identificar algunas
ecuaciones de los problemas del primer capitulo resolubles por medio de series, hallar por este
camino su solucién y comparar resultados.
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problemas 4

1.

10.

11.

12.

13.

Dibujar el mapa de fases:

X"=—4x'—4x X" =x—x3 x"= x"3_x72 x":x[(x')2 —1] X"= (1-x%)x'— x
X'=xy x'=yeX X'=y—2xy X'=2y + 2xy X'=1-x+3y
y‘:x+y2 y'=eX-1 y':y2—2x y':2x—x2—y2 y'=x+y-1
X'=y(x+1) X'=y—y? x'= X%y X'=2X X'= X% — 2xy
y'=x(1+y%) y'=x—x2 y=-y oA yEyay) exE y=yRo2xy

X' = X—x2
Sea | 3y . Hallar sus érbitas, localizar todas las orbitas rectas y dibujar el mapa de fases.

y =y=X

x'=3y2-3 y - o
Sea 3 . Hallar la ecuacion de sus orbitas y dibujar su mapa de fases.

y' = 6x+4X

Determinar para qué valores de a es periodica la solucién con x(0)=0, y(0)=a .

x'=seny
y'=senx
Determinar qué soluciones del sistema estan definidas para todo t.

Sea el sistema: . Hallar la ecuacion de sus orbitas y dibujar su mapa de fases.

Sea x" =x3—7x% +10x . Dibujar su mapa de fases y determinar para qué valores de a es
periddica la soluciéon con x(0)=a, x'(0)=0 .

Sea la ecuacion x"=(x-— x2) e Dibujar su mapa de fases.
Estudiar la estabilidad de las soluciones que satisfacen i) x(0)=x'(0)=0 , ii) x(0)=1, x'(O):e_l .

=2
Sea ;( _ 1Xi2 y2 . Dibujar su mapa de fases y estudiar la prolongabilidad de las soluciones.

Sea x" = g(x) y supongamos que en Xq la grafica de la funcién potencial tiene un punto de
inflexion con tangente horizontal. Describir el mapa de fases cerca de (xq,0).

Calcular el valor de a para el que las 6rbitas de x"= x?—4x+a cambian radicalmente, dibujando
el mapa de fases en cada caso.

x':2x—4y+ax3+by2

y'=2x-2y '

Elegir ay b (no ambos cero) para los que haya un centro en el origen y dibujar el mapa de fases.
Identificar en él drbitas que correspondan a soluciones i] inestables, ii] definidas para todo t .

Sea

Sea V(x\y)= 2x2 - 2xy + 5y2 +4x+4y+4 .

xX'= =V
Dibujar las curvas de nivel de V y el mapa de fases del sistema y'= —V; .
Sea [e] 2x"— (x')2 +X(x=2) =0 ysea [o] la ecuacion diferencial de sus orbitas. Resolver [0] .
Dibujar el mapa de fases de [e]. Estudiar existencia y unicidad para [e] y [0] . Explicar por qué no
es contradictorio que existan dos soluciones de [0] pasando por el origen y que exista una
Unica de [e] con x(0)=x'(0)=0 . Estudiar la estabilidad de las soluciones de [e] que satisfacen:

i] X(0)=x'(0)=0 ii] x(7)=2, x'(7)=0 il x(-1)=1, x'(-1)=-1
_ . X'=2xy
Dibujar el mapa de fases del sistema y' :y2—x2—4

Identificar la 6rbita asociada a la solucién con x(0)=2, y(0)=0 y describir la x(t) de dicha solucion.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

y'; 1—x>£+y2 y las curvas ortogonales a dichas 6rbitas.

Estudiar qué soluciones estan definidas para todo t .

Dibujar las 6rbitas del sistema

Hallar la ecuacion de las 6bitas y dibujar el mapa de fases de los sistemas
X'=X +2xy X'= X (x=2)
y'=y*-1 y'= (x-2y)(x-1)
Estudiar si estan definidas para todo t las soluciones cuyas proyecciones sean semirrectas.

Dibujar el mapa de fases tras escribir en coordenadas polares:
x'=y+x3+xy? X'=y—x (Pry?-1) X'= (x=y)(1-x2+y?)
y'=-x+x%y +y3 y'= Xy (PHy?-1) y'= (x+y)(1-x2+y?)

v 2
Sea X. B y:x 2y. Hallar sus orbitas y dibujar su mapa de fases. Escribirlo en polares.
y =-X+Xy

Estudiar para qué valores de b esta definida para todo t la solucion con x(m=0, y(m)=b .

X' = x2—xy—2y
y' = Xy—yo+2x
Escribir [S] en coordenadas polares, hallar la expresion de las 6rbitas en polares y deducir la

expresion en cartesianas. Hallar y clasificar los puntos criticos de [S], probar que hay una 6rbita
de [S] que es una recta y dibujar el mapa de fases de [S].

Seaelsistema [S]

Dibujar el mapa de fases del siguiente sistema debido a Poincaré (el uso de polares es util):

X'=x (x2+y2—1)(x2+y2—9) - y(x2+y2—2x—8)

y'=y (CHy2-1)(xP+y?-9) + x(x*+y?~2x-8)

i . . X'= x3—y x':x2—y

Clasificar los puntos criticos de los sistemas: , 3 , y
y'= X +y y'=xe

Sea X"=-X [x2+(x')2] . Hallar la érbita de su mapa de fases que pasa por el punto (-1,0) .

¢ Es periddica la solucién de la ecuacién que satisface x(m=-1, x'(1)=0 ?

Estudiar los mapas de fases de los sistemas lineales autbnomos que tienen algun autovalor O.

—y 2
Sea [S] X,_ X 2 Resolver la ecuacion diferencial [o] de sus orbitas.
y =X-y+X
Dibujar las isoclinas y curvas integralesde [0] y el mapa de fases de [S] . Determinar si es estable
el origen en el sistema [S] y si lo es la solucién y(x) de [0] que satisface y(1)=1 .

x'=ax

y'=2ay-y? -

i] Hallar la ecuacidn de sus orbitas y determinar la curva del plano xy en la que dichas 6rbitas
poseen puntos de inflexion.

ii] Dibujar los mapas de fases de [Sg] para a>0, a=0 y a<0.

iii] Hallar la solucion de [Sg] con x(0)=y(0)=2a . ¢ Es estable? ¢ Lo es la 6rbita y(x) que define,
vista como solucién de la ecuacion diferencial de las 6rbitas?

Sean los sistemas [Sg]

. . x'=ym .
Probar que son periddicas las soluciones de  * | W m,n impares.

Estudiar, segun los valores de a, la estabilidad de la solucién x=0 de las ecuaciones:

X" = a senx cosx x"+ax'+eX =1 x"+x = asen(x) x"+ax"=0, nON
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

97-98 residual

X' =ay+bx® . . . " o
y'= ax+by3 . i) Discutir segun los valores de ay b la estabilidad de la solucién x=y=0 .

i) Discutir si existen soluciones no triviales de [S] que tiendan a 0 cuando t - co.

Sea

Sea la ecuacion x" = ax—2x'+(x')2 .

Para a=0 : Resolver la ecuacion diferencial de las 6rbitas y dibujar el mapa de fases.
Hallar la solucién de la ecuacion que satisface x(0)=1, x'(0)=2 .

Paratodo a: discutir la estabilidad de la solucion trivial x=0 .

Calsificar segun los valores de a todos los puntos criticos de [E] x" = sen(ax+x"), a=0.
Para a=2, dibujar el mapa de fases.
Para a=0, hallar la solucién de [E] que satisface i) x(0)=m, x'(0)=0, ii) x(0)=0, x'(0)=T1.

Sea el sistema  [S] ; :8//:;8:)%

Para diferentes valores de a dibujar el mapa de fases y estudiar la estabilidad de las soluciones.
Para a=-1, calcular la solucion de [S] que satisface x(0)=y(0)=0 .

. Hallar la expresién de sus orbitas.

Hallar la solucién general y la particular que satisface el dato inicial x(0)=x'(0)=1:
3x'x" =1 x2x":x'(xx'—2)

" " 2,2
- - : X'=y X = y(x“+y?)

Comparar la orbitas y las soluciones de los sistemas V .

p y y'=-x y y'= _X(Xz +y2)

Sea [e] laecuacion a) x"=4x-3x', b) x"=x [1—(x')2] , C) x"= 2x3

Llamemos [0] a la ecuacion diferencial de sus Orbitas. Para los tres casos:

i] Resolver [0] y dibujar el mapa de fases de [e].

ii] Estudiar existencia y unicidad para [e] y [0].

iii] Si en t=0 es x=x'=1, ¢en que instante es x=1010 ?

iv] Estudiar la estabilidad de la solucion v(x) de [o] con v(1)=1.

v] Estudiar la prolongabilidad de la solucion x(t) de [e] que satisface x(0)=0, x'(0)=2 .

1—ya
. X =X . P .z o
Sea el sistema gy Dibujar su mapa de fases basandose en la ecuacion de sus 6rbitas.

Estudiar para qué valores de a la solucion del sistema con x(0)=y(0)=1 explota en tiempo finito.

X'=y—Xy
y'=—X+X
Precisar las Orbitas que corresponden a soluciones periddicas del sistema y calcular su periodo.

Sea 2 . Dibujar su mapa de fases. Estudiar la estabilidad de la solucién x=1, y=0.

Seala ecuacion [E] x"+x+ axZ +bxx' = 0. a) Estudiar para que valores de a y b se puede
garantizar que [E] posee un centro en el origen. b) Si a=b=-1, dibujar el mapa de fases.
¢, Qué sugiere este dibujo sobre la estabilidad de la solucion x=0 ?

Estudiar las simetrias de sus Orbitas y dibujar el mapa de fases de la ecuaciéon x"=x-— X —xx' .

2 2

Sea [9] gx =x"+3y"

Oy'=-2xy
a) Resolver la ecuacién diferencial de sus 6rbitas de dos formas diferentes.
b) Dibujar isoclinas y curvas de puntos de inflexion de esta ecuacion.
c¢) Dibujar el mapa de fases de [S] .
d) Precisar si esta definida para todo t la solucion de [S] con x(2)=1, y(2)=0.
e) Determinar si es estable la solucion de [S] con x(2)=y(2)=0 .

Sea x" = ax+ (x')2 . a) Resolver la ecuacion diferencial de sus orbitas.
b) Discutir, segun los valores de la constante a, la estabilidad de la solucion x=0 .
c) Para a=-1, dibujar el mapa de fases y hallar la solucién que cumple x(2)=1/2, x'(2)=1.
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40.

41.

42.

43.

44.

45,

46.

47 .

48.

49.

50.

51.

Estudiar para qué valores de A, B y C las siguientes funciones son definidas positivas en un
entorno del origen:

u(x,y) = Ax2+Bxy+Cy2 u(x,y) = Ax4+Bx2y2+Cy4 u(x,y) = Ax3+By3 u(x,y) = Ax2+Cy2+Bx3

Estudiar la estabilidad del origen con funciones de Lyapunov:

3 3_\4

x"+(x')3+2x:O X'= =X +xy2 x':2y3 x':y3+x _x
y'= 4%y —y° y'= 2 -y? y'=—x+y

Sea x"+x' +ax2—2x =0 . Clasificar los puntos criticos y dibujar el mapa de fases segun los
valores de a . Interpretar fisicamente las 6rbitas.

Clasificar los puntos criticos de x"=1 — x2 — kx', k=0, en funcion de los valores de k. Dibujar
aproximadamente el mapa de fases para k=0, k=1 y k=3 . Interpretar fisicamente.

Clasificar los puntos criticos de la ecuacion del péndulo rotatorio x"= senx (—1+chosx) , segun
los valores de w. Dibujar el mapa de fases para w=0 (péndulo simple) y para w=V2.

Un péndulo se desplaza un angulo x[(0,m) de su posicion de equilibrio estable y se abandona.
Hallar el periodo de la oscilacion en funcién de una integral (se supone g/l =1).

Considérese el péndulo rotatorio del problema 43 y supongamos ahora que hay rozamiento:
X" = senx (—1+wzcosx) —ax' , a0

Estudiar la estabilidad de la solucion x=0 (para w=1 hacer uso de una funcién de Lyapunov).
Dibujar e interpretar el mapa de fases con a=1y w=0 (péndulo simple con rozamiento).

Una particula se mueve por el eje x segin x"= —x (x2+9)_2 . Dibujar e interpretar el mapa de
fases. Si la particula pasa por el origen con velocidad v=1/3, ¢ qué velocidad tiene cuando pasa
por x=4 ? ¢ Cuanto tiempo tarda en llegara x=4?

¢Existe alguna orbita v(x) que sea solucion estable de la ecuacién diferencial de las 6rbitas?
¢ Es estable la érbita que satisface v(0)=1/3? Imponer una pareja de datos iniciales a la ecuacién
inicial de segundo orden de modo que la solucién correspondiente sea inestable.

X'=x(3—x-ay)
y'=y(3-y-ax)
especies animales en competicidon ( x e y son esas poblaciones expresadas en unidades
adecuadas) . Clasificar los puntos criticos elementales para todo a>0 . Dibujar los mapas de
fases para a=1/2, a=1 y a=2, e interpretarlos comparando los resultados.

El sistema , a>0, puede describir la evolucién de las poblaciones de dos

X'=X(2—x-y)
y'=y(3-y-2x)
(xX) y salmones (y) en un mismo estanque y que un pescador pesca soélo truchas con una
velocidad proporcional al namero de ellas existente. Indicar, dibujando varios mapas de fases,
como influye en la evolucion de ambas poblaciones su mayor o menor habilidad pescadora.

Supongamos que el sistema describe la evolucion de una poblacién de truchas

X'=X(3-y)
y'=y(=1+x)
preadadora (x moscas, y murciélagos, por ejemplo). Dibujar e interpretar el mapa de fases.
Comprobar que (segun este modelo) es contraproducente emplear insecticida si éste mata
también una proporcion fija de los murciélagos existentes.

a) El sistema puede describir la evolucion de dos poblaciones animales en relacion

X'=x(3—ax-y)

b) Si suponemos la existencia de un tope de poblacién para las moscas se tiene y'=y(=1+x)

Dibujar e interpretar este mapa de fases para a=1, a=2 y a=4.

Construir una teoria para el dibujo de 6érbitas de ecuaciones autbnomas de primer orden y'= f(y)
en la "recta de fases". Estudiar el caso particular en que f es periddica, representando entonces
el "mapa de fases" sobre una circunferencia.
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