apuntes de
ecuaciones en
derivadas
parciales

M
\WN\N\ \ /7

/777

iTAN

NN\ |~
AADNNNY
AN\ ¢

N
i
|

/7,

\\IZ 7/ )N

'ANNNY

AN\
TSN\

Pepe Aranda
Métodos Matematicos
Fisicas Complutense

pparanda@fis.ucm.es

2000



indice

Introduccién

5. Caracteristicas. Problemas clasicos en EDPs

5.1 EDPs lineales de primer orden
5.2 EDPs lineales de segundo orden. Clasificacién
5.3 Los problemas cléasicos. Unicidad

6. La ecuacidén de ondas

6.1 Ecuacién de la cuerda vibrante
6.2 Ondas en tres y dos dimensiones

7. Problemas de contorno para EDOs

7.1 Algunos ejemplos

7.2 Problemas de Sturm-Liouville homogéneos
7.3 Series de Fourier

7.4 Problemas no homogéneos. Funcidén de Green

8. Separacién de variables

8.1 Problemas homogéneos
8.2 Problemas no homogéneos
8.3 Algunos problemas en tres variables

9. Otros métodos en EDPs

9.1 Funciones de Green
9.2 Transformadas de Fourier

Bibliografia

Problemas
Problemas
Problemas
Problemas
Problemas

O 00 Joyu,

11

17

18
25

29

30
32
36
40

44

45
53
57

61

62
66

70

2pl
2p3
2p5
2p8
2pll



Introduccion

Esta segunda parte de los apuntes estd dedicada al estudio
de las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), aunque también
se estudiaradn los problemas de contorno para las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs). Recordamos que una ecuacidén en
derivadas parciales es una ecuacidén en la que aparece una
funcidén incégnita de varias variables y algunas de sus derivadas
parciales. Todas las EDPs que veremos serdn lineales. Mas en
concreto, salvo un breve estudio de las lineales de primer
orden, trataremos de EDPs lineales de segundo orden, del tipo:

n
[1] Lu_l’ElalJaXaX Zbl§+cu=d

donde u, ajijrs bj, c y d son funciones de (X;,..,X,). Una solucién
de [1] sera una funcién u(x;,..,%x,) de clase C? en un dominio D de
R" que sustituida en la ecuacidén la convierte en una identidad.

Entre las EDPs lineales de segundo orden se encuentran
muchas ecuaciones de la fisica. Entre ellas las tres clasicas:

ecuacion de ondas U, - c’Au = 0
ecuacion del calor u. - kAu = 0
y ecuacién de Laplace Au =0

qgue son ejemplos de los tres grandes tipos en que se clasifican
(hiperbélicas, parabélicas y elipticas, respectivamente). La
teoria de las EDPs viene a ser la generalizacidén del estudio de
estos tres problemas. Sus propiedades son tan diferentes que no
existen teorias generales como la de las EDOs lineales.

En el capitulo 5 veremos que, normalmente, no es posible
hallar la solucidén general de una EDP. Eso serd tal vez posible
para las de primer orden y para unas pocas de segundo (en
particular, para la de ondas). Ademds se verd qué condiciones
adicionales (iniciales o de contorno) hay que imponer a las EDPs
clasicas para que tengan solucidén Gnica. En el 6 estudiaremos la
ecuacién de ondas, primero para una u(x,t) y luego, con menos
detalles, para dos y tres dimensiones espaciales.

El capitulo 8 trata el método de separacién de variables
para resolver (en recintos sencillos) las ecuaciones cléasicas
(homogéneas y no homogéneas). Este método exigirad resolver
problemas de contorno para EDOs y expresard las soluciones en
términos de series de Fourier. La teoria de los problemas de
contorno (muy diferente de la de los de valores iniciales) y un
repaso de dichas series se dard previamente en el capitulo 7.

El Gltimo capitulo, el 9, estudia dos temas independientes:
las funciones de Green para la ecuacién de Laplace y la
utilizacidén de la transformada de Fourier para resolver algunas
EDPs (en particular, la del calor en la recta infinita).



Para acabar esta introduccidén, describamos el significado
fisico de las ecuaciones clasicas. Interpretémoslas Unicamente
en sus versiones mas sencillas (que son las mds tratadas en los
apuntes): cuando la u es funcién de dos variables.

Comencemos con la ecuacién de ondas unidimensional o
ecuacién de la cuerda vibrante . Consideremos las oscilaciones
de una cuerda totalmente elastica, tensa y fija en sus extremos.
Se supone que sus oscilaciones son siempre transversales y de
pequena amplitud. En esas condiciones se puede ver que si u(x,t)
representa el desplazamiento vertical
del punto de abscisa x en el instante u
t, la funcidén u(x,t) satisface la EDP:

2 SE) |,
Uiy = CTUyy = F(X,t) uee) /\
. - X
donde cz=T0/p, con T, fuerza de tensidn %

en los extremos, p masa por unidad de
longitud (densidad lineal) y F(Xx,t) fuerza externa por unidad de
masa que actla en direccidén vertical sobre el punto x en el
instante t. No olvidemos que el modelo matemdtico de esta cuerda
ideal es s6lo una simplificacidén de la realidad; lo mismo ocurre
con las siguientes.

instante t

La distribucidén de temperaturas a lo largo del tiempo en una
varilla delgada (que podemos suponer unidimensional) viene
regida por la ecuacién del calor:

u, - ku,, =0

donde u(x,t) representa la temperatura del punto de abscisa x en
el instante t y k>0 es una constante proporcional a la
conductibilidad e inversamente proporcional a la densidad y al
calor especifico. Si existiesen fuentes de calor en el interior
de la varilla deberiamos escribir una F(x,t) en el segundo
miembro de la ecuacién.

La ecuacién de Laplace:

Uy, tu,y, =0

puede describir, entre otras situaciones fisicas, 1la
distribucidén estacionaria de temperaturas en una placa
bidimensional. La existencia de fuentes de calor en el interior
de la superficie aportaria una F en el segundo miembro (ecuacidn
de Poisson). Frente a las dos ecuaciones anteriores que
describian la evolucidén de un sistema a lo largo del tiempo,
ésta describe situaciones estacionarias.



5. Caracteristicas. Problemas clasicos en EDPs

En las EDOs plantedbamos problemas de valores iniciales, que
casi siempre tenian solucidén tGnica. Para resolverlos (las pocas
veces que se podia) soliamos hallar primero la solucidén general e
imponer después una o varias condiciones, dependiendo del orden de
la ecuacibén, en un t, dado. En este capitulo intentamos ver cuéles
son los problemas andlogos para las EDPs. La variedad vy
complicacién serd mucho mayor que en las ordinarias.

Comenzamos en 5.1 tratando las EDPs lineales de primer
orden en dos variables, es decir, ecuaciones del tipo:

[1] A(X,¥) uy + B(X,y) uy = C(x,¥) u + D(x,y) ,

y

gue no tienen muchas aplicaciones fisicas, pero que plantean de
forma sencilla los problemas de las de segundo orden. Veremos que
pueden resolverse si es posible integrar una EDO de primer orden,
cuyas curvas integrales son llamadas caracteristicas de [1l]. En
la solucién general de [l1] apareceré& una funcidén p arbitraria
(como en el sencillo ejemplo ux=0 , de solucidén u(x,y)=p(y),
para cualquier p). Para fijar esta p fijaremos el valor de la
solucién a lo largo de una curva G del plano xy (problema de
Cauchy) y la solucibén quedaréd determinada de forma Gnica si G no
es tangente a las curvas caracteristicas.

En la seccidén 5.2 se intentan resolver las EDPs lineales de
segundo orden en dos variables:

[2] Au, +Bu, +Cu, +Du, + Eu, + Fu=¢G,

y Xy Yy

con u y los coeficientes funciones de x e y. Trataremos de
escribirlas, mediante cambios de variables, en la forma méas
sencilla posible (forma canénica). Esto nos llevard a la
clasificacién de [2] en hiperbdélicas, parabdélicas y elipticas.
Otras curvas caracteristicas volveran a jugar un papel esencial.
En unos pocos casos, a partir de la forma candénica, se podréa
calcular la solucidén general, que dependerd de dos funciones
arbitrarias.

Para aislar una Gnica solucidén de [2] podria plantearse un
problema de Cauchy andlogo a los de [l1]. Esto puede servir para
la ecuacidén de ondas, pero carece de sentido fisico y plantea
problemas matematicos para las otras ecuaciones cléasicas. Las
condiciones iniciales y de contorno ligadas a un problema fisico
real son muy diferentes para cada ecuacidén. Incluso a una misma
ecuacidén aparecen asociadas condiciones de diferentes tipos. No
existe una teoria general de EDPs que pueda abarcar todas las
posibilidades. En cada caso habrd que comprobar que el problema

esté "bien planteado", es decir, que tiene solucién dnica que
depende continuamente de los datos (lo que era en las EDOs
de comprobacién trivial). La seccién 5.3 se dedica a plantear

diferentes problemas asociados a las ecuaciones clasicas y a
estudiar la unicidad de algunos de ellos.



5.1. EDPs lineales de primer orden

Sea [1]1 | A(%,Y) uy+B(%X,¥) uy=C(x,y) u+D(X,y) | , u=u(x,y)

Para resolverla consideramos la EDO de primer orden:

o1 | Y _ A(xY)
2] ] ax = B(x,y)

ecuacioén caracteristica

Suponemos A y B regulares y que no se anulan simultdneamente en
una regién del plano. [2] tendrd en ella unas curvas integrales:

[3] | E(x,¥) =K curvas caracteristicas de [1]

(se podréan hallar explicitamente si [2] es separable, lineal, exacta..)

{E_;:E(XIY)
n=y

Veamos que el cambio de variable (o bien mn=x)

lleva [1] a una ecuacidén en las nuevas variables (§,m) en la que no
aparece uz Y que es resoluble elementalmente. En efecto:

{uy=uE§y+un

— Au,+tAE,us+BE ., us=Cu+D
uy:uEEX n EY g EX g

Como sobre las soluciones y(x) definidas por [3] se tiene:
f_ 1
E(x,y(x))=k — E+Ey'= J [AE,+BE,] = 0

Por tanto [1] se convierte en:

[4] A(Erﬂ)un=c(§m)u+D(§m) r u=u(§ﬂ])

(si hubiésemos escogido mn=x habriamos llegado a Bu,=Cu+D )

[4] es una ecuacidén lineal ordinaria en 1 si consideramos la §
constante (es resoluble). En su solucidén aparecera una constante
arbitraria para cada £ , es decir, una funcibén arbitraria de E :

[5] u(%rn)=p(§)R+RfDR4dAn , con R(E,T])=efC/Adn , p arbitraria

deshaciendo el cambio queda resuelta [1l] en funcidén de x e y.

2
. _ dy _ y+x“=K
Ejemplo 1. 2xu,-u, = 4x ==-2x — . .

Y X Y dx caracteristicas

=v+ 2
{E=§z ¥ = 2xu,=4xy ; u,=2n — u=p(§)+n’=p(y+x’)+y’ /\

E=y+x’
n=x

- -u,=4xy=4En-4n’ — u=p*(E)+*-2En° =p*(y+x?)-2yx’-x*

[ambas expresiones con p y p* definen la misma solucidén general]



(COmo determinar de forma Gnica una solucién de [1]? Cada solucidn
representa una superficie en el espacio. Generalizando el problema
de valores iniciales para ordinarias definimos:
el problema de Cauchy para [l] consiste en
hallar la solucidén u(x,y) que contenga una curva
I' del espacio, o lo que es lo mismo, que tome
unos valores dados en los puntos de una curva G
del plano xy. Si, en particular, G es una recta
y=cte [por ejemplo, si imponemos u(x,0)=£f(x) ],
tendremos lo que se llama un problema de valores iniciales.

Un problema de Cauchy puede no tener solucidén tGnica. Por ejemplo,
si C=D=0 , la solucibén general es de la forma u(x,y)=p(E(X,¥)), ¥
por tanto cada una de sus soluciones toma un valor constante sobre
cada caracteristica. Si buscamos una solucidén que
contenga una I' cuya proyeccién G sea una de las
caracteristicas £(x,y)=k debemos exigir que I esté
en un plano horizontal z=K. En ese caso hay
infinitas soluciones (una para cada funcién p con
p(k)=K ). Si I' no tiene la z constante, no hay
solucién que contenga a la curva I'. caso C=D=0

En general, supongamos que I' es una curva suave que viene dada
paramétricamente: I'(s)=(g(s),h(s),f(s)) . Buscamos la solucidén de [1]
con u(g(s),h(s))=£f(s) . Sustituyendo en [5] y despejando p se tiene:
p(E(g(s),h(s)))=F(s) , con F conocida. Llamemos v=E(g(s),h(s)) . Si
podemos expresar de forma Gnica s en funcidén de v : s=s(v) , la
p(v)=f(s(v)) gqueda determinada y hay una UGnica solucidén de [1]
conteniendo a I'. E1l teorema de la funcidén implicita asegura que
esto se puede hacer en un entorno de cada s, para el que:

ds [E(9(5),0(8)) 1| = VE(9(S0)/h(So)) + (9" (S6) sh'(S5)) = O

El VE es perpendicular a las caracteristicas y (g',h') es tangente
a G. Asi pues, hemos deducido que si G no es tangente en ningin
punto a ninguna de las caracteristicas el problema de Cauchy tiene
solucidén Gnica, al menos local.

= ge}

Se puede ver si hay esta tangencia sin resolver () 3;_
la EDO [2] a partir de su campo de direcciones: |~ caract
un vector tangente a las soluciones de [2] es
(B(9(So) 1h(S0)),A(9(Se) sh(Se))) ¥y, por tanto,
la curva G es tangente a alguna curva integral
de [2] en un punto (g(sy),h(sy)) si y sélo si:

X

ndignte A/B

A(S’o) g' A(grh) - h' B(glh) s=s =0

o

[y asi, si A=0 Vs el problema de Cauchy tiene solucidn unica].



Ejemplo 1*. Imponemos diferentes datos de Cauchy a ‘ 2xu, - u, = 4xy

u(l,y)=0 | — p(y+l)+y?’=0 — p(v)=-(v-1)? - u=2y+2x®-2yx’-x-1

[0 bien, p*(y+l)-2y-1=0 — p*(v)=2v-1 . ]

[p o p* fijadas Vv. x=1 no es tangente a las caracteristicas]

u(x,—x2)=0 — p(0)+x4=0. Imposible, no hay solucién.

4| = p(0)=0 . Cada pEC1 con p(0)=0 nos da

2\
u(x,-x")=x una solucién diferente: hay infinitas.

[datos sobre caracteristicas dan 0 o o« soluciones]

u(x,0)=0 — p(x2)=0 .S6lo queda determinada la p(v)=0 para v=0
pero no tenemos ninguna condicién sobre p si v<O0.

Podemos elegir cualquier pECl que valga 0 para v=0. p(V)
Existen infinitas soluciones en un entorno de (0,0): —
u(x,y)=y? si y=-x?, pero esta indeterminada si y<-x°. p validas
[En (0,0) es y=0 tangente a las caracteristicas. Lo confirma A=1.2x-0.(-1) ].

6

u(x,x3)=x

— p(x2+x3)=0 - p(v)=0 Vv — u=y2 para todo (x,Y) .

[A pesar de ser la curva de datos tangente a las caracteristicas

X4+x en dos puntos (0,0) y (-2/3,-8/27) [pues z&=1.2x—3x2.(—1)] hay
p” solucién Gnica. La no tangencia es suficiente pero no es

necesarial.

. yu,+xu . =2u E=y/x

Ejemplo 2. Y x dy -y - nu,=2u —

u(x,1l)=x dx x n=y M

= ?=p(y/x)y%; 1)=p(1/x)=x" =1/v%; u=*  (s6lo si

u=p(§)N°=p(y/x)y"; u(x,1)=p(l/x)=x> — p(v)=1/v’; u= y [s6lo si y>0]

uitcu,=0
Ejemplo 3. t x ac _ 1 caracteristicas: x-ct=cte .
u(x,0)=£(x) dx ¢

Solucidén general: u(x,t)=p(x-ct); u(x,0)=p(x)=£f(x) — u(x,t)=f(x-ct),
solucidn uGnica del problema de valores iniciales. t x—-ct=x
Observemos que el valor de u en cada (x,t) depende sélo

del valor inicial de f en x,=x-ct , abscisa del punto

de interseccién de la caracteristica que pasa por (Xx,t)

X

con el eje x. El 'dominio de dependencia' de u de los / / XO/
valores iniciales se limita al punto x, . La 'influencia'
de los valores iniciales en un punto x, sobre la solucién es precisamente
la

recta caracteristica que pasa por (x%,,0).
Para dibujar la grafica de u en funcidén de -——’///’--"‘\\\\5-—//,-\\\~.

x para cada t=T fijo basta trasladar la de

f(x) una distancia cT. Se puede interpretar oT %

la solucidén como una onda que viaja (hacia ///T
t

. : 3 teriiticas®,
la derecha si ¢c>0) a lo largo del tiempo. , Caracterisricas s,

[Situacidén similar a la veremos en la ecuacidén de ondas]



5.2. EDPs lineales de segundo orden; clasificacion

Consideremos [1] | Auy, +Bu,, +Cuy +Du,+Eu,+Fu=G | ,

con u Yy los coeficientes funciones de (x,y) . Suponemos que los
coeficientes son C? y que A, B y C no se anulan simultdneamente en
una regién Q del plano. Como ocurria en las EDPs de primer orden
podemos pensar que un cambio de variable adecuado haga desaparecer
algunos términos de [1l]. Hagamos el cambio genérico:

E=8(x,y) 2 : ,
con § y n de C° y con jacobiano no nulo en Q. Entonces:
n=n(x,y)
Uy =ug & +uymy
ux=u§ Ex+unnx
Uyy =Uge§,° +2 Ugy EyMy + Uy My +ugEyy + Un Nyy
uxy = ug% §y§x+ uEn [ Exny-l-gynx ] + unn nynx+ uE Exy + u"r] T]xy
Uygx = uEE Exz +2 ugngxnx + unn nxz + 1.1% %xx + ur] Nxx

Con lo que [1l] queda en funcidén de las nuevas variables:
[AEYZ + B§y§x+ CEXZ ] Uge + [ZAEYTIY +B [Exﬂy"‘%ynx I+ 2C§xnx ] ugn +
2 2 _ * * * _ *
+ [Any," +Bnyn,+Cny Juy, +... = ATuge +B U +CTu, +... = G
donde los puntos representan los términos en U: , U, Yy u,y G*
es la funcién G expresada en las nuevas variables.

Intentemos hacer A*=C*=0 eligiendo & y mn adecuados. Para ello
debe cumplirse la EDP de primer orden (no lineal):

[2] A§y2+B§y§g+C§x2=0 (C*=0 tiene la misma forma)

Si conseguimos encontrar dos soluciones distintas de [2] podemos
hacer desaparecer los términos en U Y 4, .- Pero, si B%-4AC>0 ’
podemos separar [2] en dos EDPs de primer orden:

[3] E = i [ -B+VB%-4ac ] E,

[suponemos A=0; si A=0 y C=0 despejamos &, ; A=C=0 es caso trivial]

< e 2
Por otra parte, es facil verificar que B* -4A*C*=[B%-4AC]J%° , con
J=Emy-EMNx (Jacobiano del cambio) y, por tanto, el signo de B%-4AC
es invariante bajo cambios de coordenadas. Esto lleva a definir:

Si en todos los puntos (xX,y) de una regidén del plano se cumple
que la expresidén Bpgy)2—4Apgy)Cpgy) es mayor que 0, igual
a 0 o menor que 0, se dice, respectivamente, que la EDP [1] es
hiperbélica, parabdélica o eliptica en dicha regién.




Sigamos con la simplificacién de [l]. Veamos cudl es el cambio
adecuado a cada tipo y encontremos la forma méds sencilla en que
podemos escribir la ecuacién (forma candnica) en cada caso.

Si [1] es hiperbélica, [3] nos proporciona dos EDPs diferentes,
cuyas ecuaciones caracteristicas son:

dx _ 1 rp_v/p2_ dx _ 1 VaZ anm
[4] dy - 2a [B-VB“-4ac ] , dy ~ 2a [ B+VB“-4ac ]

Se llaman curvas caracteristicas de [1l] a las curvas integrales de
estas dos ecuaciones §&(xX,y)=cte , 1M(xX,y)=cte (son las caracteristicas
de las ecuaciones de primer orden [3]). Como sabemos, E(x,y) y n(X,y) son
soluciones de [3] ( u=p(&(X,¥y)) Yy u=p(n(x,y)) son sus soluciones
generales) y, por tanto, el cambio E&E=§(x,y) , N=n(X,y) transforma
[1] en B"ug,+..=G* , y como B**>0 podemos escribir:

Ug,+...=G"™* | forma candnica de las ecuaciones hiperbdlicas.

Si [1] es parabdlica, [3] proporciona una Unica EDP:

g +—E—§ = 0 cuya ecuacién caracteristica es dx _ B
Y = 2a °X dy 2A

Sus curvas integrales §&(x,y)=cte son las caracteristicas de [1]
(para las parabdlicas sélo existe una familia de caracteristicas).
Escogiendo E&£=E(x,y) tenemos que A*=0 (y como B**_4A*C*=0 también
es B*=0 ). Como m podemos tomar cualquier funcién de x e y tal que
el jacobiano no sea nulo. Se suele tomar mn=y . Dividiendo por C*

se obtiene la forma candénica de las parabdlicas: unn+“'=G* .

Si [1] es eliptica, los segundos miembros de [4] no son reales (no
hay pues caracteristicas) sino funciones complejas conjugadas. No
es dificil probar que las soluciones de [4] son también complejas
conjugadas: §(x,y) =a(x,y)+if(x,y) =cte , n(x,y) =a(x,y)-1if(x,y) =cte .
También es facil ver que el cambio a=oa(x,y) , P=p(x,y) 1lleva [1]

a la forma candnica de las elipticas | u,,+upg+...=G"

En general, [l] puede ser de diferente tipo en diferentes regiones
del plano (y tendrad entonces una forma candénica distinta en cada
regién). Observemos también que las EDOs de primer orden que nos
dan las caracteristicas pueden no ser resolubles. Pero en el caso
de que A, B y C sean constantes, B%2-4AC también lo es y asi [1l] es
del mismo tipo para todo el plano. Ademéds los cambios de variable
[ahora validos para todo (x,y) ] se hallan facilmente:

1 2 2Ax-B
=x-_-[B-VB“-4AC —_ B = 4AX-DY
E 2al ly { E=x- Y s 4AC-B2
1 Y v
n=x—5X[B+ B’-4ac]y n=y n=y
si [1] hiperbdélica si [1] parabdlica si [1] eliptica




[las hiperbdlicas tienen dos familias de rectas caracteristicas,
las parabdélicas una UGnica familia de rectas caracteristicas y las
elipticas no tienen; la expresidén dada para la eliptica se deduce

- .V -B2 . - .
de que §=2A>2( BY +4 42C B y=cte equivale a §=M tiy=cte ]
A A V4ac-B2

Ejemplo 1. | 4uy,, -4u,,+u,=0  — B2-4AC=0 — parabélica en todo R®.

A, By C son constantes y basta copiar el cambio: E=x+¥ , o mejor

2 14

= + +
E=2x+y u,=ug+u Uyy =Ugg + 2 Ugp+ Uy

— ¥ " uxy=2uE§+2uEn
n=y 1&=2u§ =4
Uy = UEE

Llevandolo a la ecuacién y dividiendo por 4 se tiene U, =0 .
Esta forma candénica se resuelve facilmente: un=p(§)-e u=np(§)+q(&)

Por tanto, la solucidén general de la ecuacidn es:

u(x,y) =yp(2x+y) +q(2x+y) | con p y q funciones c? arbitrarias.

Ejemplo 2. | Uy, -yU,=0 (ecuacién de Tricomi) — B?-4AC=4y —

hiperbélica si y>0 y eliptica si y<0 (sobre y=0 es parabdlica,
pero las EDPs se plantean sobre conjuntos abiertos).

3/2

y>0: ay =ty ; caracteristicas xi%—y =cte . Hacemos pues:
1.-

S=x+3 v uy =y ug-u,l Uy =5y V2 [ug-u, 14 [Uge =20, + Uy, ]

TI:x_5 y3/2 L'lx=1,1?§+u1,.| uxx=u§E+2u§n+unn

1 - 1 Ug—u 4
- Yy 1/Z[uE—un]—4qun=O — Ugy ~ 6 z-nn =0 , pues E—n=§ y3/2.
y<0: dx =+if y]l/2 — E=xt i% [—y]3/2=cte . Hacemos ahora:

a= — _r_<11/2 =1 _q-1/2 _

2 A A B 2171 T rupt -y lugg
B=§ _Y] uX=u(l uXX=u(lOL
1 - 1
— uaa+uﬁﬁ+§[—y] 3/2uB=O — uaa+uﬁﬁ+?ﬁuﬁ =0

Como ocurria en el ejemplo 1, en ocasiones serd posible hallar
elementalmente la solucidén general de [1l] tras escribirla en forma
canénica (pero en la mayoria seguird siendo imposible; como en las
dos regiones del ejemplo 2). Identifiquemos las formas candnicas
resolubles (en los problemas veremos que otras pocas ecuaciones
mas pueden llevarse a ellas haciendo otros cambios de variable que
hacen desaparecer alguna derivada de menor orden):




Si s6lo hay derivadas respecto a una variable: unn+E*un+E*u;=G*

Esta ecuacién lineal de segundo orden en 1 se integra considerando
la otra variable como un pardmetro. Un par de constantes para cada
€ dan lugar a dos funciones arbitrarias de § en la solucidén. La
ecuacién, como vemos, debe ser parabdlica.

Si sb6lo aparece Ug, Yy una de las derivadas primeras: uEn+D*u§=G*

Se resuelve haciendo ug=v: la lineal de primer orden vn+D*v=G*
es integrable viendo & como parametro. La v contiene, pues, una
funcidén arbitraria de §. Al integrarla para hallar la u aparece
otra funcidén arbitraria (de m). Las cosas serian andlogas si en

vez de la u; apareciese la u, . La ecuacidén es hiperbdlica.

[Al resolver las EDOs de segundo orden aparecian dos constantes;
aqui hay, en los dos casos, dos funciones arbitrarias (evaluadas
en las caracteristicas como en las EDPs de primer orden)].

i = — 2_ = — i 511
Ejemplo 3. | u,, +5u,,+4u,, +u,+tu,=2 B“-4AC=9 hiperbdlica

Haciendo se obtiene ugx,+ lll =—‘Z Hacemos u,=v —
n=x-4y &n 3 9 ° "
1 2 - 2 - 2
Ve = 3 \ A 9 g V——q*(n)e /3. 3 - u(%ﬂ]) =gq(m)e 5/3_ ‘;l +P(§)

La solucidén general es, pues:

UOQY)=q(X—4Y)e(Yﬁq/3+ %(4y—x)+p(x—y) g v p arbitrarias.

2
: 2 2 2 B“-4AC=0
Ejemplo 4. u,, +2xyu,,+x°u,+tyu,+xyu, =0 | — .
Y Yy Yy o 7Y By T s parabélica en R2

dx _ 2%y _x {E=y/x . Operando: u,,+u, =0 — u(Em) =p(%)+q(§)e™"

n=y

Es decir, u(x,y) =p(y/x) +q(y/x)e™
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5.3. Los problemas clasicos. Unicidad.

Sea [1l] Lu=G una EDP lineal de segundo orden en dos variables.
iQué datos adicionales nos proporcionan problemas bien planteados
para [l]? Para una EDO de segundo orden era necesario fijar el
valor de la solucién y de su derivada en el instante inicial para
tener solucildén Gnica. En una EDP lineal de primer orden fijabamos
los valores de la solucidén en toda una curva G (no tangente a las
carecteristicas). Acabamos de ver que en los pocos casos en que [1]
era resoluble aparecian dos funciones arbitrarias en la soluciédn.
Todo ello nos lleva a plantear el siguiente problema de Cauchy
para [1l]: hallar la solucidén que tome unos valores dados de u y u,
a lo largo de una curva dada G del plano xy.
(geométricamente, encontrar una superficie
solucién que contenga una curva dada y tenga
a lo largo de ella una familia de planos
tangentes también dados. Alternativamente se
podrian fijar sobre G los valores de u, o de
la derivada normal u, .

Un caso particular de este problema de Cauchy seria el obtenido al
tomar como G el eje y=0: el problema de valores iniciales consiste
en encontrar la solucién de [1] que cumple u(x,0)=£f(x), u, (%x,0)=g(x).

Como ocurria en las de primer orden se puede probar que si los
datos son regqgulares y G no es tangente a las caracteristicas en
ningGn punto entonces el problema de Cauchy tiene solucidén tGnica
en las proximidades de G.

yuyy+2y2uxy+y3uxx—uy= 0
u(x,2) =x,uy(x,2)=0

Ejemplo 1. Sea [P]{

B%2-4AC=0, la ecuacién es parabélica en todo R%.

<z, -
7
dx y?
2

A\
dy

Como y=2 nunca es tangente a ellas, el problema de Cauchy [P]
tiene solucién tGnica. Es resoluble y podemos comprobarlo:

2
2 2
= Nu,-u, =0 = u=p(E)+qE)n’=p(x-%)+ax- Y )y

e

n=y Euler 6 u,=v

=y — las caracteristicas son x- =cte.

Imponiendo los datos de Cauchy (uy=—yp'—y3q+2yq):
u(x,2)=p(x-2)+4q(x-2)=x p'(x-2)+4q'(x-2)=1
uy(x,2)=—2p'(x—2)—8q'(x—2)+4q(x—2)=0} — —p'(x—2)—4q'(x—2)+2q(x—2)=0}
[p' v 9' representan la misma derivada ordinaria en ambas ecuaciones]
1 1 v? _ v?
— q(x-2)=, = q(v)=, Vv = p(x-2)=%-2 = p(v)=v Vv = u=x-7 +3 =

X
2 2

Solucién determinada de forma Gnica por los cdlculos anteriores.
[Es facil comprobar que se satisfacen la ecuacién y los datos].

11



Parece en principio que el problema de Cauchy es un problema
adecuado a todas las EDPs de segundo orden. Pero esto no es
cierto. En el estudio de los problemas reales aparecen condiciones
mucho méds variadas que las de Cauchy: en unos casos habra que
imponer condiciones iniciales y de contorno al mismo tiempo, en
otro sélo exigiremos condiciones de contorno .. Ademds un dato de
Cauchy puede originar problemas mal planteados para ecuaciones no
hiperbélicas. Por ejemplo, el problema para la ecuacidén eliptica:

mg+uw=0

= . ¢ 2 - . —
u(x,0) %mnm tiene por solucién tnica u(x,y) —AQEDL§EEE§
uy(x,0)="4 ?

Pero no hay dependencia continua de los datos: sennx/n tiende a 0
uniformemente, pero la solucidén se hace para y=0 tan grande como
se quiera (por grande que sea n) y se parece poco a la solucidn
u=0 correspondiente a los datos u(x,0) =u,(x,0)=0 .

Veamos ahora los principales problemas asociados a las tres
ecuaciones clasicas [s6lo el (P;) sera un problema de Cauchy].
Para cada uno de ellos habrd que comprobar que tiene soluciédn
Gnica dependiente continuamente de los datos:

Ondas. Un problema bien planteado para la cuerda vibrante es el

Uge - U, =F(X,t), X, tER
(Py)

problema puro de valores inciales:

u(x,0)=£(x)
ue(%x,0) =g(x)

que surge al considerar una cuerda infinita (tiene sentido real si
nos preocupamos por valores pequenos de t antes de que las pertur-
baciones lleguen a los extremos). Fijamos la policidén inicial de
la cuerda y la distribucidén de velocidades verticales iniciales.
Como fijamos los datos sobre una recta no caracteristica (estas
son x*ct=cte ) tendré solucidén Gnica. A partir de la solucidn del
siguiente capitulo comprobaremos la dependencia continua).

Podemos también considerar una cuerda acotada con los extremos
fijos. Deberemos entonces imponer unas condiciones de contorno
adicionales: u(0,t)=u(L,t)=0 . M&s en general, si los extremos se
mueven verticalmente segin hy(t) y hy(t) dadas se tiene:

Uge - c?u,, =F(x,t) , x5[0,L] , tER
(P2) 1 u(x,0)=£(x),uc(x,0)=9g(x)
u(0,t)=hy(t) , u(L,t)=hy(t)

Demostremos su unicidad (probaremos su existencia, como en otros
problemas, hallando explicitamente las soluciones [en el capitulo
6]; la dependencia continua, que se cumple, no la demostraremos
[se podria deducir de la del problema (P;)]).
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Sean u; y u, soluciones cualquiera de (P,) y sea u=u;-u,
Entonces u satisface:

Uge - c?u,, =0, x€[0,L], tER
(Po) u(x,0)=uc(x,0)=0
u(0,t)=u(L,t)=0
Nuestro objetivo es demostrar que u=0 . Partimos de la identidad:

1 9

2 _ 2, 2.2 2
U [Ute = C U,y ] _EE[ut +c'u,”]- ¢

d

Integramos respecto a x entre 0 y L y respecto a t entre 0 y T
cualquiera suponiendo que u es solucidén de (Pg):

1 2, 2. 2, &T) 2 (L,t) 1 2, 2 2
Ef(; [uc“+cu, ](X’O) dx - cﬁ [utuX](o,t) dat = 5 f; [ue(x,T)“+cu(x,T)°] dx = 0
pues utt—czuxx=ut(x,0) =u,(x%,0) =u.(0,t) =u, (L,t)=0 . Como el uGltimo

corchete es =0 y es funcidn continua de x debe ser uy(x,T)=u,(x,T)=0
para O=x<L y para cualquier T. Por tanto u(x,t) es constante y como
u(x,0)=0 debe ser u=u;—u,=0. Hay unicidad.

Calor. Para la varilla infinita se prueba que estéd bien planteado:

uy - ku,, =F(x,t), xR ,t>0
u(x,0)=£(x), u acotada

(25) |

Basta un UGnico dato, la distribucidén inicial de temperaturas, para
fijar las posteriores [no podemos dar arbitrariamente la uy(x,0) pues debe
ser ug(X,0)=kuy,(%,0)=kf"(x) si u es solucidén (t=0 es una caracteristica y (P3)
no es buen problema de valores iniciales)].

Para una varilla acotada hay que anadir condiciones de contorno,
que pueden ser de varios tipos. Si los extremos deben tener a lo
largo del tiempo unas temperaturas dadas h,(t) y h;(t) se tiene:

ue - ku,, =F(x,t), x= (0,L),t>0
(Pg) 1 u(x,0) =£(x)
u(0,t)=hy(t) ,u(L,t)=hy(t)

Si lo que fijamos es el flujo de calor en los extremos obtenemos:

u¢ - ku,, =F(x,t),x=(0,L),t>0
(Ps)  u(x,0) =£(x)
u, (0,t) =hg(t) , ug(L,t) =hy(t)

[En particular, si hy(t)=h; (t)=0 , los extremos estéan aislados].

Un tercer tipo de condiciones de contorno combina la u y la u, :
u,(0,t)-au(0,t)=hy(t) 6 u,(L,t)+bu(L,t)=h;(t), con a,b>0, que expresan
la radiacién libre de calor hacia un medio a temperatura dada (si
el extremo x=L estd mas (menos) caliente que h;/b entonces irradia
(chupa) calor ya que u,=-b(u-h;/b)<0 (>0) y el flujo de calor es
siempre en sentido opuesto al gradiente de las temperaturas; lo
mismo sucede con el otro extremo).
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Probemos que (P,) 6 (Ps) (o cualquiera de los otros 7 problemas
que aparecen combinando los 3 tipos de condiciones descritos)
poseen solucidén Gnica. Sean u; y u, soluciones. Entonces u=u;-u,
satisface el problema con F=f=h;=h;=0. Multiplicando la ecuacidn
por u e integrando respecto a x entre 0 y L se tiene:

(L,t) 2 _ ijL 2
(Olt)+k0uxdx—0 = 4t 0udst

-1d 2
f;uutdx—kf;uuxxdx =S ac ol dx - k[uug]

(si u=0 o u,=0 en los extremos la Gltima implicacidén es clara, ya
que k>0; es también facil verlo si ug,-au=0, a<0 6 si u,+bu=0, b<0).
La Ultima integral es una funcidén U(t) no creciente, que satisface
U(0)=0 (pues u(x,0)=0) y U(t)=0 (integrando positivo). De las tres
cosas se deduce que U(t)=0 = u=0 . Unicidad.

[Para otros problemas parabdlicos la demostracidén de unicidad serd similar].

Una forma alternativa de demostrar la unicidad del algunos proble-
mas (que ademéds permite atacar la dependencia continua) es usando
un principio del maximo que se ajuste al problema considerado. Por
ejemplo, es cierto el siguiente principio que no demostramos:

Si u es continua en [0,T]x[0,L] y satisface u¢-ku,,=0
en (0,T)x(0,L) , los valores maximo y minimo de u se
alcanzan o bien en t=0 o bien en x=0 6 en x=L .

[si la temperatura inicial en la varilla no supera un valor M y la de los
extremos tampoco, no se puede crear en su interior una temperatura mayor que
M (si no hay fuentes externas); la prueba a partir de esto de la unicidad y
la dependencia continua de (P,) seria muy parecida a la que veremos para
Laplace y por eso no la hacemos; si quisiéramos demostrar la unicidad para
los otros problemas citados para la ecuacibén del calor, necesitariamos otros
principios del méximo ligeramente diferentes].

Laplace. Los problemas clasicos son de contorno (la ecuacién
describe procesos estacionarios). Los dos mas importantes son:

Au=F en D| =  s—————cm

u=f en 4D | LS

Problema de Dirichlet: (PD){ ----------

.'.‘.'.'D‘.dominio‘.'.'.
'''''''''''' acotado.".".

Au=F en D
Probema de Neumann: (PN){ SESTRILI PP

u,=f en 9D : RN

Donde D es un abierto conexo acotado de R?, 9D es su frontera y u,
es la derivada en la direccidén del vector normal unitario exterior
n. Si vemos la ecuacidén describiendo una distribucién estacionaria
de temperaturas en una placa, en (Pp,) fijamos las temperaturas en
el borde y en (Py) el flujo de calor en direccidén normal al borde.

Si F, £ y 0D son suficientemente regulares, el (P,) es un problema
bien planteado. Hallaremos su solucién en recintos sencillos en el
capitulo 8 y en 9.1. Probemos ahora su unicidad por dos caminos.
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El primero estéd basado en la férmula de Green (que generaliza la
integracién por partes a R?):

2 1,= _ _ 2
Sea ueC“(D)NC (D). Entonces ffD uAudxdy = f&D uuy, ds ffD [IVull* axdy

Basta aplicar el teorema de la divergencia a una identidad:
. _ - _ 2
ffD div £ dxdy faD fnds , uAu = div[uVu] - lIVull® .
Si u; y u, son soluciones de (Pp), u=u;—u, verifica el problema con
F=f=0. La férmula de Green dice entonces que:

ffD [IVull? dxdy = 0 = Vu=0 = u=cte = u=0 (pues u=0 en 9D)

Utilizaremos ahora el siguiente principio del méximo para Laplace
qgue no demostramos (intuitivamente es claro):

Si u satisface Au=0 en un dominio acotado D y es continua
en D entonces u alcanza su maximo y su minimo en la dD .

[la temperatura de una placa no supera la maxima de su borde]

Demos a partir de él otra demostracidén de la unicidad de (Pp) y
comprobemos también la dependencia continua:

Au=0 en D

Como u=u;—u, , u;,u, soluciones, verifica 4=0 en op S€ tiene:
0 =min U < min U < mdx U < max u = 0 = u=0
dD D D D

Sea ahora u* solucién de (Pp) con u=f* en dD y sea |f—f*|<£ en dD.

. Av=0 en D . <
Entonces v=u-u* satisface . = —€< min V = V =< mdx V <Eg
v=f-f* en 0D dD oD

Por tanto, |uﬂf|<£ V(x,y)€ED. Si la diferencia entre los datos es
pequena, también es pequena la diferencia entre soluciones.

Para el problema de Neumann (Py) la situacién es mas complicada.
En primer lugar, para que (Py) pueda tener solucidén es necesario
que F y f satisfagan la relacidn:

ffD Fdxdy = ffan fds

[basta aplicar el teorema de la divergencia a Vu para verlo].

Ademéas, en el caso de que (Py) tenga solucidn, esta contiene una
constante arbitraria [lo que era esperable, ya que la ecuacidn y
la condicidén de contorno s6lo contienen derivadas]. También se ve
que si queremos repetir la prueba de la unicidad de (Py) a partir
de la férmula de Green, podemos dar todos los pasos excepto la
Gltima implicacidén. Se suele decir que (Py) tiene unicidad salvo
constante.
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A la ecuacidén de Laplace se le pueden imponer también condiciones
de contorno mixtas del tipo ujptau=f , a>0, y también tienen
significado fisico los problemas en que en parte de la frontera se
imponen condiciones tipo Dirichlet, en otra tipo Neumann.. (todos
ellos son problemas bien planteados).

Por Gltimo, en ocasiones hay que estudiar problemas para Laplace
en recintos D no acotados. Para conseguir la unicidad, ademas de
fijar datos en dD hay que exigir acotacidén en el infinito (si el
problema no es en el plano, sino en el espacio, esto no basta y
hay que pedir que la solucidn tienda a 0 en el infinito).
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6. La ecuacion de ondas

Las técnicas de la seccidén 5.2 sbélo permiten hallar la solucidn
general de una de las tres ecuaciones cléasicas: la ecuacidén de
ondas unidimensional. En 6.1 obtendremos primero la solucidén del
problema puro de valores iniciales para una cuerda infinita
(f6rmula de D'Alembert). Veremos que la solucidén u(x,t) resulta
ser la suma de dos ondas que se mueven en sentido opuesto.
Observaremos que la informacidén contenida en los datos iniciales
"viaja por las caracteristicas" y definiremos los conceptos de
dominio de dependencia y dominio de influencia. Daremos también
una férmula para las soluciones en el caso de que la ecuacibén sea
no homogénea (que existan fuerzas externas).

Pasaremos después a resolver el problema mas real de la cuerda
acotada y fija en sus extremos. Lo reduciremos al problema de la
cuerda infinita extendiendo de forma adecuada los datos iniciales
a todo R. Al estar manejando funciones con expresiones diferentes
en diferentes intervalos, serd complicado escribir explicitamente
la solucién. Nos conformaremos por eso en muchos casos con hallar
su expresién para valores de t o de x fijos o con hacer dibujos de
las soluciones. Acabaremos la seccién indicando como tratar el
problema con condiciones de contorno no homogéneas.

En la seccién 6.2 comenzaremos dando sin demostracidén la
solucién del problema puro de valores iniciales para la ecuacidn
de ondas homogénea en el espacio (férmula de Poisson-Kirchoff).
De ella deduciremos 1la férmula para el caso bidimensional.
Estudiaremos las diferencias entre la propagacién de las ondas en
una, dos y tres dimensiones espaciales. Comprobaremos que las
ondas en el espacio "pasan" (como ocurre con el sonido), mientras
que en el plano la influencia de los datos iniciales se deja
sentir, aunque amortiguandose, a lo largo del tiempo (en la recta
depende de si la perturbacidén inicial se da en la posicidén o en la
velocidad). Estudiaremos también las ondas que se propagan en el
espacio con simetria esférica que son de tratamiento sencillo, por
ser esencialmente unidimensionales.
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6.1. Ecuacion de la cuerda vibrante

Comencemos con el problema puro de valores iniciales:

u(x,0)
utt—czuxx=0 r Xy tER g(x)
(P1) 3 u(x,0)=£f(x) :
S~ (E(x)
ue (%,0)=g(x) 7 _

E=X+Ct . { uxx=u§§+2u§n+um}

Para esta ecuacidén hiperbdlica { )
U =C~ (Uge—2Ugytu,,)

n=x-ct
y, por tanto, en las nuevas variables:
~4c®ug, =0 — ug, =0 — uz=p*(§) — u=p(E)+q(n)

Luego la solucidén general de la ecuacidn es:

u(x,t)=p(x+tct)+g(x-ct) , PV q funciones arbitrarias de c?

Imponiendo las condiciones iniciales:

p(x)+q(x)=£f(x) p'(x)+q'(x)=£f'(x) \ : g(x)
{CP'(X"Cq'(XFg(X) p'(x)-q'(x)= 9 T ZPTEEOTT,

f 1 f 1
~ p(x)= HE4 L [flg(s)ds+k - q(x) = 22 L [(g(s)ds-k

- | u(x,t)= %[f(x+ct)+f(x—ct)]-+é%.ﬁizig(s)ds (1)

férmula de D'Alembert que da la solucidén de (P;) de forma Gnica a
partir de los datos f y g. Para que la u sea de C2, f debe ser C?
y g debe ser ct (entonces sera una solucién cléasica o regular). La
solucién de (P;) es la suma de dos ondas que viajan a velocidad c,
una hacia las X crecientes y otra hacia las decrecientes.

[Si G(x)=, [[g(s)ds , J£(x)-G(x) se mueve hacia

la derecha y hacia la izquierda va %f(x)+G(x)].

Veamos a partir de (1) la dependencia continua (a datos ini-
ciales préximos corresponden soluciones préximas en intervalos de
tiempo finitos): sea |f(x)-f*(x)|<d y |g(x)-g*(x)|<d para todo x;
entonces para t€[0,T] se tiene:

|u(x,t)-u*(x,t)|= % | £ (x+ct)-£* (x+ct) |+% | £(x—ct)-f*(x-ct) |+

1
2c

+ct S +cT
ot 19(8)=g*(s) [ds < 8+ [ ds = d(I+T)

Por tanto, si 6<I%5 es |u(x,t)-u*(x,t)|<e Vx y VtE[0,T].
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Observemos que u(Xg,to) estd determinado sélo por los valores
de f en los puntos Xo-Cty ¥ XotcCto [puntos de corte con el eje x de
las caracteristicas que pasan por (Xo,to)]

¢ y los de g en el intervalo [Xo-Cto,XotCto].

&Cv&fdb/ﬁi%f%) A este intervalo se le llama dominio de
7 \xtct=xgrcty dependencia de la solucidén en (Xo,to) de
VAR los valores iniciales f y g [el dominio de

1 & A dependencia de los valores de f se reduce

¥5Cto T ¥tcto

e ) a los extremos del intervalo].
dominio de dependencia

Reciprocamente, el valor de la f inicial
en x=Xo, influye s6lo en los valores de la
solucién u sobre las dos caracteristicas
X-Ct=X, que pasan por (Xo,0) [dominio de influencia
de la f], pues este punto no pertenece al
dominio de dependencia de los puntos que

dominio de
influencia
delag

x+ct=

dom.inf. no estén en esas carcteristicas. Por la
misma razén el dominio de influencia de la
X . . - . . .
! %o g en X, consiste en el triangulo infinito

limitado por dichas caracteristicas.

Ejemplo 1. Supongamos que f=0 salvo una perturbacidn
en forma de triadngulo en torno a 0 y que soltamos la
cuerda sin impulso (g=0). Dibujemos la solucidén para

diferentes instantes. Basta trasladar las dos ondas que viajan en
sentidos opuestos (en este caso ambas son f(x)/2):
t=3b/2c h/2

-b b

Veamos que nos dice el dominio de influencia. a7
El conjunto de puntos de [-b,b] modifican la
solucién en las dos bandas dibujadas (cada
uno influye en dos caracteristicas). Fuera de

ellas seguro que es u=0. Por ejemplo, para T Y.%/C?V
t=2b/c vemos que sbélo puede ser no nula la i \§§%é¢
solucién en [-3b,-b] y en [b,3b]. Un punto como i \%
x=3b sélo se movera si te€[2b/c,4b/c] y después i AR

D b 3b

permanecerad en reposo. —3b

En este ejemplo hemos considerado una f que ni siquiera es Cl, por lo que
[£(x+ct)+f(x-ct)]/2 no es estrictamente una solucién (no es "clasica"). Se
llama solucidén débil o generalizada a una u continua de la forma (2) aunque
no sea C2 (se puede considerar como limite uniforme de soluciones clésicas).
El concepto de solucibén débil aparece muchas veces en EDPs. En cada caso hay
que precisar que se entiende por solucidén débil y comprobar que los problemas
siguen bien planteados (por ejemplo, si ampliamos el conjunto de funciones
entre las que buscamos soluciones, ¢seguird habiendo unicidad?). El ejemplo 1
muestra también que las "discontinuidades" de los datos iniciales se propagan
a lo largo de las caracteristicas.
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. 1 (¥tet
Ejemplo 2. Sea | f£(x)=0,g(x)=x | - u(x,t)= ZEJietSds = tx .

un modelo simplificado de la realidad]

[la cuerda infinita se va inclinando £=0 u(x,t)
progresivamente; no es una situacidn A 1 1
fisica muy real: la ecuacidén es soélo J '|

Supongamos ahora que hay fuerzas externas. El problema es:

Upp-C2Uy=F (X,t), X,tER
(P2) | u(x,0)=£(x)
ue (x,0)=g(x)

Para resolverlo nos basta hallar una solucidén ur del problema
en el caso de que f y g sean 0, pues entonces si u; es la solucidn
del problema (P;) anterior [dada por (l)] se tiene que uj;+tur es la
solucidén buscada de (P;) [gracias a la linealidad de la ecuacidén y
de las condiciones iniciales]. Como no es dificil comprobar que

2 -
+o[t-T] Ui—C uxx—F(X,t)
up(x,t) = jzr< F(s,t)dsdt satisface u(x,0)=0
-c[t-1] —
u (x,0)=0
concluimos que la solucidén de (P;) es:

+ct +C[ t—'c]

u(x,t)= %[f(x+ct)+f(x—ct)]+ iﬁz_ct s)ds + *f f c[t_” (s,T)dsdt | (2)

[Observemos que el recinto descrito por la integral t
doble es el triadngulo del plano st limitado por el _
eje 1=0 y las caracteristicas que pasan por (x,t)] :«éfi - ;&mf

En ocasiones es facil encontrar una solucién particular v de la
ecuacién no homogénea (por ejemplo si f depende sélo de x o t se
pueden buscar soluciones que dependan s6lo de esa variable). En
esos casos podemos evitar el cadlculo de la integral doble, ya que
haciendo w=u-v, la w satisface (por la linealidad) un problema méas
sencillo (con F=0) resoluble por la férmula (1l).

. Upp—Uxx=2
Ejemplo 3. u(x,0)=x
u (x,0)=3 Utilizando directamente (2):
_1 1 +[t-T] _ _ 5
u(x,t)= [(x+t)+(x t)]+ Jx 3ds + th<[b¢]2dsdx = .. = x+3t+t

Podemos también encontrar una v(x) o una v(t) y hacer w=u-v:
Wep=Wyx=0

=9y =2 L e um_x2
—Vyx=2 v==-xX“+Cx+K si v=-x°, w cumple {vux 0)—x+x2 Wi (%,0)=3

- *[(x+t)+(x+t) +(x—t)+(x—t)2]+1 3ds— x+x2+t2+3t - u=x+3t+t?

Wit —Wyx=0

— — 2
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Consideremos ahora la cuerda acotada y fija en los extremos:

Upp-C%Uy, =0, xXE[0,L],tER
(P3) § u(x,0)=£(x) , ue(x,0)=g(x) /\
u(0,t)=u(L,t)=0

0 L

(observemos que debe ser f£(0)=£f(L)=0).

Para resolverla utilizando (1) necesitamos unos datos iniciales
definidos Vx. Extendemos f y g a [-L,L] de forma impar respecto a 0
y luego de forma 2L-periddica a
todo R, es decir, si llamamos
f* y g* a estas extensiones:

fr(-x)=-£*%(x); £*(x+2L)=£f*(x)
g*(-x)=-g*(x); g*(x+2L)=g*(x)
(se tiene entonces que f* y g* son también impares respecto a L).
Resolviendo el siguiente problema con la férmula de D'Alembert:

utt—czuxx=0 r Xy t&ER 1 1 fot
u(x,0)=F*(x) — | ulx,t)= S [Ex(xrct)+Er(xct)L [ g*(s)ds | (3)
ug (x,0)=g* (x)

obtenemos la solucién Gnica de (P3), ya que u cumple la ecuacién,
las condiciones iniciales para x&€[0,L] y, por la imparidad de los
datos, también las de contorno:

u(0, t)=2[x(ct)+ex(-ct)+ L [T g*(s)ds =0

+ct
u(L, t)=[Ex(Ltet)rExL-ct)lt L [ g¥(s)ds =0

Para que la u dada por (3) sea regular deben ser fECZ[O,L] y gECl[O,L] y
ademas: f£(0)=f(L)=f"(0)=f"(L)=g(0)=g(L)=0 [f' y g' existen en 0 y L por la
imparidad]. Si falla alguna de estas hipdétesis la u no sera c? en todo punto.

Hallemos los dominios de influencia
de (P3). Supongamos que g=0 y f=0 salvo o

una perturbacién en torno a x, . f* ya y
serda no nula cerca de --°,Xo-2L,-Xqo,Xo, ra // A
. . _ I ' [ .
-Xo+2L,+++. Cada punto influird en dos ,y‘ { v
- . o 4 'n.. e
caracteristicas. Veamos dque pasa en * /u PYSY N — o
[0,L]. Al principio la perturbacidén va e

por las caracteristicas. Para t=xo/c la
de la izquierda se cruza en x=0 con la
qgue viene de -x, (cambiada de signo), X
que sigue esta caracteristica hasta x=L W ) G
donde se encuentra otra que procede de o -
Xot+2L y asi sucesivamente. A la que ' :
parte inicialmente hacia la derecha le L 0 % L . 7
ocurrirrd algo similar. El dominio de =M=t : Do
influencia de la f consiste, pues, en este par de caracteristicas
reflejadas en x=0 y x=L. Es facil ver que el de la g son todos los
paralelogramos rayados.
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Upe—Uy,=0, xX€[0,1],tER

. X, 0=x<1/2
EMM. U(X,O)={1_x, l/ZSXSl

ut(x,0)=u(0,t)=u(l,t)=0

(puede representar idealizadamente la pulsacién de la cuerda de una guitarra)
Con la férmula (3) es, en general, complicado hallar expresiones
analiticas de soluciones para todo x y todo t, pues f* y g* tienen
diferentes formas en diferentes intervalos. Asi, en nuestro caso:

£ -l—x, -3/2=x=<-1/2
£x(x) = x, -1/2=x<1/2

1-x, 1/2=x<3/2
x-2, 3/2=x<5/2

Para hallar u(x,t)=[f*(x+t)+f*(x-t)]/2 tendriamos que discutir segin
los valores de x y t los intervalos en que se mueven x+t y x-t, lo
que nos llevaria a un nimero excesivo de casos (para estas discu-
siones conviene utilizar los dominios de dependencia). Mas facil
es dar analiticamente la forma de la cuerda para un t dado o ver
la evolucién de un x a lo largo del tiempo. Hallemos u para t=1/4:

u(x, 1/4)=; [£*(x+1/4)+£*(x-1/4)] = A AN 7S
{x+1/4+x—1/4, O=x<1/4 {x, O=x<1/4 \

3/4-x+x-1/4, 1/4=<x<3/4 ={1/4, 1/4=x<3/4
3/4-x+5/4-x, 3/4=<x<l 1-x, 3/4=x=<l

2 -1/2 0 1/4 12 314 1

Lo que si es facil es calcular la u para un x y un t dados. No es
siquiera necesario conocer la expresidén de la f*. Por ejemplo:

u(1/4,3)=; [£%(13/4)+£*(-11/4)] = [£*(-3/4)+£%(-3/4)] = -£(3/4) =-1/4

f* es 2-peridédica f* es impar
Tampoco es necesaria la expresién de la f* para hacer dibujos:
basta trasladar ondas y sumar. Dibujemos la u para diferentes t:

U(X,1/4) m— U(X,3/4) mm—
1/4}-

l"

Dibujemos ahora u(1/2,t)=,[E*(1/2+t)+£*(1/2-t)] = [E*(1/2+t)-E£*(t-1/2)]

Como vemos, la grafica se repite con periodo 2. Esto es general:
por las propiedades f* y g* la u dada por (3) es 2L/c-periddica.
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Por Gltimo, tratamos el problema mads general en el que existen
fuerzas externas y movemos los extremos de la cuerda:

Upp—clu, =F(x,t), xE[0,L],tER
(P4) u(XIO)=f(X)Iut(XIO)=g(X)
u(0,t)=ho(t),u(L,t)=hp(t)

Lo primero que hay que hacer es convertirlo en uno con condiciones
de contorno homogéneas. Para ello hay que encontrar una v que las
satisfaga y hacer w=u-v. Un ejemplo de tal v puede ser:

v(x,t)==f hLUQ-+[1—§]Im(t) [a veces serd mejor buscar otra]

La solucién del problema resultante en w viene dada por (2) si
sustuimos f, g y F por f*, g* y F*, siendo ésta la extensidén impar
y 2L-peridédica de F considerandola como funcidén de x.

u(x,0)=u¢(x,0)=0
u(0,t)=0,u(l,t)=sent

Ejemplo 5.

{ Uie—-U,,=0, x€[0,1],tER

Hallemos u(1/2,1/2) y u(l/2,3/2). La v de arriba es v=xsent.
Wiet—Wy =X sent
w=u-v — 4 w(x,0)=0,w(x,0)=-x . Sea f*(x)—
w(0,t)=w(1l,t)=0

Wee=Wy, = £%(X) sent
— w es la solucidén de { w(x,0)=0
We (X, 0)=-£*(x)

101, _1 1 /Zf“ 11 _
u(z,2 _2Ji'5ds+2jt . ssentds¢v+zsen2 =0

[un punto a distancia 1/2 de donde movemos la cuerda
era de esperar que para t=1/2 todavia esté parado]

u(s,? =1f2 -f*(s)d +lf?/zsen‘cf2_T f*(s)dsdt+>sen> =
(372)=3)~t¥(8)dst, [, 4o TF(8)dsdrts 2

1.1 T 1 (3/2 2—t 1 3
==4+= senrj‘ Sdsdt+ > senrj' Sdsdt+>sen: =senl
4 2Jo -1+t 2J1 -1+t 2 2

Basandose en el capitulo 8 se puede encontrar una v mejor:

v=__sentsenx satisface las c.c. y también la ecuacidn.
th_wxx=0
Ahora w=u-v — w(x,O)=O,Wf(x,O)=—zzgf
w(0,t)=w(l,t)=0
2
. 1 1, _sen®(1/2) lf_sens —
Por tanto: u(;,;) cen1  1T2)o  sen19s 0,
1 3, _sen(l/2)sen(3/2) , 1 0 sens _
u( 272 ) = senl +2f-1_senlds_ senl.

Para dibujar hallariamos las ondas viajeras

de este problema: G(x)=%j§g*[eﬂ y -G(x) [~]
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Para acabar hagamos unas cuantas reflexiones sobre cambios de
variable y descomposicidén en subproblemas que generalicen las
ideas que hemos utilizado en esta seccidén. Los problemas cléasicos
que presentamos en 5.3 estan formados por una ecuacién lineal [que
podemos representar por Lu=F, con L lineal] y unas condiciones
adicionales también lineales [ Myu=fx, unas iniciales, otras de
contorno]. Supongamos, por ejemplo, que son 3 las condiciones.

Lu=F

M1u=f1
Nuestro problema es entonces (P) Myu=f,

M3u=f3

El problema de resolver (P) puede ser reducido a resolver otros
mas sencillos. Por ejemplo, si u;, U, U3 y ugs son soluciones de

Lu=F Lu=0 Lu=0 Lu=0

M;u=0 M1u=f1 M;u=0 M;u=0
(P1) M2u=0 (P2) M2u=0 (P3) M2u=f2 (Pg) M2u=0

M3l.1=0 M3u=0 M3u=0 M31.1=f3

estd claro que u=u;tu,+usz+uy es solucidén de (P) [pero otras veces
nos convendra descomponer (P) en menos subproblemas].

En otros casos lo que puede interesar es convertir la ecuacién

o algunas de las condiciones adicionales (sobre todo si son de
contorno) en homogéneas. Por ejemplo, y como hemos visto para la
ecuacién de ondas, si conocemos una solucidén particular v de la
ecuacién el cambio w=u-v convierte (P) en

Lw=0

Myw=£f; -M;v

M2W=f2 —M2V

M3W=f3 -M;v

si lo que tenemos es una v que satisfaga, por ejemplo, M,v=f, vy
Msv=f3;, haciendo w=u-v acabariamos en

Lw=F-Lv

Miw= f 1-Miv

M,w=M3w=0

(lo que ya es un lujo es tener una v que satisfaga la ecuacién y
dos condiciones como en el ejemplo 5 de antes). Como vemos, hay
mucha variead en los posibles cambios. En cada caso habrd que ver
cudles nos llevan a problemas mas asequibles. Si inicialmente hay
condiciones homogéneas intentaremos que los cambios no nos estro-
peen esas condiciones, aunque a veces no tendremos mas remedio.

Por Gltimo, observemos que si u;,..,u, satisfacen algunas condi-
ciones homogéneas, entonces cualquier combinacidén lineal de ellas
u=cju; t..+tcpu, sigue satisfaciendo esas mismas condiciones. Si son
infinitas las uxy también satisfard esas condiciones homogéneas (si
las cuestiones de convergencia van bien) la serie infinita 2cpu,
[esto lo utilizaremos en separacién de variables en el capitulo 8]
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6.2. Ondas en tres y dos dimensiones.

Consideremos el problema de valores iniciales para la ecuacidén
de ondas en 3 dimensiones espaciales:

utt_c2 [uxx+ uyy'l'uzz 1=0, (XIYIZ)ER3I tER
(P3) | u(x,y,2,0)=£(x,y,2)
ut(lerZro)=g(XrYrZ)

Se puede deducir una férmula para la solucidén de (P3) anadloga a la
de D'Alembert para la cuerda vibrante. Aceptemos que, si fec? y
gECz, esa solucién viene dada por la férmula de Poisson o Kirchoff:

u(x,y,z,t) = i [ 4n<l:2t ffc £ds ] + 4ni2t ffc gds

siendo C la superficie de la bola de centro (x,y,z) y radio ct.

(1)

(en otras palabras, si wf y wg representan los valores medios de f y

g sobre la superficie esférica C la solucidn es u=9d[twf]/it+twg).

La forma mas natural de parametrizar esta superficie
es mediante los &angulos 6 y ¢ de las coordenadas
esféricas centradas en el punto (X,y,z) del dibujo —
Desarrollando las integrales de (1) se obtiene:

D
o
-

(x.y.2)

b
L

d t T
u(x,y,z,t) = ot [ ﬁﬁf; f(x+ctsenfcos¢d, y+ctsenbisend, z+ctcos6) sen6 dodd ] +

t TT
+ ﬁﬁf; g(x+ctsenfcos¢, y+ctsenOsend, z+ctcos0) senb dodd

Interpretemos (1l). Los valores de la solucidén sélo dependen de los
valores de f y g sobre el borde de la esfera B((Xx,y,z),ct). Asi, si
inicialmente hay una perturbacidén concentrada en un punto P, en el
instante t s6lo estadn perturbados los puntos de la superficie
esférica de centro P y radio ct, ya que para los demds puntos es
f=g=0 sobre la superficie C de (l). Si inicialmente es perturbado
todo un conjunto R, en cada instante t los puntos afectados por
esa perturbacidén constituyen una regidén R, del espacio formada por
la unién de todas superficies esféricas de radio ct y centro PER.
La superficie exterior de R, se llama frente delantero de la onda y
la interior frente trasero. En el dibujo
estan esquematizados ambos frentes para
el caso de una perturbacidén inicial de
una esfera de radio a. Los puntos due
alcanza el frente delantero, antes en
reposo, comenzardn a oscilar. Los puntos
e sobrepasados por el frente trasero
trasero  permaneceran en reposo.

frente
delantero
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Estudiemos ahora la propagacién de ondas en 2 dimensiones:

Upy - €% [Uyyt Uyy 1=0, (X,)ER?, tER
(P2) u(x,y,0)=£(x,y)
ut(lelo)=g(XrY)

Podemos mirar (P,) como un caso particular de (P;) en que los datos
(y por tanto las soluciones) no dependen de z. Las coordenadas
adecuadas ahora para parametrizar C son las cartesianas (o las
cilindricas). Expresando (1) en cartesianas se obtiene:

1 ] £(E,n) dEdn g(&,m) d&dn
ux,yv,t)= 5= | oo +
( y ) 2mc ot ffB chtz_[g_x]z_[n_y]z ffB \/c2t2_[§_x]2_[n_y]2

donde B es todo el circulo de centro (X,y) y radio ct.

La férmula anterior escrita en polares centradas en (X,y) queda:
a(x,y,t) = 1 irﬂft rf (x+rcosf,y+rsenbf) drdf +jznft rgdrdf

YT ame Lot Jo Jo VeTtZ_r2 oJo vz 2
Supongamos una perturbacidén localizada en un punto P del plano.
Otro punto M, situado a una distancia d de P, permanecera en
reposo hasta el instante t,=d/c. Si t=t_,, PEB(M,ct) y por tanto es
u(M,t)=0: a partir del instante t, el punto M permanece perturbado
indefinidamente (aunque tienda a pararse cuando t—», como las
ondas producidas por una piedra en un estanque). Esta situacién no
contradice los resultados para n=3: la perturbacién de P, vista
como una perturbacidén en el espacio independiente de z, consiste
de hecho en un cilindro vertical infinito sobre P, con lo que al M
iran llegando las perturbaciones provinientes de puntos cada vez
mads lejanos del cilindro. Las ondas que se propagan constituyen

ondas cilindricas en el espacio: en cada cilindro paralelo al
inicial la solucidén toma un valor constante.

[Las ondas pasan en el espacio y permanecen en el plano].

Si descendiésemos desde n=3 hasta n=1, considerando que la f y
la g de (1) s6lo dependen de x, llegariamos a la conocida férmula
de D'Alembert. Si se contempla esta solucidén sumergida en R® se
puede interpretar como la suma de dos ondas planas avanzando por
planos perpendiculares al eje x a velocidad *c. Todos los puntos
de cada plano estan igualmente perturbados. El caso n=1 presenta
un comportamiento intermedio entre n=2 y n=3: la influencia del
desplazamiento inicial f desaparece, pero la de la velocidad g
inicial se deja sentir permanentemente.

Para n=2, el dominio de dependencia de u(x,y,t)
de los datos inciales es todo el circulo

B((x,y),ct) v el de influencia de la f y g

iniciales en un punto (X, Y,0) es todo el cono

(x-%o) 2+ (y-Yo) 2sc?t? . Para n=3 la influencia de
(X5rYor20:0) es s6lo la superficie de un cono tetradimensional (no dibujable).
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Consideremos ahora ondas en el espacio con simetria radial. Si
suponemos que las f y g iniciales s6lo dependen de r (distancia al
origen), la solucidén entonces dependerd sélo de r y t. Escribiendo
el laplaciano en esféricas y quitando los términos con derivadas
respecto a los angulos 6 y ¢ llegamos a nuestro problema:

(B.) { utt—cz[urr+%ur]=0,r20, tER
u(r,0)=f(r) ’ ut(r,0)=g(r)

Haciendo | v=ur |, la ecuacidén se transforma en: Vtt—czvrr=0.

Si u es acotada, aparece la condicién de contorno: v(0,t)=0.
Por tanto, el problema en las nuevas variables es:

vtt—czvrr=0,r20, tER
(PV) v(r,0)=rf(r) ,Vt(r,0)=rg(r)
v(0,t)=0

gue es la ecuacidén de las oscilaciones de una cuerda semiacotada
con extremo fijo, resoluble por D'Alembert tras extender de forma
impar respecto a 0 las funciones F(r)=rf(r) y G(r)=rg(r), es decir,
si llamamos F* y G* a las extensiones, la solucidén de (P,) es:

u(r,t) =i[F*(r+ct)+F*(r—ct)]+ 2crf§ ctG*(s)ds ’ (2)

solucidén que podemos escribir en la forma u(r,t)=p(rt+ct)/r+q(r-ct)/r
e interpretar como la suma de dos ondas esféricas cuyos radios
disminuyen o crecen a velocidad c. La magnitud de la perturbacién
propagada, a diferencia de la cuerda, es inversamente proporcional
al radio. Se ve que la férmula (2) da problemas en el origen, pero
aplicando L'HOpital y el teorema fundamental del calculo tenemos:

u(r,t) = —[F* "(ct)+F* (—ct)]+f[G*(ct) G*(—ct)]=F*'(ct)+%G*(ct)

[u(0,t) podria ser discontinua aunque la f sea continua (si F* no es Cl)]
[Las ondas para n=2 siempre dan mds problemas de cdlculo que las de n=3; por
ejemplo, no hay cambios como el v=ur que lleven a la ecuacidén de la cuerda
la ecuacién de ondas en el plano con simetria radial: uyg-c?[u,+u//r]1=0 ].

_ 4
Ejemplo 1. Resolvamos: Uy - [ugtug,tu,,1=0, (x,y,2,£)ER
u(x,v,z,0)=z, ut(x,y,z,0)=x2+y2

at an fg (z+tcos(3) sen6d6d¢] * f Jn (x +y 24t%sen 8+2t[xsenecos¢+ysen65en¢] sen 0dO dp

3
= E [Efg (z+tcose)senede] +§ 0 (x%+y %+t%sen?0) sen 0 40 _E [tz] +t(x +y +—) ZHExHty 4 2t

También podemos descomponer el problema en 2. El de f=z,g=0 se puede ver

1
como uno para n=1: ul=5[(z+t)+(z—t)]=z. El de f=0,g=x2+y2, como uno de n=2:

1 2nE r(x2+y2+r2+2r[xcosh+ysend]) drdd r (x%+y2+r?) dr 2 2t3
U= 5 =10 =.=t +ty +T .
t2-r2 Vt2-r?
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, r=l

u(r,0)=0, uy(r, 0)—'{0 >1

Comencemos suponiendo que n=3. Sabemos que su solucidén es u=v/r,
si v es la solucién del problema para la cuerda infinita:

Vit—=Ve =0, r,tER

1 +t
r,|r|sl - V(r,t):; r—tG*

0, |r|>1

v(r,0)=0,v(r,0)=G*(r) ={

Estudiemos la oscilacidén para t=0 de un punto t
M del espacio situado a una distancia R>1 del ,
origen. Si t<R-1] o si t>Rt+l es claro que v=0. /
Si t€[R-1,R+1], la integral se reduce a: / /

/

’
1 1-[R-t]2 RE1
fR_tsds -~ u(R,t) =" o ! ,/ N
—Mnnnmnm IIIII\"—R
1

-1 R-t

Se ve que el punto M oscila s6lo durante
un determinado intervalo de tiempo. Se
ve también que la amplitud méaxima de la 1/4R
oscilacién es inversamente proporcional
a la distancia que separa M del origen.

Llegar a la solucidén utilizando la férmula
de Poisson es complicado. Es evidente como
antes que u=0 si t&(R-1,R+l) [CN{r=1}=0]
En (R-1,R+l) el valor de u viene dado por:

1 _ area de D
u(M,t) = Amt fD ds= 4mt
siendo D la interseccién de la superficie esférica C de centro M y
radio t con la esfera unidad. Buscando en libros de geometria:

2+t2-1
area de D = 2n[1—cosoc]t2 = 2n [1—54144*]t

que lleva a lo mismo. Si es facil con Poisson hallar u(0,0,0,t):

u(0,0,0,t)= 4ntff lds=

(que coincide con la expresién u(0,t)=G*(t) deducida por L'Hb6pital; como era

area de C de C 1
=t si t<l, u(0,0,0,t)= mffc 0ds=0 si t>1

previsible, por la discontinuidad de la G, aparecen soluciones discontinuas;
pero u(M,t) era continua; en el origen se concentran las discontinuidades).

Miremos ahora el problema como si fuese para n=2. Los calculos son
siempre mas dificiles, asi que nos limitamos a hallar u(0,0,t):

(0,0,t) = ijzjt rgdrdf _ rgdr
r 21 J0J0 22 0 Viz_12
£
fo rit?-r?2]1/2dr=¢, t=<1
o rlt2-r2]1"1/2gr=t-Vt2-1 , t=1

Como debia suceder, t-VtZ-1=1/[t+Vt2-1]—> 0.
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7. Problemas de contorno para EDOs

Un problema de valores iniciales para una ecuacidén ordinaria
con coeficientes continuos tenia solucidén UGnica. En concreto, 1la
solucién de una ecuacién lineal de segundo orden queda determinada
fijando el valor de la solucidén y de su derivada en un punto dado.
Las cosas cambian si imponemos las condiciones en los dos extremos
de un intervalo [a,b]. Estos problemas de contorno presentan
propiedades muy diferentes. Por ejemplo, un problema tan sencillo
y regular como

y'+y =0
y(0)=0,y(m)=0
tiene infinitas soluciones: y=Csent, con C constante arbitraria.

Los problemas de contorno que apareceran al utilizar el método
de separacién de variables del siguiente capitulo dependeran de un
parémetro A. Convendrd escribirlos de la siguiente forma:

(py')'-qy+Ary = 0
(P) ay(a)+a'y'(a)=0
By()+p'y"(b)=0

Ante un problema de este tipo nuestro objetivo serd hallar los
valores del pardmetro A para los que hay soluciones no triviales
(autovalores de (P)) y esas soluciones no triviales correspon-
dientes a cada A (autofunciones de (P) asociadas a A). Observemos
que y=0 es siempre solucidén trivial de (P) y que, por la homoge-
neidad de la ecuacidén y de las condiciones de contorno, si y(t) es
solucién de (P) también lo es Cy(t) para cualquier C.

Comenzaremos en 7.1 estudiando varios ejemplos. Veremos que
aparecen infinitos autovalores y que las autofunciones asociadas a
A distintos son ortogonales entre si. En 7.2 precisaremos para qué
tipo de problemas de contorno se mantienen esas propiedades. Seran
los que se llaman problemas de Sturm-Liouville.

En la seccidén 7.3 veremos que cualquier funcidén f continua y
derivable a trozos se puede desarrollar en serie de autofuncio-
nes de un problema de Sturm-Liouville, lo que serd muy Gtil en la
resolucién de EDPs. Este resultado generaliza los desarrollos de
Fourier en series de senos y cosenos, cuyas propiedades béasicas
también veremos. Aunque la convergencia natural de estas series
sea la de L2, nosotros nos limitaremos a hablar de convergencia
puntual y uniforme.

Por Gltimo, en 7.4, estudiaremos problemas en que la ecuacidn
(o alguna condicién de contorno) sea no homogénea. Para ellos, ni
y=0 es solucién, ni lo son los mGltiplos de una solucién dada. La
existencia de soluciones dependerd de si existen o no soluciones
no triviales del homogéneo. Cuando haya solucidén Gnica daremos una
férmula para las soluciones del no homogéneo en términos de la
llamada funcién de Green.
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7.1. Algunos ejemplos

Veamos unos ejemplos de problemas de contorno homogéneos 'buenos’
(1, 2 y 3) vy 'malos' (el 4). E1 5 es problema no homogéneo.

Ejemplo 1. P y'+hy =0 24h=0 — =ivcx_
Blemplo 1. (F1) {y(0>=0,y<1)=0 " "

Busquemos sus autovalores y autofunciones.

A<0: la solucién general de la ecuacién es y=c;ePt+c,e™t, p=v_1>0
Imponiendo las condiciones de contorno:

y(0)=c;+c,=0

y(1)=c,eP+c,e™P=0 } = Cp=-¢; — c[eP-eP]=0

Por tanto c;=c,=0 (pues eP-e™P=0 si p>0). NinglGn A<0 es autovalor.

y(0)=c;=0

}-e y=0 . A=0 tampoco es autovalor.

1

0)=c,=0
A>0: y=c,coswt+c,senwt , w=Vi>0 — y(0)=c, }

y(l)=c,senw=0

Para tener solucién no trivial debe ser c,=0.

Por tanto, w=ﬁ=nn, Kn=n2n2, n=1,2,..

Para cada uno de estos A, hay soluciones no tiviales y,=c,sennmt .

Observemos que se cumple:Jésennntsenmntdt==0, si m=n.

Resumiendo: (P;) tiene una sucesién infinita de autovalores A,=n’m?,

n=1,2,.. Para cada A, las autofunciones asociadas forman un espacio
vectorial de dimensién 1l: y ={sennnt}. La n-sima autofuncidén posee
n-1 ceros en (0,1). Las autofunciones son ortogonales en [0,1]

[respecto del producto escalar (u,v)=féuvdt ].

y'+Ay =0

Ej lo 2. P
Ljemp_.o £ ( 2)'{y'(0)=0,y'(1)=0

y'(0)=p[c;-c,1=0
— — =— — P_e P1= — = .
2<0 y'(1)=p[c,eP-c,eP]=0 } T ciferme ™ 7=
A=0 y'(0)=c,=0 A=0 autoval tofuncis =
A=0 = Ji(1)=c,=0 [ = M= autovalor con autofuncién y,=c; .

'(0)=wc,=0
A>0 — §'21;=wcjsenw=0 } — A,=n’m? con y,=c;cosnnut . §< ! ;
COSTTt

0 1
Los Xn=rfn2 y las y,={cosnmnt}, n=0,1,2,.. tienen las \\25,1‘;
mismas propiedades subrayadas del ejemplo anterior. cos2n
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. "+Ay = 0
Ejemplo 3. (P ){Y , ,
T y0)=y(1),y' (0)=y' (1)
c,[1-eP]+c,[1-e7P]=0 _eP 1-e7P
A<O — 1l I7c,l _ ] Como el determinante ! ep];S =0 ,
— c;[1-ePl-c,[1-e7P]=0 1-e® e™P-1

el sistema s6lo tiene la solucién trivial c¢;=c,=0. No autovalores.

c1=cl+c2 ) - .
2> 0 c;[l-cosw]-c,[senw]=0 } l-cosw -senw 201 0
>0 — . _ _ —a
A~U c;[senw]+c,[l-cosw]=0 ’ senw 1—cosw‘ (l-cosw)

xn=4n2n2, n=1,2,..

Para esos A las condiciones de contorno se satisfacen para cual-
quier c; y cualquier c, . Autofunciones: y,=c;cos 2nnt + c,sen2nnt .

Las propiedades de (P;) son, pues, ligeramente diferentes:

Hay una sucesidén infinita de autovalores kn=4n%¥, n=0,1,2,.. Ahora

las autofunciones y,={1}, y,={cos2nnt,sen2nnt} forman, si n>0, un
espacio vectorial de dimensidén 2, pero sigue siendo cierto que las
autofunciones asociadas a distintos autovalores son ortogonales.

y'"+Ay =0
y(0)=y'(0),y(1)=-y' (1)
Operando como en los otros ejemplos es facil ver que las cosas son

muy diferentes: todo A es autovalor y en general no es cierto que
las autofunciones asociadas a A distintos sean ortogonales.

Ejemplo 4. (P4){

y"+hy = £(t)
y(0)=0,y(1)=0
La férmula de variacidén de las constantes da la solucidén general:

Lo estudiamos sélo si A>0.

Ejemplo 5. (P5){

y = c;coswt + c, senwt + %jz f(s) senw(t-s) ds , w=ﬁ
Imponiendo las condiciones de contorno se obtiene:
c;=0, czsenwi-%Jif(s)senvul—s)ds=0
Podemos despejar c, de forma Gnica si senw=0, es decir, si A=n’n?.
Si A=n?n?, sélo hay solucién si ademds se cumple:
f; f(s) senn(l-s) ds = [-1]“]1 f(s) sennsds =0
En caso contrario las condiciones no se cumplen para ningdn c,

Si A no es autovalor del problema homogéneo asociado (P;), el
problema no homogéno (P5;) tiene solucidén Gnica. Si A es autovalor,
el no homogéno puede tener infinitas soluciones o no tener ninguna.

[segln sea fﬁfsennns igual o distinto de cero]

31



7.2. Problemas de Sturm-Liouville homogéneos

Generalicemos los ejemplos de 7.1. Sea la ecuacidén lineal de
segundo orden dependiente de un parametro real A:
y"+a(t)y'+b(t)ytAc(t)y=0 , con a,b,cEC[a,b], c(t)>0 en [a,b]
Conviene escribirla de otra forma: multiplicando por &® se tiene
[efay' ] '+be[ay+7»cefay = [py']'—qy+)\ry =0 , con pECl, q,reC y p,r>0

Las condiciones que imponemos son o separadas (si cada una afecta
a los valores de y o de y' en uno de los extremos del intervalo) o
periddicas (ligadas a la periodicidad de las soluciones):

Se llaman problemas de Sturm-Liouville regulares

a cualquiera de los dos tipos siguientes:

(P.) { [py'] -ay+hry = 0
°" lay(a)+a'y ' (a)=0,By(b)+p'y " (b)=0
(.) { [py'] -qy+iry = 0, p(a)=p(b)

PP ly(@)=y(b),y'(a)=y'(b)
donde pEC’(a,b], q,rEC[a,b], p,r>0 en [a,b], |a|+|a'|,[p|+[p']=0

(condiciones separadas)

(condiciones periddicas)

Los ejemplos 1 y 2 de 7.1 eran (Pg) y el 3 era (P,). El siguiente
teorema generaliza sus propiedades a estos problemas de S-L que,
en general, ya no seran resolubles:

Teor 1.|L,0s autovalores de un problema de Sturm-Liouville regular
forman una sucesién infinita A;<i,<-<)A <+ que tiende a .
Las autofunciones asociadas a autovalores diferentes son
ortogonales en [a,b] respecto al peso r, es decir:

Ji]fx1Yhdt=0 , S1 Y, ,¥n estan asociadas a A,#Ay.

Las autofunciones {y,} de (P;) son un espacio vectorial de
dimensién 1 y cada y, posee exactamente n-1 ceros en (a,b).

La primera afirmacidén y la relativa a los ceros son dificiles de
demostrar. Probamos las otras dos. Sean y,,y, asociadas a h,=hy:

MnT¥n=-[PY¥n']l +d¥n
ME¥r==[P¥n' ] +A¥n

} — (multiplicando por y, e y,, restando e integrando)

1 1 b
[kn—km}j:ryn ymdt=f<_:)1 [Yn(PYn') —¥Yn(PYn') ldt=(partes)=[p(Yn¥n' -Yu¥n') ],

Imponiendo las condiciones de contorno, es facil comprobar para
(Pg) que el wronskiano |W|(y,,Y,) Se anula en a y en b. Para (Py) es
claro que [](b)=[](a). Por tanto, si A, =\, se tiene la ortogonalidad.

Si y,,y,* estdn asociadas a 1,, se deduce para (P;) que |W|(y,,¥,*)=0
en a (o en b), con lo que las dos soluciones dependen linealmente.
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[Los problemas de Sturm-Liouville pueden generalizarse: en la demostracidn
anterior se aprecia que lo esencial para la existencia de ortogonalidad es el
hecho de que [p|WHyn,ym)]Z=O; esto sucede para otros tipos de condiciones de
contorno ademds de las separadas y las peridédicas (y para otras muchas no

b
sucede); se llaman problemas autoadjuntos aquellos tales que [p|WHu,v)]a=O

para todo par de funciones u,v que satisfacen sus condiciones de contorno;
las autofunciones de estos problemas mas generales son, pues, ortogonales; el
término 'autoadjunto' responde al hecho de que si llamamos Ly=[py']'—qy y
(uﬁn=JZuvdt, entonces para todo par de funciones que cumplen las condiciones

de contorno se tiene que (Lu,v)=(u,Lv): el operador L es autoadjunto].

En los ejemplos de 7.1 todos los autovalores eran =0. Esto no es
cierto en general, pero el siguiente teorema nos da condiciones
suficientes para que esto suceda (lo que nos ahorrard céalculos):

Teor 2. Sji g.a'=0, B.p'=0 y g(t)=0 para tE[a,b] entonces todos los
autovalores de (Pg) son mayores o iguales que 0. En parti-
cular, si o'=p'=0 [y(a)=y(b)=0] son estrictamente positivos.

[en el ejemplo 1 de 7.1 nos ahorraria analizar los A<0, y en el 2 los A<0]
Si y es la autofuncidén asociada a A y a.a's0, B.p'=0 entonces:

Mfory?at = [o [-y(py') +qy’ldt = [2 [p(y')?+qy®ldt - [pyy']o=0
pues

b .

[2 ety +av? 120 (p,g20), —[pyy']a=p<b)%[y(b)]z-p<a)%[y(a)1220 si o',p'=0,
[pyy'1(2)=0 si ao'=0 y [pyy'l1(b)=0 si p'=0.

Como r>0 es ﬁry2>0 y por tanto A=0.

Si y(a)=y(b)=0, y=cte no es autofuncién = y'#0 = jl;p(y')2>0 = A>0.

. "-2y'+Ay =0 2t 4" 2t _
Ejemplo 1. P {Y, , - [e ] +he =0
memeie L () 1y 0)=0,y" (1)=0 Y Y

[E1l teor. 2 nos asegura que los A=0, pero aqui es poco uUtil, pues no nos

ahora ningGn caso, ya que M2—2u+h=0 — u=1ivqtz y hay que mirar A<,=,>1]
A<1: y=cjeM*PceIP)t | y=c, (14p)e"P)tc, (1-p)e! Pt , p=V1ia
C1(1+p)+cy(1-p) =0
— - _p_ Pq= —y = = =
¢, (1+p)et*P+e, (1-p)elP=0 } cy(l-p)e[e"-e"]=0 — p=1 (2=0), yo={1}
c;+c,=0

c;+2c,=0 } — y=0 . »=1 no autovalor.

A=1: y=[c;+c,t]et -

A>1: y= [clcoswt+c2senwt]et , w=Vr-1 — y'(0)=c;+tc,w=0 —
y'(l)=-c,resenw=0 — kn=1+n2n2, n=1,2,.., yn={et[senmct—nncosmct]}

Las autofunciones son ortogonales respecto al peso r(t)=e'2t:

fé e't[sennnt—mccos nit ] =ﬁ) [sennnt-nncosnat] [senmat-mncosmnt ]=0 (m=n)
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La determinacidén exacta de los autovalores sélo serd posible
(y no siempre) si tenemos resuelta la ecuacidén. Sin embargo, se
puede obtener informacién sobre su localizacidén comparando el
problema con otros resolubles. Por ejemplo, el siguiente teorema
(que no demostramos) generaliza lo que ocurre con el problema:

" _ 2.2
{ py"-qy+hry = O, p,q,r constantes — k¢=EEJLig
y(0)=0,y(1)=0 r

Teor 3.| Aumentando p o g o disminuyendo r aumentan todos los
[py'] -qy+iry=0

autovalores positivos del problema {
y(a)=0,y(b)=0

Ejemplo 2. p=r=1+t2,q=—t.

(B.) { [(1+t?)y'] +ty+h(1+t?)y=0
y(0)=0,y(1)=0

Comparando con las ecuaciones: y"+y+2Ay=0 , 2y"+Ay=0 ,

. . 1
se tiene que sus autovalores satisfacen: 5'[n2n2—1]<xn<2n2n2

En el estudio de algunos problemas de EDPs aparecen problemas
singulares de Sturm-Liouville que no reunen todas las condiciones
de los regulares: p o r se anulan o son discontinuas en algtn
extremo del intervalo, el intervalo es infinito... Vamos a resolver
tres de ellos (el 3 surge, por ejemplo, tratando ondas o calor en
el espacio, el 4 si esas ecuaciones son en el plano y el 5 para
Laplace en la esfera), en los que en uno o los dos extremos es
p=0. En esos extremos las condiciones de contorno de un (Pg) son
demasiado fuertes para tener autovalores y autofunciones como las
de los regulares y en vez de ellas se pide acotacién (gque basta
para garantizar la ortogonalidad, o sea, que [p(ynym'—ymyn')]g=0 ).

ty"+2y'+Aty =0

- [t%y'] +Artly=0.
y acotada en t=0,y(1)=0 [ty Y

Ejemplo 3. (P3){

Haciendo el cambio x=ty la ecuacién se convierte en x"+Ax=0 -

. - . . . coswt senwt

la solucidén general de la inicial para A>0 es y=c; & o — .
sen nut

y acotada — c¢;=0 ; y(1)=0 — senw=0 - A =n’"?, n=1,2,.., yh={“jj‘*}

[claramente ortogonales respecto al peso r(t)=t2]

Es facil ver directamente que ningGn A<0 es autovalor o podemos
evitar las cuentas ya que la demostracidén del teorema 2 es valida
también para este tipo de problemas singulares, con lo que A>0.
[Si hubiésemos impuesto y(0)=y(1)=0 la dGnica solucidn seria
y=0 VA: las condiciones habrian sido demasiado fuertes]
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ty"+y '+Aty =0

- [ty'] +Aty=0.
y acotada en t=0,y(1)=0 [ey'] Y

Ejemplo 4. (P4){

Haciendo el cambio de variable independiente s=Vt (para A>0),
la ecuacidén se convierte en la de Bessel de orden 0:

2
Y L YW L gy=0 — y = 0105(8)+ CK,(8) = c1To(Vrt)+ Ko (Vat)

S ds? ds

La primera condicién de contorno impone que c,=0 (K, no acotada en
t=0). De la segunda obtenemos clevq)=0. Asi, los autovalores son
los A;<Ah,<A3<:* cuyas ralces son los
infinitos ceros de J, [sabemos que o.5]
estan tabulados y que para n grande o.s;
es VG;;=(n—1/4)n ]. Las autofunciones  o.4]
asociadas son yn={Jdvq;E)}, que son 0.z
ortogonales respecto al peso t.

[(1-t*)y'] +Ay=0

Ejemplo 5. P
N ( 5){iy acotada en t=t%1

La ecuacién es la de Legendre con A=p(p+l) .
Como se sabe, sus UGnicas soluciones acotadas en 1 y -1 son los
polinomios de Legendre P, que aparecen cuando p=n, n=0,1,2,..

Los autovalores son A=n(ntl), n=0,1,2,.. y las autofunciones son los
. 1 .
P, , que cumplen como sablamos‘LanPﬂﬂﬁ=O si m=n [r(t)=1].
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7.3. Series de Fourier

Consideremos el problema de Sturm-Liouville separado regular:

(.) { [py'] -ay+hry = 0
° ay(a)ta'y'(a)=0,py(b)+p'y " (b)=0

y sean y;,Yys-sY¥qr- sus autofunciones asociadas a los autovalores
AsNyyeshy, .. . La importante propiedad que estudiaremos en esta
seccidén es que cualquier funcién f suficientemente regular en [a,b]
(luego precisaremos esta regularidad) puede ser desarrollada en
serie de dichas autofunciones, es decir:

f(r) = 21 Cn¥n(t)

Supongamos que este desarrollo es valido y que la serie puede ser
integrada término a término. Entonces, por ser las y, ortogonales:

J;f%&==%%ﬁr%h& =%ﬁrhh&
n=
Es decir, si representamos el producto escalar respecto al peso r:

_ <f ’ Yn>
" (Va1 ¥n)

(u,v)=|_ruvat debe ser n=1,2,..
a

El problema (nada elemental) reside en precisar para qué funciones
f la serie de coeficientes asi definidos (serie de Fourier de f)
converge realmente hacia la funcién en el intervalo [a,b]. Aunque
se pueden exigir condiciones méds débiles a f nosotros pediremos
que f sea C' a trozos, condicién que serad satisfecha por la gran
mayoria de las funciones que aparecerdn en problemas practicos.

[Recordamos que f(t) es c! a trozos en [a,b] si podemos dividir el
intervalo en subintervalos [a,b]=[a,t;]U[t;,t,]U..U[t,,b] de modo que:
i. £ y £f' son continuas en cada (ty,tys1), | 0_\:\:

.
ii. los limites laterales de f y f' en i T
cada t, existen y son finitos ]. [ a g --ie th B

Teor 1.| si f es C! a trozos en [a,b] entonces su serie de Fourier:

o (Ervn)
> TR ()
n=1 <Ynlyn>
converge hacia f(t) en los t&(a,b) en que f es continua y

hacia %{f(t‘)+f(t+)] en los tE(a,b) en que es discontinua.

[la demostracién es dificil y no la hacemos]
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Caso particular de estos desarrollos en serie de autofunciones
son los desarrollos en series trigonométricas, que, porque son las
que mads a menudo nos apareceran, estudiamos con mas detalle.

Los autovalores y autofunciones del problema (P;p) {y Thy =0
y(0)=y(L)=0

2 2
n 7w nnt
son A= L2 1 n=l,2,. e ={sen—— L .

La serie de Fourier en senos de una funcién dada f es entonces:

f(t) = E b sen% , con b = %fz f(t) senmEt dt, n=1,2,.. [1]

nnt] a=72.

Ya que el peso es r(t)=1 y se tiene que (y,,v,) fL [sen 5

[Hemos escrito impropiamente f=X; sabemos que la igualdad sdélo se da
en los puntos de (0,L) en que f es continua; en 0 y L aGn no sabemos]

2_2

"+Ay =0 n'n Tt
Para | (P,) {z'(O)Zy'(lFO son Ay =" 5, yn={cosnT}, n=0,1,.. [yo={1}]

Por tanto, la serie de Fourier en cosenos de una f dada es:

f(t) = > o 4 E a cosm;%t , con an=%fz f(t) cosmdt, n=0,1,2,. [2]

Pues (Yor¥o) =f; 1°a=1L e (Vs V) =fr; [cosm]zdt—% , si n=1.

[escribimos a, /2 para que la férmula del a, valga también para ag]

1

Ejemplo 1. Sea | f(t)=t,t€[0,1] |.

t

Hallemos sus series en senos y en COSenos: 0 1

2 @ 1n+1
fe)=2 3

sennnt , pues b, = Zfétsennntdt=- ﬁcosnn , n=1,2,..
n=1

2 & -1 4 & cos (2m-1)xnt
f(t - - cosnnt—f—f —
(8)=5-3 ngl 2 2 (2m-1)?
— — — —72 —
ya que aO—ZﬁLJ tdt=1 , an—Zﬁ) tcosnntdt = 12,2 [cosnn-1] , n=1,2,..

Ambas series, segin el teorema 1, convergen hacia f(t) para todo
t€(0,1). Ma&s adelante sabremos lo que ocurre en los extremos.

[Otras dos familias de autofunciones en las que hay que desarrollar funciones

bastantes veces en situaciones reales son las de los siguientes problemas:

y"+Ay =0 _[2n- 1] 2 [2n 1]nt _
{ y(0)=y'(L)=0 ©°% *n 22L2 r ¥n={sen o Gva) =5 o 01,2,
2
y"+Ay =0 [2n- 1] X _ [2n-1]mt L
y'(0)=y(@)=0 ©on A =2 7 yn—-{005447ﬁ:4* Yo Fnvn) = 5 n=l, 2,0 ]
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La teoria de series de Fourier puede ser extendida para incluir
autofunciones de problemas con condiciones peridédicas. Asi para:

y"+Ahky = 0 022 N N
(P3) {Y(QL)L):Y(L-)(L) ¢ M= s n=0,1,., ¥o={1}, y,={cos"[ " ,sen” "}
y (L)=y

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y COS€nos:

a *® .
[3] f(t)=—§2+ > [ancosQ%E-i-bnsenEfE ] , con coeficientes:
n=1

1 L nmt 1 b nmt
[4] a,= E‘[{‘f(t)COS‘E", n=0,1,. | ¥y [5]] b,= E.[{Jf(t)senvi—', n=1,2,..
L mut nnt
ya que se cumple: f_L COST senT dt=0 para todo m y n.
fL mrt nmt o 0 m=n . fL mrt nmt o 0 m=n
L COST COS*Il t =11 m=n 7 -1 senT senT' t =11 m=n
[las foérmulas [3]-[5] también son véalidas para el desarrollo de una f
definida inicialmente en cualquier intervalo de la forma [a,a+2L] (sin

B . . . +2L 2 +2L 2
mads que cambiar los limites a la integral) pues jaa cos” = fa sen” =L ]

Como en el teorema 1 la serie [3] converge hacia f(t) en los puntos
de continuidad de f . Ademds se puede decir lo que sucede en los
extremos -L y L (observando que la [3] define de hecho una funcién
en todo R que es 2L-periddica). Podemos hablar también sobre la
convergencia uniforme de [3] (sin demostrar la afirmacién):

Teor 2.| supongamos que f es c! a trozos en [-L,L] y extendamos f(t)
fuera de [-L,L] de forma 2L-peridédica. Entonces la serie
[3] con coeficientes dados por [4] y [5] converge hacia
f(t) en todos los puntos en que su extensidén es continua (y
hacia %[f(t’)+f(t+)] en los puntos de discontinuidad).
Ademas f converge uniformemente en todo intervalo cerrado
que no contenga discontinuidades de la f extendida. Por
tanto, si f es continua y f(-L)=f(L) entonces [3] converge
uniformemente hacia f en todo el intervalo [-L,L].

Ejemplo 2. Sea f(t) = {E' 52:15:;0 .

Calculando su serie en senos y coOsenos:

1 1
L, 2L & sen[(2m-1)mt/L] ¢ ¢
2 T 2 2m-1 S O

m=1
La suma de esta serie es 0 en (-L,0), L
en (0,L) yL/2 en -L, 0 y L. En todo
cerrado que no contenga estos puntos la
convergencia es uniforme. Cerca de

Spgordo

ellos la convergencia es mala y lenta.
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Las férmulas [1] y [2] obtenidas para los coeficientes de las
series de senos y series de cosenos se pueden deducir como casos
particulares de [4] y [5]. Dada una f inicialmente definida en
[0,L] podemos extenderla de forma impar o de forma par a [-L,L].
En el primer caso f(t)cos[nnt/L] es impar y £(t)sen[nnt/L] es par.
En el segundo f(t)cos[nnt/L] es par y £f(t)sen[nnt/L] es impar.
Por tanto [4] se hace 0 y [5] se convierte en [l] en el primer
caso, y en el segundo [5] se hace 0 y [4] se convierte en [2].

[Si definiésemos la f de cualquier otra forma en [-L,0), la serie en senos y

cosenos también convergeria hacia f en los t de (0,L) en que fuese continua].

Como consecuencia de lo anterior y del teorema 2 se tiene que:

La serie de cosenos de una f continua en [0,L], con f' continua
a trozos, converge uniformemente hacia f todo el intervalo.
Si f ademéds satisface que £f(0)=f(L)=0 la serie en senos de f
también converge uniformemente hacia f en todo [0,L].

P

(si no fuese f£(0)=0 6 f(L)=0 la f extendida de forma impar a [-L,L]

y luego de forma 2L-peridédica no seria continua en 0 o en L).
En particular, la serie en senos del
ejemplo 1 no converge uniformemente
hacia f en [0,1] (aunque si lo hace
en cualquier intervalo de la forma
[0,b] con b<1l). La serie en cosenos
si converge uniformemente en [0,1].

[aunque las series en cosenos se comporten

mejor, resolviendo EDPs no podremos elegir

el tipo de series a utilizar: nos lo impondrdn las condiciones del problema].

Observemos para acabar que también se pueden hacer desarrollos
de Fourier en serie de autofunciones de diversos problemas de
Sturm-Liouville singulares, en particular en las de los tres que
vimos en la seccién 2. Por ejemplo, podemos desarrollar una f (C!
a trozos) en las autofunciones del (P,) de aquella seccidn:

ty||+y ' +)\‘ty =0 B 0 . )
F - f(t)= Jo(Vint t)y=t
(Pa) {y acotada en t=0,y(1)=0 (t) ngl Cn o(\/_n ) , peso r(t)
- Jo t £(6) 3Vin t) at 2 ftf(t)J( —
— = — — — . N
) Jot 3 Vimt) at 32 (Vim) *°
pues

J12 (\/Tn_)
2

2 1 o2 lr.o2,-2 2 u
f;tJo (VMt)at = " Okn udy (u) du = ZKn[u (Jo (u)+J; (u))]\/ofn =
ya que las J, satisfacen [t"J,]'=t"J,; — [tJ;]'=tJd,, Jo'=-J;

2 2
2 u 2 u 2,1 2
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7.4. Problemas no homogéneos. Funciéon de Green.

Sea el problema no homogéneo con condiciones separadas:

[p(t)y' 1" +g(t)y = £(¢) 1

P . , C feC,p>0 en [a,b
(Bun) { oy 2y’ Oy (o) iy’ ()= | 7 BC 5/ EC2 a5l

y llamemos (P,) al problema homogéneo asociado (f=0). Mas adelante
consideraremos condiciones de contorno no homogéneas y el caso en
que la ecuacién depende de un parametro. El siguiente teorema
generaliza lo que ocurria en el ejemplo 5 de 7.1:

Teor 1. El problema (P,,) tiene solucidn Gnica si y s6lo si (Py)
tiene Unicamente la solucién y=0. Si (P,) tiene soluciones
no triviales {y,} entonces (P,,) tiene infinitas soluciones
o no tiene solucidén segln sea, respectivamente, igual o
distinta de cero 1la integral:]if(t)%gt)dt

Imponiendo las condiciones de contorno a la solucidén general de la
no homogénea y=c;y;+C,y,*ty, ¥y utilizando las propiedades de los
sistemas algebraicos de ecuaciones se demuestra gran parte del
teorema. Ademas si hay soluciones y de (P,,) debe ser:

[ Eyn =2 [py'1'+ay]1 ¥a = [D(Yny ' =y¥n') 1o + [0 [[PYs' ] +a¥al ¥ = 0

y se prueba que esta condicidén necesaria es también suficiente.

Veamos ahora una férmula que para cualquier f(t) nos da la
solucién de (P,,) (en el caso de que ésta sea UGnica), conocidas las
soluciones de la ecuacién homogénea (algo parecido a la férmula de
variacién de las constantes para problemas de valores iniciales):

Teor 2./ gSupongamos que (P,) tiene s6lo la solucién y=0 y sean y;
e y, dos soluciones no triviales de la ecuacidén homogénea
[py']'+gy==0 satisfaciendo, respectivamente, ay(a)+a'y'(a)=0
y By(b)+p'y' (b)=0 . Entonces la solucidén tnica de (P,,) es:

yi1(s)yy(t)

plWl(y1,y,) ! 2=5=t
y(t) = G(t,s) £(s) ds, con G(£,5)= 1 Ty (6reni)

T —— t<s<b

P W (y1,¥2)

A la G(t,s) se le llama funcidén de Green del problema.

[Conocida la G, dada cualquier f, basta realizar un par de integraciones para
encontrar la solucidén del (Pph); la idea de la funcidén de Green se generaliza
a otros problemas de ecuaciones ordinarias y en derivadas parciales].

[Observemos que el denominador que aparece en la G es constante:
[P(Y1Y2'-Y2y1 )] =vilp(y2")] -v2[P(y1')] =-9y1¥2,+9y,y1=0 ]
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Comprobemos que la solucidén de (P,,) viene dada por la expresiodn
del teorema. Desarrollando la integral:

s) f(s) y1(8) £(s) y2(8) £(s)
V) =110, [ 200) YO ) pie) YO ) pie) * OV

Por tanto y(t) es solucidén de la no homogénea y"+Efy“+fy==é .
_ . K Y2 f Y
Ademés como y'(t)=y T§[B-+y |;|p Yljt|w|p se tiene que:

f
y(@)=cy1(a) ' (a)=cyy(a) ;¥ (b)=ky,(b) ;" () =ky,(b) com c=f3 13, k=[2 12

Como y;,y, cumplen cada condicién de contorno, también lo hace la y.

IS { = £(t) {y"=0
Ejemplo 1. (P1) | y(0)=y(1)=0 v (0)=y(1)=0

Por tanto, (P;) tiene solucidn unica. Hallemos su funcidén de Green:
La solucidén general de la ecuacidén homogénea es y=c;+c,t.

s6lo lo satisface y=0.

De la primera condicién de contorno y(0)=c;=0. Podemos tomar y;=t.

De la segunda, y(l)=c;+c,=0. Elegimos y,=t-1. Entonces: 0

s(t-1) , Os=ssst
t(s-1) , ts=s=<1

t(t-1
1) G(t,s), t fijo

t
()= | ~1,p(®)=1, G(t,9)= |

|
Si, por ejemplo, f(t)=1, la solucién de (P;) viene dada por:

v(t) =f(1) G(t,s) 1ds = (t—l)f; sds+tji (s-1)ds = [t’-t]

Para resolver un problema con una f dada, calcular la G puede ser
un rodeo inGtil. Por ejemplo, la Gltima solucidén se podria obtener:
y(0)=c1=0

_1 2
yUJ=Cﬁf2+%=0 - y=, [t°-t] como antes.

Pero para cada nueva f habria que hallar la y, e imponer y(0)=y(1)=0.
Observemos que la G de arriba para t fijo (o para s fijo, pues G
es simétrica) es continua pero no derivable en s=t y su 'derivada’

segunda es §(s-t) . De hecho, esto es lo que sucede en general:

Teor 3. G(t,s) es la solucién para tE(a,b) fijo del problema:

{ [p(s)y'] +9g(s)y = d(s-t)
ay(a)+a'y'(a)=0,py(b)+p'y " (b)=0

[La prueba es trivial: fé G(s,u) d(u-t) ds =G(s,t) =G(t,s) ].

Podemos hallar la G del (P;) siguiendo este camino mas largo [pero
que es el que se generaliza a las EDPs; ademéds da una forma de hallar la G en

problemas autoadjuntos para los que no es valida la férmula del teorema 1]:
citcys, y(0)=c1=0 —y=cys, s<t y(tT)=cyt=k,[t-1]=y(t") cy=t-1
G(s) = kq1+kys, v(1)=k+k,=0 = y=k,[s-1] ,s=2t | y'(t)-y' (t7)=k,—c,=1 kp=t
Por Laplace: si L[G(s)]=H(p) y G'(0)=a, p’H-a=e P - G(s)=as+u,(s)(s-t)

t-1) , Ossst
— G(1)=a+l-t=0 — G(s)=(t—1)s+ut(s)(s—t)={ L

41



[La £ y la p que aparecen en los teoremas 1 y 2 son las de la ecuacién
escrita en la forma [py‘]2+gy==f, que se suele denominar 'forma auto-ajunta'
o 'forma Sturm-Liouville'; en la mayoria de los problemas que apareceréan al
estudiar EDPs por el método de separacidén de variables del préximo capitulo
la p (y €l peso r) serd 1 (como en el ejemplo anterior), pero no olvidemos

que en ocasiones deberemos reescribir la ecuacién].

Sea ahora el problema con condiciones de contorno no homogéneas:

(b | [P(E)Y' ] +g(t)y = £(t)
BT | ay(a)+a'y ' (a)=A,py(b)+p'y ' (b)=B

y llamemos (P,) al homogéneo obtenido haciendo f(t)=0, A=0 y B=0.
Hallando una funcidén v que satisfaga sus condiciones de contorno
este (P,p) se puede reducir a otro con las condiciones homogéneas:
haciendo w=y-v se obtiene (gracias a la linealidad de la ecuacién
y de las condiciones de contorno) el problema:

(P.) { [p(t)w' ] +g(t)w = £ (t)-[p(t)v'] -g(t)v
v aw(a)+ta'w' (a)=0,pw(b)+p'w' (b)=0

que es del tipo (P,,) ya analizado. Deducimos, por ejemplo, que:

(Pag) tiene solucidn Gnica < (P,) tiene sdélo la solucidn y=0

[y si (Py) tiene infinitas soluciones, (Ppp) puede tener infinitas o ninguna]

Ejemplo 2. | (Pa) | y'(1)+ay(1)=0,y(2)=1

Discutamos, segin los valores de a, cuéntas soluciones tiene.

[Aunque la ecuacidén sea homogénea, la presencia de la condicién de contorno
no homogénea hace que (P,) tenga las tipicas propiedades de un no homogéneo].
Comenzamos analizando cuantas soluciones tiene el homogéneo:
P y' (1)+ay(l)=2c,+ac+ac,=0 [2-3a]cy=0 y=0 si a=2/3
y=c;tc,,t® — 2)=c1+4c-=0 d =_4 2 .

y(2)=cj+4cy= C1=-4cCy y={t“-4} si a=2/3
Por tanto, si a=2/3 el problema (P,) tiene solucién dnica.
Para ver lo que sucede si a=2/3 lo més corto es verlo directamente:

v (1)+ 2y(1) = 2 [cy+4c,1=0 :
3 3 — no existe solucidn

y(2)=cqtdc,=1
También podriamos convertirlo en un (P,,) y aplicar el teorema 1:
Buscamos una v de la forma v=Mt+N que satisfaga las condiciones:
tw'"-w'=-2

VW1)+§\M1)=‘%[5M+2N]=O 5
w'(l)+3w(l)=w(2)=0

— v=54t,w=u;v—+(Pw){
v(2) =2M+N=1

iy s . 2 w'q! 2
Escribimos la ecuacién en la forma [;?] =-

L2 Y usamos el teorema 1:

ji[—i%]ﬁ9—4]dt=():: (P,) [y por tanto (P,;3)] no tiene solucidn.
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Para acabar consideremos el problema de S-L no homogéneo:

(Px){[pYW'—qy+kry=f(t)
ay(a)+a'y'(a)=0,By(b)+p'y " (b)=0
y sea (Pg) el homogéno asociado (f=0). Para cada valor de A tenemos
un problema de los ya vistos (con g=-g+Ar ). Se tiene por tanto:

(P;) tiene solucidén tGnica [calculable a partir de la funcién
de Green G,(t,s) ] « A no es autovalor de (P).
Si A=A, autovalor con autofuncién {y,}, (P;) no tiene solucién

o tiene infinitas dependiendo de que ﬁ:fyndt sea =0 6 =0.

Ejemplo 3. ¢Cuédntas soluciones tiene?

"+Ay=t
(P3){ Y _?. _
y(0)=y ' (1)-y(1)=0

Hallemos los autovalores y autofunciones del homogéneo.

Como pBR'<0 podrian aparecer autovalores negativos. iﬂ
cy=-C; A

c,(pleP+e™P1-[eP-e7P])=0 }

A<0: y=c,ePt+c,e”Pt -

como no existe p>0 con p=thp [(thp)'(0)=1]— y=0.

Cl=0 s 2
A=0: y=c;+tc,t — cqte,=c, }-» ho=0 autovalor con autofuncién y,={t}.
1 1
C1=0 :
A>0: y=cicoSWEHC,Senwt — . (ceny_weosw)=0 :
1

— existen infintos w, con w,=tanw, —
2

A,=w,“ con autofunciones y,={sen(vVr, t)} . ,f

Por tanto (la ecuacidén estd escrita ya en
forma autoadjunta):

tanw

Si A=A, hay solucidén tGnica de (Pj3).

Si A=0, como fgttdt¢0 ; (P3) no tiene solucién.

Si K=Kn,n=L2pn,jﬁtsenmgtdt=£fbenmfw%cmn%]=0-e infinitas soluciones.
n

[podiamos ahorrarnos el calculo de la integral pues y; e y, son ortogonales]

43



8. Separacion de variables

Este capitulo estéd dedicado a uno de los mas viejos métodos de
resolucién de EDPs (método de separacién de variables) que nos va
a permitir encontrar la solucidén (en forma de serie de Fourier) de
gran parte de los problemas clasicos planteados en el capitulo 5.
Resolveremos la ecuacidén del calor con diferentes condiciones de
contorno, la de la cuerda acotada (vista en 6.1), la de Laplace en
un recténgulo y en un circulo,... Ello sera posible porque las
ecuaciones y los dominios que consideraremos son simples, pero hay
muchos problemas no resolubles por este método.

En la seccién 8.1 resolveremos diferentes problemas para EDPs
homogéneas en dos variables. Las condiciones adicionales seréan
todas homogéneas menos una (necesariamente serdn homogéneas las de
contorno, si no haremos un cambio de variable). Basicamente esta
serd la técnica utilizada: buscaremos soluciones de la ecuacidn
que sean productos de funciones de cada variable [por ejemplo,
u(x,y)=X(x)¥(y)] ¥y que cumplan todas las condiciones homogéneas;
obtendremos asi infinitas soluciones de ese tipo resolviendo un
problema de Sturm-Liouville y otra EDO; construiremos una serie a
partir de ellas [ u(x,¥) = Y cpnXn(X)Y¥n(y) 1, cuyos coeficientes cp
arbitrarios se determinaran imponiendo la condicidén no homogénea
ain no utilizada (bastaré& para ello desarrollar una funcién dada
en serie de autofunciones del problema de Sturm-Liouville citado).
La presencia de series en el proceso anterior exigiria justificar
todas las cuestiones relativas a su convergencia, pero nosotros no
entraremos en ello.

En la seccién 8.2 atacaremos los problemas no homogéneos
buscando también una serie solucion. Probaremos en la ecuacidén una
serie cuyos términos serdn productos de las autofunciones del
problema homogéneo por funciones a determinar de la otra variable.
Resolviendo la familia infinita resultante de EDOs lineales no
homogéneas con las condiciones que se deducen de las condiciones
adicionales (iniciales o de contorno segin los casos), se obtendra
la solucién (formal) del problema.

En 8.3 extenderemos el método de separacién de variables a
algunos problemas para ecuaciones en tres variables. La técnica
serd practicamente la misma una vez definidas las series de
Fourier dobles. Veremos ejemplos en que aparecen de forma natural
los polinomios de Legendre y las funciones de Bessel.
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8.1. Separacion de variables para los problemas clasicos.

Consideremos primero varios problemas para la ecuacién del calor.

ue-ku,=0, xE(0,L),t>0 [1]
Sea [P1] 1 u(x,0)=£f(x) [2]
u(0,t)=u(L,t)=0 [31]
Busquemos soluciones de la forma u(x,t)=X(x)T(t) . Debe ser
XT'-kX"T=0 , es decir, X"/X=T'/(kT). Como el primer miembro es

funcidén s6élo de x vy el segundo lo es sélo de t ambos deben ser
iguales a una constante:

X"+AX=0 [4]

Asi obtenemos una EDO para X(x) y otra para T(t): { T'+AKT=0 [5]

El producto de una solucidén de [4] por una de [5] es entonces una

solucidén de [1], cualquiera que sea A. Sin embargo, nos interesan

s6lo las soluciones que satisfacen las condiciones de contorno:
u(0,t)=X(0)T(t)=0 = X(0)=0 (si fuese T(t)=0 tendriamos u=0 y no se
cumpliria la condicidén inicial). Andlogamente, debe ser X(L)=0.

Nos interesan, pues, las soluciones (no triviales) del problema:

X"+AX=0 n2n? nmx
— = n=1,2,.. X,=1sen .~ }.
{X(O)=X(L)=O noog2 r ¥n={ L
Llevando estos valores de A a la ecuacidén [5] obtenemos:
\ kn2n? ~kn2n2t /1.2
T'=-", T — Tp={e™™7 }.

Hemos deducido hasta ahora que para cada n las funciones

en2n24 /72
= {e knm t/L sen% }, n=1,2,.

un(x,t)
son soluciones de [1l] que satisfacen también las condiciones de
contorno [3]. Sabemos que una combinacion lineal finita de estas

u, tambien cumple [1] y [3]. Pero consideremos la serie infinita:

& ® 2:24 /1.2
u(x,t) = 3 cpup(x,t) = 3 ¢ e XRT/LY gonltx [6]
n=1 n=1 L
y supongamos que converge y que satisface tambien [1] y [3]. Si
queremos que ademds se cumpla la condicidén inicial [2] debe ser:
- nmx _ _2 nmx _
nzlcn sen—_ = = f(x) = Cch = Lf; f (x) sen L 9, n=1,2,. [7]

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos de f
(si es que f admite desarrollo de Fourier).
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Este método de separacidén de variables nos proporciona una posible
solucién de [P;]: la serie [6] con coeficientes dados por [7].
Pero esta solucidén es s6lo formal mientras no se compruebe que la
convergencia de la serie es suficientemente buena para asegurar
que realmente cumple la ecuacidén y todas las demés condiciones (en
principio una suma infinita de funciones derivables podria ser no
derivable). Si f(x) es c! a trozos, se puede probar que la serie
converge en [0,L]x(0,%) hacia una funcidén continua y que u, y U, se
pueden calcular derivando término a término (y asi se satisface la
ecuacidén). Para x=0 y x=L estd claro que la u se anula. Y la
condicidén inicial se satisface en el siguiente sentido: la u(x,t)
definida por la serie para t>0 y por u(x,0)=f(x) es una funcién
continua salvo en los puntos de t=0 en que la f es discontinua.

[Observemos que aunque f sea discontinua, la solucidén es continua para

valores de t>0 arbitrariamente pequenos: a diferencia de lo que ocurria en la

ecuacibén de ondas, las discontinuidades desaparecen aqui instanténeamente].

Observemos también que como cada u,—0 cuando t—» (y es buena la
convergencia), se tiene que u(x,t)—0 cuando t—» para todo x&[0,L]
(la barra tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar).

Supongamos ahora que las condiciones [3] se sustituyen por:

u(0,t)=7; , u(L,t)=T, , T{ y T, constantes

Comenzaremos haciendo las condiciones de contorno homogéneas. Una
v que las satisface es:

X
v(x) =T+ [Tp-T; 17
Haciendo w=u-v , nuestro problema se convierte en:

we-kw,,=0, x€(0,L),t>0
w(x,0)=£f(x)-v(xX)
w(0,t)=w(L,t)=0

. —kn252t /1,2 n
y, por tanto: knnft/Le DX

[oe]
X
u(x,t)=T1+[T2—T1]£'+ }%cn e
n:

con =2 X nax -

cn—-th [f(x)-—Tl—[Tz-Tl]L ]sen L &, n=1,2,.
Esta v(x) tiene un significado fisico claro: como w—0 para t—x,
v(x) es la distribucidén estacionaria de temperaturas hacia la que
tienden las temperaturas en la varilla, independientemente de las
condiciones iniciales.

[S1 T; y T, fuesen funciones de t, la v(x,t) definida como arriba seguiria
cumpliendo las condiciones de contorno, pero la ecuacidén para la w seria no
homogénea y para resolver el problema resultante hay que esperar a la préxima
seccidon; dicha v, dependiente de t, pierde ademas su significado fisico].
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Ug-u,,=0, x&(0,1),t>0 u(x,0)
Ejemplo 1. u(x,0)=1

distr.

_
u(0,t)=1,u(l,t)=0 Feﬁao
© . ..n+l 2.2
Operando se llega a: u(x,t)=1-x+ i » Ljfggie_njtt sen(nmx)

y la distribucién estacionaria hacia la que tiende es v(x)=1-x.

[No nos importa que para t=0 sea incoherente el dato inicial con el
de contorno en x=1; la solucidén serd una funcidén continua para t>0].

Resolvemos ahora el problema de la varilla con extremos aislados:

ui-ku,,=0, x€(0,L),t>0
[P2] 1 u(x,0)=£(x)
u,(0,t)=u,(L,t)=0

Separando variables (es la misma ecuacidén) aparecen las EDOs de
antes. Pero ahora cambian las condiciones de contorno de la X:

X"+AX=0 n?n? N
{ X' (0)=X"'(L)=0 — n= 2 n=0,1,2,. , Xn=:{cos—£§ [X,={1}].

2,24 /12
Para estos valores de A se tienen las T,={e k"™ t/I% [To={1}].

Asi pues, probamos la serie:

c * Cen2m2 2
u(x,t) = ?f + S ¢, € kn‘not/L cosgg§
n=1

Si queremos que se satisfaga la condicién inicial:

oo

u(x,0) = cz—o + Elcn cos% = £(x)
n=

con lo que los c, desconocidos son los coeficientes de la serie de
Fourier en cosenos de f:

2 nnx
ch = Ef(; f(x) cos— = d& , n=0,1,2,..

Observemos que de nuevo la solucién se puede interpretar como la
suma de una distribucién de temperaturas estacionaria [c,/2] y una
distribucidén transitoria que tiende a 0 cuando t—. Era esperable
que toda la varilla (aislada) tendiese a la misma temperatura y
que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

c 1
5 = Eﬁ;f(x)dx

[Si las condiciones de contorno hubiesen sido uy(0,t)=Fg, uy(L,t)=Fy
(flujo constante dado en los extremos), no se puede encontrar una Vv(X)
que sea una recta (en general) y la ecuacidén en w resulta no homogénea].
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En el tercer problema para la ecuacidén del calor que tratamos la
condicién de x=0 representa la radiacién libre hacia un medio a 0
grados (el flujo de calor es proporcional a la temperatura en x=0;
si es positiva el calor sale y entra si es negativa). En x=1
fijamos el flujo de calor que entra en la varilla (al ser u,>0 las
temperaturas crecen cerca de x=1 y el flujo es hacia la izquierda)

ug-ku,,=0, x=(0,1),t>0

u(x,0)=£(x)
[Ps] ux(0,t)-au(0,t)=0, a>0
ux(1l,t)=1

Vimos en el capitulo 5 que tiene solucidén tGnica. Para resolverlo
lo primero, como siempre, es conseguir condiciones de contorno que
sean homogéneas. Tanteando se ve que v=x+l/a las satisface.

wi—-kw,,.=0
w=u-v — w(x,0)=f(x)—x—i
wx(0,t)-aw(0,t)=wx(1l,t)=0
Separando variables se llega a T'+AkT=0 y al problema de contorno:

{ X"+AX =0

. , que no tiene autovalores =0. Para A>0:
X'(0)-ax(0)=X"'(1)=0

1 a
X =c;coswxtcysenwx, w=Vir — X'(0)-aX(0)=cyw-ac;=0 — c,=_c;

— X'(1l)=c (écosw—senw)=0 — tanw=>
1 w w

Esta ecuacion transcendente no se puede resolver
pero estd claro que hay infinitos autovalores A, 0
positivos (que se pueden aproximar numéricamente) .

. — a
Las autofunciones son X, ={cosVi,x+ __senVi, X}.

Vin

Yendo a la ecuacién en T: Tn={e'7‘nkt} — w=che'7‘nktXn(x)
Imponiendo el dato inicial se determinan los cj:
1
~ jt[f(x)—x—;]xn(x)dx
2
ji[xn(x)] dx

Si es calculable la distribucién estacionaria hacia

Cn [serian aproximados al serlo los Aj]

la que tienden las temperaturas en la varilla: X+%
u(x,t) = w(x,t)+x+i — x+i cuando t—® A
crece
[la temperatura final de la varilla es 1
menor cuanto mayor sea el a, es decir,
cuanto mas fuertemente irradie su extremo] 0 1
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Resolvamos el problema para la cuerda vibrante con extremos
fijos (ya resuelto en 6.1 extendiendo y aplicando D'Alembert):

utt—czuxx=0, xe[0,L],tER
[P4] u(x,0)=f(x) r ut(XIO)=g(X)
u(0,t)=u(L,t)=0

t)=X(x)T(t LTy XTax=0
= —_ = — = - —_
Las condiciones de contorno imponen X(0)=X(L)=0 y por tanto:
n2g2
An="12 {sen £}, n=1,2,. .

Las soluciones correspondientes para T son combinaciones lineales
de sen(nmct/L) y cos(nnct/L). Asi, funciones de la forma:

nrct nnct
+ ¢, sen

u,(x,t)=[k,cos ] se n L =12,

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno. Probamos, pues:

9]
u(x,t) = Y [ky cosmLct + cpsen——
n=1

nnct nnx

] sen L

donde k, y c, son constantes que deberemos escoger de modo que se
satisfagan las condiciones iniciales:

u(x,0) = > knsen% = f(x) — k, = %f; f(x) sennzix dx, n=1,2,..

n=1

y suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

nw

ui(x,0) = ngl Tcnseni g(x) = | cp = nncf g(x) senf dx , n=1,2,.

pues (nnc/L)c, son los coeficientes del desarrollo de g en senos.

Tenemos pues una solucidén, formal en principio, aunque se puede comprobar
que de hecho las series convergen y satisfacen realmente la ecuacidén si f y g
cumplen las condiciones vistas en 6.1, es decir, si sus extensiones impares
respecto a 0 y L son C2 y Cl, respectivamente (si £ o g no son tan regulares
pero podemos calcular la serie solucidén, esta representara una solucidn
generalizada o débil de las que hablamos en aquella seccidn).

Para una serie de cuestiones (cédlculos de valores concretos, dibujos,..) es
preferible usar la férmula de D'Alembert, pero otras propiedades de la
solucidén se ven mejor a partir de la serie. Por ejemplo, como cada sumando es
una funcién periddica en t de periodo 2L/c, tambien tiene este periodo la u.
Observemos ademas que la solucidn aparece como una combinacidén infinita de
'modos naturales de vibracién' [sen(nnx/L)] cada uno de los cuales vibra con
una frecuencia nmc/L (las 'frecuencias naturales' de la cuerda). En términos
aclsticos u; nos da el tono fundamental (su frecuencia es mc/L) y los deméas
son los arménicos (vibraciones de frecuencia miltiplo de la anterior).

49



Utilicemos, por Gltimo, el método de separacidén de variables en
el estudio de diversos problemas relativos a la ecuacidén de
Laplace en recintos especialmente simples, comenzando por el
problema de Dirichlet en un recténgulo, es decir:

Au=0 en (0,a)x(0,b) bjpe= E
[P5] u(x,0)==£,(x) , u(x,b)=£f,(x)
u(0,y)=95(yY) r u(a,y)=9a(y)

Sabemos que basta resolver los 4 subproblemas que se obtienen al
hacer 3 condiciones de contorno igual a 0. Resolvamos, por ejemplo:

Au=0 en (0,a)x(0,b) u(x,t)=X(x)Y(y) —
u(x,0)=£,(x) S S X"+AX=0
u(x,b)=u(0,y)=u(a,y)=0 XY Y"-AY=0

De (0,y)=u(a,y)=0 se obtiene X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de
contorno para la X tiene solucidén no trivial para
252

n nmnx
n="2 0 Xn(x)={sen™™ }, n-1,2,. .
Para esos valores de A es‘Lﬁy)=clemW/a+cze—mﬁﬂa . La condicién de

contorno homogénea que nos falta u(x,b)=0 impone que Y(b)=0. Luego
nos interesan las Y, que la cumple que se pueden escribir:

Ya(y) = {sh™ Y1 }

0]
Probamos: D cnshﬁﬂ[z-y] sennzx

n=1

u(x,y) =

Para satisfacer la condicidén de contorno no homogénea que falta:

e}
_ nnb nnx _ nnb _ 2 fa nmxx
u(x,0) = ngl cnshia sen” = = o(X) — cnshia =2 Jo fo(X) sen™ “ dx

Y andlogamente se resolverian los otros 3 subproblemas de [Ps].

En dos de ellos la Y proporciona las autofunciones y en el otro las vuelve a
dar la X (sus papeles son intercambiables). En calor y ondas el problema de
contorno siempre era el de la X (las T tenian condiciones inciales). Para
Laplace en polares (los siguientes ejemplos), aunque tanto la R como la ©
tendran condiciones de contorno, la EDO de la ©® serd mas sencilla y la
elegiremos siempre para obtener las autofunciones.

Para resolver problemas en circulos nos interesa expresar el
Laplaciano en polares ( x=rcos0, y=rsen6 ). Como,
senZo
rseno

uy=uycosb+uysend ; urr=uxxcos26+2uxysenecose+uyy

Ugg = Uy r2sen?f - 2u,,r2sencos 6 +uy, r?cos?f - u, rcos 6 - u,

deducimos que: 1

1
Au=u,,.+ = u,.+ S5 u
rr’ oy tr’ L2 00
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Resolvamos el problema de Dirichlet en un circulo:

Au=0 en r<R
[Ps] { u(R,0)=£(0) , 6€[0,2m

£(0)

u(r,0)=R(r)O©(0) - =~ = r’R"+rR'-AR=0

r2R" +rR' o" { O"+A0=0
- = 7\’ —
R (S

Parece que no hay condiciones para la ©, pero estad claro que la
solucidén u(r,0) debe ser 2m—periddica en 6, o lo que es lo mismo,
debe ser O(0)=0(2w),0'(0)=0"'(2n) . Este problema de Sturm-Liouville
periédico tiene los siguientes autovalores y autofunciones:

2

Ap=n°, n=0,1,2,.. , ©y(0)={1}, ©,(0)={cosnd,sennd} .

Las soluciones correspondientes de R son (ecuacién de Euler):

n

Ro(r) =c;+c,lnr y Ry(r)=c;rP+c,r " si n=21 .

Parece l6gico imponer por consideraciones fisicas que la solucién
debe permanecer acotada cuando r—0 (y matemadticamente la solucidn
también debe estarlo si debe ser derivable), asi que debe ser c,=0
en ambos casos. Por tanto, probamos soluciones de la forma:

a [ee]
o+ Elrn[ancosn6+bnsenne]
n=

u(r,0) =

Debe ser

a oo
u(R,0) = > + Ean[ancosne+bnsenne]=f(m , 6€[0,2m)
n=

y por tanto:

1 T 1 T
a, = ﬁfo f(6)cosné &, n=0,1,.. , b, = ﬁfo f (6) sennb &, n=1,2,..

Sustituyendo estos coeficientes en la serie y operando formalmente:
1 7 X ¢n
u(r,0) = ﬂfo [ 1+2 215 cos n(6-¢) ] £(¢) do
n=
Operando también se puede demostrar la identidad:

* .n
[R®*+r®-2Rrcos 0] [1+2 3 % cos no ] =R%-r?
n=1

con lo que la solucidén de [Pg] se puede expresar:

_ gfjén RZ2-r2 férmula integral
u(r,0) = 5. Jo R2-2Rrcos (0-¢) + 12 £(o) & de Poisson

JT
Haciendo r=0 deducimos que u(0,6) =217n120 f(¢)dp : si Au=0, el valor de u

en el centro de un circulo es el valor medio de u sobre la frontera.

Como en los otros casos habria que probar que las u obtenidas para
[Ps] ¥ [Pg] son realmente soluciones. Para [Pg;] se demuestra que si
f es continua a trozos, la u satisface Au=0 en r<R y que alcanza
el valor de contorno con continuidad en todos 6 en que f es
continua (y que sigue habiendo unicidad) [andlogo para [Ps]].
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Resolvamos ahora el problema de Neumann en un circulo:

Au=0 en r<R
[P7] { u, (R,0)=£(0) , 60,27

La solucién que probamos es como antes:

[ee}
u(r,0) = 70 2 " la,cosné+b,sennd ]

pero ahora es diferente la condicién de contorno que falta:

ur(R,6) = 3 nR" ! [a,cosno+b,sennd ] =£(6), 6€[0,2m)
n=1
Asi que:

ap = fz f(®)cosnedd , b, = fz f(6)sennd &b, n=1,2,..

nan 1 nan 1

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos
y cosenos de f(0); es decir, una condicidédn necesaria para que el
problema se pueda resolver por este método es que se cumpla:

T
f(6)av= fi 1 ist .3: debi fds= Fdxdy =
fzo (0) 0 [confirma lo visto en 5.3 ebia ser fan S ID xdy =0 ]

Ademads, a, queda indeterminado [ya sabiamos desde 5.3 que un problema de

Neumann tenia unicidad salvo constante].

Ejemplo 2. No es necesario calcular integrales:

{Au=0 en r<l

ur(l,e)=sen3e

i 3senf sen36
ur(1,6)=En[ancosne+bnsenne]=sen36= 1~ 2

n=1

Por tanto, b;=3/4 , b3=-1/12 y los deméds coeficientes son cero.

. 2 1 .
La solucidén es: u(r,0)= C+%rsene §r3sen38 , con C cualquiera.

Resolvemos para acabar un problema con condiciones mixtas:

Au=0, r<1, 6(0/2)
[Pgl | ur(1,0) =£(0)
ug(r,0)=u(r,n/2)=0

. 0"+A0=0,0'(0)=0(n/2)=0
r’R"+rR'-AR=0, R acotada en r=0

Los autovalores y autofunciones son (citados en la pagina 37):
Ap=(2n-1)% , ©,(0) ={cos (2n-1)6} , n=1,2,.. .

Resolviendo la ecuacidén en R y utilizando la acotacién:

u(r,0) = E Cn r?* 1 cos (2n-1)06 — § (2n-1)cjcos (2n-1)6 = £(6)

n=1

4 /2 o
— Cph = mﬁ f (6)cos(2n-1)6 & , n=1,2,.. (solucidén Gnica)
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8.2. Problemas no homogéneos

Ejemplo 1. (x,0)=£(x)

u(0,t)=u(n,t)=0

ue-ku, =F(x,t), XE(0,m),t>0
[P;]

(tomamos L=n para abreviar las expresiones, pero no se pierde
generalidad pues un sencillo cambio de variable lleva [0,L] a [O,%]).

Aunque no es necesario, descomponemos [P;] en dos subproblemas [P]
Y [Pr]l, el primero con F=0 (ya resuelto) y el otro con £f=0:

u(x,0)=0
u(0,t)=u(m,t)=0

ug-ku,,=F(x,t), x€(0,m),t>0
[Pr] {

Las autofunciones del [P,] eran {sennx},n=1,2,.. Probamos en [P;] la
siguiente serie que ya satisface las condiciones de contorno:

up(xX,t) = 21 T,(t) sennx
n:

con las T,(t) funciones a determinar (si Tn=cne‘Mﬂt, funciones que
nos aparecieron resolviendo [P,], la u satisfaria la ecuacidén con
F=0; debemos darle mas libertad a las T, para conseguir una Fi0).
Suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

§ [T.(t)+kn?T (t)]sennx = F(x,t) = § B,(t) sennx
n=1

n=1

con | By(t)= %f; F(x,t) sennxdx | (desarrollo de F en senos para t fijo)

Entonces para cada n debe ser: T$+kn2Tn=Bn.
Y del dato incial: ug(x,0) = ¥ T,(0) sennx =0 deducimos T,(0)=0.

n=1
Resolviendo la ecuacién ordinaria con el dato inicial (utilizando
la férmula de variacidén de las constantes; para una F concreta a
lo mejor hay métodos mas rapidos) hallamos la T, y por tanto:

ot 2
up(x,t) = 21 [jz e kn’[t-S1 B (5)as | sennx

n=

Esta serie es una solucidén formal de [P;] (como siempre faltaria
comprobar que es solucién de verdad). La solucidén u de [P;] sera la
suma de up y la solucidén de [P,] obtenida en la seccién anterior.

[Si las condiciones de contorno hubiesen sido u,(0,t)=uy(w,t)=0 la
up seria la construida con las autofunciones correspondientes:

up(x,t) = To(t) + 21 To(t) cosnx ]
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Ejemplo 2. [P, ] utt—czuxx=x, xe&[0,m] , tER
2 u(x,0)=u(x,0)=u(0,t)=u(w,t)=0

Las autofunciones del homogéneo (lo vimos en 8.1) son las de [P,]:

[e¢]
u(x,t) = Y Ty(t) sennx (ya se anula en x=0 y x=m). Entonces:
n=1
n+l n+l
Tﬁ+c%¥1}= %ngsennxdx= gt%%——f—é Tn=clcosnct+czsennct+-g%gf?—

Imponiendo T, (0)=T,(0)=0 (pues u(x,0)=uy(x,0)=0) deducimos que:

[_1]n+1

3 [l1-cosnct] sennx
n

M 8

2
u(x/t) = 5

n=1

Au=F(x,y) en (0,m)X(0,m)

Ejemplo 3. [P ]{
3] uy(x,0)=uy(x,7m)=uy (0,y) =uy(7,y)=0

Separando variables en la ecuacién homogénea se llega, como vimos,
a las ecuaciones X"+AX=0, Y"-AY=0 . Las condiciones de contorno
nos dan X'(0)=X'(m)=0, Y'(0)=Y'(®r)=0 . Para este problema tenemos
dos familias de autofunciones {cosnx} 6 {cosny}, n=0,1,.. y podemos
elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

[ee]

U(x,Y) = X(x) + 3 Xn(x) cosny | —

9] [09)
Xo+ 3 [X'-n®X_]cosny =%B0(x)+ S Bu(x) cosny , B,(x)= %sz(x,y) cos ny dy
n=1 n=1

Debemos resolver las infinitas ecuaciones ordinarias:
" 1 1 " 2 1 [
X0=5B0= Eﬂ;F(XIY) dy ; X,-n"X;=B,,n=1 ; con X;(0)=X,(w)=0

Las X, con n=l1 quedan determinadas de forma unica (el problema
homogéneo tiene sélo la solucidn trivial). Pero Xy=0, X,(0)=X,(w)=0
tiene soluciones no triviales ({l1}), con lo que segin 7.4 para que
haya solucidn para X, es necesario que sea‘ﬁ]"Bodex=O. Es decir,

[P3] tiene solucidn sdélo si JZﬁ:Fpgy)dxdy=0

(y en ese caso tiene infinitas que difieren en una constante;
esto es coherente con lo que sabiamos sobre Neumann desde 5.3)

Calculemos la solucidén en el caso particular en que | F(x,y)=x-a |.

El problema s6lo tiene solucién si [[F=0, es decir, si a=m/2.
Entonces nos queda X,=x-n/2 (la F ya estd desarrollada en {cosny}
y por la misma razén los B,, y por tanto los X,, son nulos si n=z1l).

Integrando e imponiendo X,(0)=X,(mt)=0 obtenemos IHX,Y)=%X3—%X2+C

[Probando X Y cosnx hubiésemos tenido que desarrollar en serie]
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jemplo 4. Au=4 en r<l £
Ejemplo 4 [Py] { u(l,0)=cos 26 %F

Podriamos descomponerlo en dos subproblemas (el de Au=0 lo vimos
en 8.1), pero lo resolvemos directamente. Las autofunciones del
problema homogéneo nos llevan a probar la serie:

u(r,0) =ap(xr) + i [a,(r) cosnb+Db,(r) sennsb ] —

© 2 2
ag+-ag+ 5, ([a5+] a)- 2 an]cosne+ [by +_ by~ 3 by]senno) =4
Z

que, por suerte, ya estd desarrollada en senos y cosenos.
Habra, pues, que resolver las ecuaciones de Euler:

\S]

2
ag+t1ap=4 , aitrar- 5 =0, b+ bi- " b=0
La condicidn u(l,6)=cos 26 impone que b,(1)=0 Vn; a,(1l)=1; a,(1)=0,n=2.
La acotacidén cuando r—0 seréa la segunda condicidén necesaria para
determinar la solucién de cada EDO de segundo orden. La de a
sabemos que tiene una qm=Ar2(—aA=l). Su solucibén general sera:
ag=c;+c,Inr+r? 2029 o =0 2070 o =3

Para ay: -2 acotada c.=0 as(l)=1
)=

- 2
a,=c;re+c,r = = =1

Sin resolver mas ecuaciones podemos asegurar que las demas a, y
las b, son cero (cero es solucidén y, por unicidad, no hay mas).

Por tanto, la solucidén es:

u(r,0) =r’-1+r%cos 20

Como vimos en la seccidén 6.1, en ocasiones un cambio de variable
adecuado nos simplifica un problema. Por ejemplo, en nuestro caso
podiamos haber buscado una solucidén particular v de la ecuacidén no
homogénea que no dependiera de 6 resolviendo v"+v/r=4. La més

sencilla de sus soluciones es v=r’. Hacer w=u-v nos lleva a:

Aw=0 en r<l
{ w(l,0)=cos 26-1

De la serie obtenida en 8.1 obtenemos, sin mas que identificar
coeficientes, que la solucidén de este problema es:

2

w(r,0) =r°cos20-1

lo que nos lleva de forma mucho mads rapida a la solucidén de antes.
Para todos los ejemplos que hemos visto hasta ahora en esta
seccién habiamos resuelto previamente el problema homogéneo. Si

nos enfrentdsemos a un problema nuevo, deberiamos comenzar con el
cdlculo de las autofunciones del homogéneo, como en el siguiente:
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Ejemplo 5.

Au=0 , 1<r<2,0<0<m
-

0
u(l,0)=u(2,0)=u(r,0)=0 w%
U (r,m) =2 [0

0

Aparentemente se trata de un problema homogéneo, pero ya dijimos
que las condiciones de contorno para Laplace en polares que deben
ser homogéneas son las de la 6. Necesitamos una v que las cumpla.
Claramente v=r?¢ lo hace. Haciendo w=u-v se obtiene:
Aw=-40 , 1<r<2, 0<6<m
{ w(l,0)=-6,w(2,0)=-46
w(r,0)=wy(r,m)=0

Conocemos la ecuacidén en O que sale al separar variables en Aw=0.
Junto a las condiciones de contorno nos dara las autofunciones:

0"+10=0 Lo lzm-1? o (0) = {sen 207110} .,
©(0)=0"(r)=0 n 4 ' °n 2 ' 2,
Probamos entonces la serie: | w(r,0) = E Rn(r)sen[znzl]e _

0] 0]
D [R, +% R, - 2n- Rn]senI—LG;l 8 _ -40 =4 Y anenI—LG;l 0

_ 2 [2&4]9 _ 2[-1]"
f! do m[n-1/2]2

De los datos no homogéneos deducimos las condiciones para las R;:
E R (1) ©,(0) = E B,O,(0) 2 R,(2) ©,(0) = E 4B, 0O, (0)
n=1 n=1 n=1 n=1

Resolvemos pues: r’R] +rR; - [n-,]1°R, =4B,r’ con Ry(1)=B,, R (2)=4B,.

4B
—n2 oo __ 4Bn — ~ D-1/2 -(n-1/2) 5.2
Rnp Ar® [A=2 no autovalor] — A 4-(n-1/2)2 — R, =cir +c,r +Ar
c.contorno [232_17 [Bp-A] _ 2972943 [By-a) 1
— Cci = ,24_1 r C= ,24_q llamando g=n-,

Simplificando un poco:

Ry(r)= —, 21=LL

nq?[q?-4112%9-1]

(1292112 r9+ 2929 41> r™9-4[2%1) r?)

La solucién final es u=r%0+w donde la w es la serie de arriba con
sus coeficientes dados por la Gltima expresiodn.
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8.3. Algunos problemas en tres variables

Comenzamos estudiando las series de Fourier dobles, de teoria
semejante a las de una variable. Sean X, (X), x%<[a,b] e Y, (y), yE[c,d]
las autofunciones de dos problemas de Sturm-Liouville con pesos
respectivos r(x) y s(y), y sea f(x,y)ECl([a,b]X[c,d]). Entonces, para
cada (xX,V)E(a,b)X(c,d) se puede escribir f como la serie:

1 1
f(x,y) = E 2 CmmXn¥, con cp,= Ry X)) (Yp,Yg) J:fcj f(x,y) X Y, rsdydx

m=1 n=1

[ (u,v) designa, desde luego, _]Zuvrdx 6 jguvsdy]

.. <f(XIY)rYn>
pues para X fijo se puede poner f(x,y)= ) C,(X)Y,, Cn(x)=7<Y vy
n=1 n’-n

(Gn(%) /Xp)

y con Cn(x)=21 CrnXm r Cmn = (X, %) S tiene la expresidn de arriba.
m:

En particular, se tienen los desarrollos en series trigonométricas:

9] 9] 4

£Exy) =3 3 bm SenTsenTX con bp,= Eﬁ:ﬂ; f(x,y) sen%senn%ydydx
m=1 n=1

nny

1 nwy
f(x,y)= 2307t E Ao cos ™ 41 2 agpcos - + 21 21%0037cos L
m=1 n=

con a,,= MLJMJL f(x,y)c087C087dydx

[o los desarrollos parecidos en Esencos 6 Ecos sen ]

Por ejemplo, desarrollemos f(x,y)=xcosy en [0,n]X[0,n] de dos formas:

o 9] [ele]
4
xcosy=Y Y b, senmxsenny con bmn:ﬁf;f;Xcosysenmxsennydydx R

m=1 n=1

16 g ¢ [0

xcosy= "% 3 5 senmx sen 2ny

T m=1 n=1 m[4n<-1]

4 0 si n=1
2([-11™-1)/(7mm?) si n=1,m>0

o

Xcosy= gcosy— ﬁmg m cos [2m-1]XcosSy (ya estaba desarrollado en y)
[la igualdad entre f y su serie se da en los puntos de continuidad de la

f extendida, de forma impar en el primer caso y par en el segundo, en

cada variable hasta [-n,nt] y luego de forma 2mn-peridédica; asi, la serie

en senos converge hacia xcosy en el lado x=0 del cuadrado [0,mx]X[0,x],

pero no lo hace en los otros lados; la serie en cosenos, en cambio,

converge (uniformemente) en todo el cuadrado, incluido el borde].
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Resolvamos por separacién de variables varios ejemplos de
problemas en tres variables. Primero, la ecuacidén del calor en un
cuadrado: estudiamos la evolucidén de las temperaturas de una placa
cuadrada (dadas las iniciales) si el borde se mantiene a 0 grados:

ut—k[uxx+uyy]=0, (XIY)E(OITE)X(OIJT)It>O J;
u(x,y,0)=£(x,y) B
u(x,0,t)=u(x,n,t)=u(0,y,t)=u(mr,y,t)=0 0

Buscamos soluciones: u(x,y,t)=X(x)Y¥(y)T(t) — XT'-k[X"Y+XY"]T=0

Y'+AY=0
Y" 1 TI XII n —
R N = = " : X"+uX=0
~ k T X A - b S W N —u — u
X k T T'+k [A+u]T=0

Las condiciones de contorno exigen: X(0)=X(w)=Y(0)=Y(mw)=0. Asi pues:

2
=m°, X,,= 1 Senmx m=1,2,.. 2.2
{ M 7 “*m { }I r<r Tmn:{e_[m +n]kt}.

A=n?, Y, ={senny},n=1,2,..

Probamos, pues, la serie:

o

2402
u(x,y,t) = 3 3 by, e MUKt senmx senny
m=1 n=1

que debe satisfacer:

o

4
> Y bpsenmxsenny=f(x,y) = | by,= JTZ.F(I)I?J f (x,y) senmx senny dydx, m,n=1
m=1 n=1

(como en la varilla, aqui también u—0 cuando t-—>x)

Ahora, Laplace en un cubo (con condiciones de contorno mixtas):

Au=0 en (0,m)X(0,7)X(0,m)
u(x,y,0)=£(x,y)

u=0 en x=0, x=m, z=n
u,=0 en y=0,y=n

X"+AX=0,X(0)=X(7) =0
¢ty == =M~ -h=- =u > Y'Huy=0,Y'(0)=Y" (1)=0
Z"-[Mu]z=0, Z(m)=0

u=xXY7Z — + 42 X

A= 2,X = =1,2,..

u=m?, Y, ={cosmy} , n=0,1,..

u(x,yY,2) =% 21 Cop Sh(n[n-z])sennx + El 21 Cpp Sh (Vn2+m? [1-2]) sennx cosmy
n= m=1n=

Como u(x,y,0)=£f(x,y), los c,, son:

C

,¥) Sennx cosmy dy dx

= I =]
<~ ~
SN
<~ S

4
= f
™ x2gh (v n2+m2)‘r:)‘r; (x
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Resolvamos el problema de Dirichlet en una esfera con datos
independientes de ¢. La laplaciana en esféricas tiene la forma:

2u,. ugg cosbug Upg

Au=u.,..+ —=
' r r? senfr? sen?0r?

Si intentdsemos resolver el problema general:

{ Au=0, r<R, 0€[0,mt], ¢€[0,27
u(R,0,9)=£(0,0)

Apareceria una EDO desconocida para nosotros, asi que tratamos el
caso de que f no dependa de ¢. Podemos buscar entonces soluciones
que tampoco dependan de ¢, con lo que de hecho tenemos un problema
con dos variables. Resolvemos pues:

2u,. ugg cosbug
{ Ut — + 5+ ——7>=0,r<R

r’R"+2rR'-AR=0
senf®"+cosoO®'+Aseno®=0

r r2 senf r?

u=RO — {
u(R,0)=£(0) , 6[0,7]

El cambio t=cos6 transforma la segunda ecuacidén en la de Legendre:

2. d%0

ae _ ,,doe -
[1-t ]dt2 2tdt +AO =0

Imponemos que O esté acotada en t=t1 (6=0,m polos de la esfera).
Los autovalores de este problema singular son A=n(nt+l),n=0,1,.. y
sus autofunciones son los polinomios de Legendre:

3 1 5 3
{Pa(t)} = {Py(cos®)} [Py=1, Py=t, P,=3t’-7, P3=3t - t,..]

Para estos valores de A:
—(n+1) R acotada

r’R"+2rR'-n(n+tl)R=0 — R =c,;r"+c,r — R,={r"}, n=0,1,..

Probamos: =
u(r,0) = 3 a,r"P,(cos0)

n=0

Debe ser:

— 2n+1

p— f; £(6) P (cosB) sen6db , n=0,1,..

u(r,0) = ¥ a,R"P (cosh) = £(0) — | a,
n=0

Ya que el peso es r(6)=sen6 [(senf®')'+Asent®=0] y es sabido que:

f; [P, (cos0) ]2 sen0ad = f_ll [Pa(t) % at = 2n2+1

2n+1 1 2
[ t2Py(t) at

Por ejemplo, si | R=1y f(e)=cos%) se tiene: a,= 2

Por tanto:

1—r2
3

1t ,2. 1 _
ay—Lﬁltdt—3,aTnf

+r?cos?e

w N

y los demas a,=0 — u(r,0) =

29—

wIN

]

w [~

— a;= . ag

W =

1+

2.3 1
[o tanteando: c0526=5 [Scos >
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Si los problemas con simetria esférica llevan a la ecuacidén de
Legendre, los de simetria cilindrica llevan a la de Bessel, como
en el siguiente problema de vibracidén de una membrana circular:

utt—c2 [u+ % u,+ r% uggl =0, r=<1, tER

u(r,e,0)=f(r,6) ’ ut(rlelo)=0

u(l,e6,t)=0
RII+R7. 2
_ T" _ r 1 0" _ _ . r R"+ rR' 0" _ _
u=ROT o2r = R + 2 6 A B +Ar?= ) u —

©"+u®=0, O 2nperiédica — uy=m?, m=0,1,.., O={1}, O,={cosmo, senmo}
T"+Ac?T=0 , T'(0)=0 — {cos[Vrct]}
r’R"+rR'+[Ar’-u]JR=0, R acotada en 0
Para pt=m2 consideramos el problema de contorno singular para R:
{ r’R"+rR'+[Ar’-m?]R=0
R acotada en 0, R(1)=0
Haciendo t=rVi la ecuacién se transforma en la de Bessel:
t2R"(t) +tR' (t) +[t2-m?]R=0 — R=c,J (t) +C,K (t) =c;T (V1) +c,K (rV1)
R acotada = c,=0. Los autovalores seran los A que hagan Jm(ﬁ)=0

que son una sucesidén infinita para cada m: Amg,..sAmy s
Y las autofunciones son Ry ={J,(ryin, )}. Asi que probamos:

1 & — —
u(r,0,t) = kzl Cox Jo(rv/ho, ) cos [cy/ho, t] +

[e¢]

+ 3 E [CrxcosmO+dy senmd] Jy(ry/ Ay, ) cOS [Cy g, t]

m=1 k=1

co oo

Cox Jo(rvho, ) + Zlkzl [CprcosmO+dy senmd ] Jy(ryig, ) = £(xr,0)

—

W
it 8

1
2
Para r fijo, f£(r,0)= ;Ao(r)+m§l [A (r)cosmb+B,(r)senmd] , con

A (r)= ifzon f(r,6) cosmoédd , m=0,1,.., By(r)= ifzon f(r,0) senmbdd , m=1,2,..
Desarrollando: A (r) =k§l Cr In(EVAm, ) + By(r)= 2 Ao I TV, )

[teniendo en cuenta que ﬁrJi(r\/ﬂn_k) dr = anﬂ(\/ﬂr;) ]

se llega a la expresidn definitiva para los coeficientes:

Cok = ﬁf r f£(r,0) cosmd J(r/ Ay, ) dr O
l \/_mk

dy = flafz r f(r,0) senmd Jp(ry/ Ay, ) drdd
1(ﬁmk
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9. Otros métodos en EDPs

Este Ultimo capitulo estd dedicado al estudio de dos temas
independientes entre si. En la seccidén 9.1 generalizaremos las
funciones de Green que aparecieron en el estudio de problemas de
contorno para ecuaciones ordinarias no homogéneas. Seguiremos un
camino poco formal (utilizando la delta de Dirac como si fuera una
funcidén) que nos abreviaréd los calculos. Sobre todo nos ocuparemos
de las funciones de Green para la ecuacidén de Poisson en recintos
sencillos utilizando el llamado método de las imagenes. De paso
introduciremos el concepto de solucién fundamental (funcién v
tal que Av=96) que es basico en estudios mas avanzados de EDPs que
utilizan la teoria de distribuciones.

En la 9.2 definiremos la transformada de Fourier J (y las

transformadas seno y coseno) y citaremos sin demostracién aquellas
propiedades que permiten resolver algunas EDPs en intervalos no
acotados (para ellos no se puede utilizar separacién de variables).
Como ocurria con la transformada de Laplace, aplicando la J a
algun problema para EDPs acabaremos en otro mas sencillo (de EDOs,
para las ecuaciones en dos variables que tratamos). Resuelto este
segundo problema, para hallar la solucidén habréd que calcular una
transformada inversa. En particular, las transformadas de Fourier
nos permitirdn resolver problemas de la ecuacidén del calor para
varillas no acotadas (que no son resolubles con las técnicas de
los capitulos anteriores). Aparecerd la solucién fundamental de la
ecuacién del calor y se comprobard que, segin nuestra ecuacidn
matematica, el calor se transmite a velocidad infinita.
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9.1. Funciones de Green.

[A lo largo de esta seccidén trabajaremos formalmente
con la 8 de Dirac, utilizando simplemente que:

i. 3(&-xm-y) = 0 para (§,m)=(X,Y)
ii. ffD F(&,m) 3(E=X,m-y) d€dn = F(x,y) si F continua en DCR? y (x,y)ED

andlogamente 'definiriamos' la 6 en mas dimensiones].

Comencemos considerando el problema de Dirichlet no homogéneo:

Au=F(x,y) en D
(Pp) {u=f en 9D

Nuestro objetivo es (como haciamos en el capitulo 7) expresar su
solucidén en términos de integrales en las que s6lo aparezcan una
'"funcién de Green' G y las funciones dato F y f:

Teor 1:f gji G(x,y;E,m) satisface para cada (x,y)ED el problema

P Au=9%(t-x,n-y) en D
( G){u=0 en 0D !
vista G como funcién de (§,m), entonces la solucidn de (P,) es

u(x,y) = [ G(x,yi&m) F(gm) didn + § Gy (x,y5€m) £(gm) ds

[G, es la derivada G en la direccidén de n, vector unitario exterior a D]
[Se puede probar que la funcién de Green G es simétrica: G(x,y;E,m)=G(E,n;x,y)

asi que en lo que sigue podriamos intercambiar los papeles de (x,¥) ¥ (§&m) ]-.

Del teorema de la divergencia en el plano se deduce sin dificultad
la llamada segunda identidad de Green: si u y G son C?(D) se tiene

ffD [GAu-uG]didn = faD [Gu, -uG,]ds

Si u es ahora la solucidén de (P,) y G la de (Pg), y si admitimos
que la identidad anterior es valida para nuestra G (evidentemente
no es C?, pero la férmula es valida para distribuciones) tenemos:

ffD [GF-ud]dEdn = faD [-fGy]ds — u=ffDGFd§d“+faDands

Tenemos, pues, que resolver (Pg). Comencemos buscando una V(X,Y;E,m)
que, vista como funcién de (&,n), satisfaga la ecuacidén, aunque no
cumpla las condiciones de contorno. ¢Qué funciones conocemos que
satisfagan Av=0 y que puedan originar una §? Las soluciones de
Laplace en polares que no dependen del angulo son:

1., = =
Vet V=0 = v=c;+c,1nr

La funcién discontinua puede dar la §. Asi que algin mGltiplo del
logaritmo de la distancia r de (g&,) a (X,y) es buen candidato a v:
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Teor 2: v=iln[(§—x)2+(n—y)2] satisface Av=§(t—x,n-y) para (x,y) fijo

A v se le llama solucidén fundamental para el punto (x,y); llamando
P=(g&,m) v 0=(x,yY), podemos abreviar la expresidén de v escribiendo:

v=§éln?§ , siendo PQ la distancia de P a Q

Para demostrar el teorema 2 volvemos a hacer 'trampa' con la §. Ya
vimos que Av=0 si r=0, o sea, si (§m)=(X,y). Ademéds, aplicando el
'teorema' de la divergencia en un circulo de centro Q y radio R:

T

ffrsRAVdEdn = fr=RVn ds = f _ Vrds =f20 ﬁRde =1 — Av=d

Si w es cualquier funcidén que satisfaga Aw=0 en D entonces v+w
seguird satisfaciendo A[vtw]=06 para cada (x,y) fijo. Por tanto:

Para encontrar G [y tener resuelto (P,)] bastara encontrar
la w arménica en D tal que v+w se anule en la frontera dD

[Podriamos pensar en hacer w=G-v y resolver (tal vez separando variables) el
Aw=0 en D

problema que queda: § . __ o <. gp

pero para eso separamos variables en (Pp)].

La forma préactica de encontrar la w (en recintos D limitados
por lineas rectas y circunferencias) es el método de las imagenes.
Basandonos en la geometria de D se trataréd de escribir G como suma
de la solucién fundamental v y de funciones arménicas w del mismo
tipo: logaritmos de distancias a otros puntos Q' exteriores a D
('imagenes' de Q respecto de la dD), escogidos de tal forma que la
G se anule en la frontera de D.

Como primer ejemplo resolvamos, hallando la G, el problema:
Au=0 en D={x>0}x{y>0}
u(x,0)=£(x),u(0,y)=0, u acotada

(21 |

Sea Q0=(x,y) fijo. Esté& claro que si considero
el punto Q'=(-X,y), entonces ;;lnﬁﬁ-%;lnﬁﬁ" es
una funcién de P=(&,n) que se anula cuando P
pertenece al eje y, ya que entonces PQ=PQ'; y

w =—§;ln§§'es arménica en D (lo es en R%{Q'}).

Analogamente w*=—§;lnﬁﬁ; , siendo Q,=(x,-y), es

arménica en D y wtw,=0 si P esta en el eje x. Q(-X,y) Q (x-y)
Para que G sea cero en ambos ejes a la vez

hay que sumar una nueva w;=§;ln§§1,Q;=oag—y).

Entonces G(P,Q) =v+w'+w,+w, es la funcidén de Green buscada, ya que
AG=§ [pues Av=8 y A(w'tw,+w,)=0] y G=0 si PSdD [si P estd en el
eje y es PQ=PQ' y PQ,=PQ,; y andlogo si P estd en el eje x].
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Escribiendo las distancias anteriores analiticamente tenemos que:
G(x,¥i8m) = In [ (&%) %+ (n-y)? -, In [ (&%) >+ (n-y)? ] -
— o In [ (&) 2+ (nty) 2 1+, In [ (54%) 2+ (n#y) 2]
Como n=-j en el eje x, la solucién de nuestro problema (P;) sera:

_ _ _ _lyr 1 1
u(x,y) _faDGn fas _f: -G, |n=0 £(g) g =...= nfo [ (E-x)24y2 (§+x)2+y2] £(€) g

Resolvamos el problema no homogéneo de Dirichlet en el circulo:

Au=F(r,0) en r<R R
(P2 { u(l,0)=£(0) , 6[0,2n] Q'.9)

Las coordenadas adecuadas son las polares. Las

del punto Q fijo son (r,0) y las del P variable P(o. Y
I,

las llamaremos (0,¢). La solucién fundamental

v en estas coordenadas queda entonces: D

¢Dénde situar el punto imagen Q'? Las cosas no son tan simples como
en el ejemplo anterior. Es claro que su 6 ha de ser la misma, pero
¢a qué distancia del origen O colocarlo? Podriamos llegar al
resultado tanteando, pero nos limitamos a comprobar que la G es:

—

2
G(P,Q)= - [ 1InBO-1nBO0'+1n"], Q'=(,0)

Como G=v+v'+cte se cumple AG=0, pues v'

es armdénica en R?—{Q'} y Q'¢éD. Ademéds si P

estéd sobre la circunferencia se cumple:

(0] Ve eyl
/ % = PI? (= 1nPQ-1nPQ' +1nR-1nr=0)

ya que entonces los triadngulos OQP y OPQ' son semejantes, pues
tienen un a4ngulo comin y dos lados proporcionales: 0Q'/R=R/0Q.
Expresando la G(P,Q) en términos de coordenadas obtenemos:

2,2
G(r,0;0,0) =417£ 1n[o®+r?-2rocos(6-¢) ] —41; 1n [R2+% - 2rocos(6-¢) ]

[G=0 si P&EdD, es decir, si o=R; podiamos ahorrarnos la discusidén geométrica]

y como Gn=G0|Cy=R y ds=Rdj, deducimos que la solucidén de (P,) es:

T 1 T R2_ 2
a(z,0) = [ 06, 050,0) o waot 5 [T o Bty w

expresién mucho mads compacta que las series del capitulo 7, aunque
estas integrales, en general, no sean calculables explicitamente
(y habra que aproximarlas numéricamente, pero son aproximaciones
también las sumas parciales de las series).
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Los céalculos de funciones de Green en tres dimensiones son muy similares

a los de dos. Si G es la solucidn del (Pg) (JdD es ahora una superficie) u es:

u=mDGFd§dn dy +fao G, £ds

Se ve de manera similar que la solucidén fundamental en el espacio es:
1
47 PQ

Los puntos imdgenes respecto a planos son igual de sencillos y para la esfera

C2

2 — _ ~2
[vrr+;Vr—0 = v=cy+ ]

v =

de radio R vuelve a situarse el punto Q' a una distancia Rz/r del origen.

También se habla de funciones de Green para la ecuacidén de ondas y para
la del calor. No entraremos en la primera (ya tenemos D'Alambert). Para la
segunda, a diferencia de las que hemos calculado para Laplace, la expresién
de la G es una serie y tiene mucha menor utilidad. Vimos que la solucidn de:

P {ut—kuxx=F(x,t),xE(0,n),1>0
[P] u(x,0)=u(0,t)=u(m,t)=0

. *® 12 [
era: u(x,t) = nzl [fge kn?[t S](ﬁng(E,s) sennEd‘g)ds] sennx

es decir, intercambiando formalmente integrales y sumatorios:

*® 2
u(x,t) =f;r; [ﬁ > e ¥ IES] gon nx senn&]F(E,s) dEds —
n=1

u(x,t)=f0f; G(x,5,t-8) F(§,5) dids , con G(x,Et-s)=> 3 ()

n=1

sennx senng

Como todas las G es la solucidén de un problema que contiene una d:
si F(x,t) =0(x-%,t-ty) con x4=(0,m) y tz»0 la solucidén de [P] para t>t; es:

ﬁf; G(x,E,t-s) 0(E-%p,8-tg) dEds = G(x,%y, t-tg)

u-ku,,=8(x-§,t-s)

con lo que G(x,E,t-s) se puede mirar como la solucidén de
u(x,0)=u(0,t)=u(e,t)=0
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9.2. Transformadas de Fourier.

Sea f(x) definida en R y absolutamente integrable [.ﬁ1|f|<w ].
Se llama transformada de Fourier de f a la funcidn:

£ (k) =\/12_nf: £(x) eTK* ax

Si la f es ademas c! se puede recuperar a partir de f usando la
férmula de inversidén (que, como otros resultados, no demostramos):

Teor 1: Sea feC!(R) y absolutamente integrable. Entonces VxER:

£(x) = \/Z—ch_o:o £ (k) e H*F g

[en algunos libros no aparece el coeficiente 1/V2nx en la definicién
de f y aparece 1/2m en la férmula de inversidn; también se puede

encontrar e~ikX en la primera férmula y eikX en la segunda].

A f se llamard transformada inversa de Fourier de f . Denotaremos

también Jf=f y Y 1f=f. Es evidente que § y I! son lineales.

Estudiemos algunas propiedades de la J y calculemos las transfor-
madas de algunas funciones que nos apareceran resolviendo EDPs:

Teor 2: Sean f,f',f"€C(R) y absolutamente integrables. Entonces:
S(£') =-1ikJ(f) , SJ(£") = -k2J(f)
Teor 3: Se llama convolucién de f y g en (-©,») a la funciédn:
(£xg) (x) == [_ £(x-s) g(s) as
Vaon~
Se tiene que fxg=g+f y que J(fxg)=J(£f)*J(g) , siempre
que las transformadas que aparecen tengan sentido.
Teor 4: X o—axZ 1 _-k2%/4a ~-1, -ak? 1 _-x2/4a
J(e ¥ )y=-—"e ;o I (e )= e
Vaa Vaa
J[d(x-a)]= 1-etke ;I l(fk)el®™®)=f(x-a)
Van
ikb _ika
si h(x)={ ;' X°[2P) , J(hy=--& =
en el resto Von ik

Frecuentemente un problema en EDP referente a una funcidén u de dos
variables puede reducirse a una EDO para la a respecto de una de
las variables. Resolviendo esta EDO respecto de la otra se puede
determinar u . Identificando la u de la que proviene esta u o
aplicando el teorema de inversidén se podréa en ocasiones obtener la
solucidén explicitamente, pero en muchos casos habra que dejar la
solucién en términos de integrales no calculables.
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Ejemplo 1. Problema para el calor en una varilla infinita:

U - Uy, =0, xER , 50
u(x,0)=£f(x), u acotada

(Pl){

Supongamos que la u y la f son suficientemente regulares y tienden
a 0 lo suficientemente réapido como para que se puedan utilizar los
teoremas anteriores. Aplicando la transformada de Fourier en la
variable x a la ecuacién y al dato inicial se tiene el problema:
{ G +k%a =0
u(k,0) = £ (k)
La solucidén es la convolucidén de las transformadas inversas de
cada uno de los factores (la del segundo la vimos en el teorema 4):

A A 2
cuya solucidén es u(k,t)=f(k)e‘kt

(x) u(x,t)= f(s)e‘(x‘s)2/4tds sf_woo G(x,s,t) £(s) ds

1 f°°
2Vat? ™"

2
donde G(x,s,t)=e (¥"5)°/4t /5 es la llamada solucién fundamental
de la ecuacién del calor que representa la temperatura del punto x
en el instante t debida a una f inicial de la forma §(x-s) .

Una vez deducida (x), en vez de justificar los pasos que llevaron
a ella, se prueba que proporciona realmente la solucidén de (P;)
con hipétesis mads amplias incluso de las que nos permiten aplicar
la J. En concreto, para cualquier f acotada y continua a trozos
(*) nos da la solucién UGnica acotada de (P;) que es continua para
t=0 a excepcidén de los puntos de t=0 en que f es discontinua.

De (*) se deduce también que, segin nuestro modelo matematico, el
calor se transmite a velocidad infinita: si f£>0 en un entorno de
un X, y nula en el resto, estd claro que u(x,t)>0 por pequeho que
sea t y grande que sea |x-X,|. También se ve que u es C” para t>0
aunque f sea discontinua (iaunque sea f(x)=§(x-s) !). Son propiedades
claramente diferentes de la ecuacién de ondas.

Apliquemos (*) para resolver un problema particular. Suponemos que:

0, x<0 1 —(x-s)2%/4
f(x)={1,x>0 - luxﬁ:):z\/_n;f:e(xs)/tds

Haciendo v=(s-x)/2Vt la integral se transforma en:

1~ w2 1 m/2Ve 2 1 vZ.  _1 X
u(x,t)—ﬁf_x/zﬁevdv—ﬁfo evdv+j‘:evdv—2[1+¢(2\/¥)]

Van
2 1
donde ¢(sr=j£f§e'vcw es la llamada funcidén error que ol 0(s)
T s
aparece a menudo en la teoria de las probabilidades. 1

|
1

Jt*w Como se observa, la solucidn
tiende hacia 1/2 para todo
% x cuando t tiende a .

1/2

0
|
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. ur +u,=g(x)
Ejemplo 2. | (P;) { u(x,0) = £(x)

Aplicando la J en la variable x (suponiendo como siempre que u, gy
f son buenas; el rigor s6lo se emplea al justificar el resultado):

— ﬁ(k,t)==p(k)eﬂ¢-gggfcon p funcién arbitraria.

Ue-iku =g(k)
ik

4(k,0) = £(k)
A - . oikt_g
Imponiendo el dato inicial: u==f(k)elt-kg(k)[4?iif]

1 si xE[0,t]

Por tanto: u(x,t) = f(x-t) + Van g(x)*h(x) siendo h(X)= 9 g en el resto

Como f; g(x-u) du = —f}:t g(s)ds , concluimos que | u=f(x-t) +fxx_t g(s) ds

[Es facil comprobar que la expresidén satisface la ecuacidén y el dato inicial.
La solucién la podemos calcular también con las técnicas del capitulo 5:

E=x-t

X
dt/dx=1 — n=x - u,=g(M) — u=p(x-t) +f0 g(s)ds —

X x-t X
p(x) +f0 g(s)ds = f(x) — u=f(x-t) ‘fo g(s)ds +f0 g(s)ds como antes]

Para problemas en regiones semi-infinitas son utiles las
transformadas seno y coseno que surgen como caso particular de la
de Fourier por las propiedades de las funciones pares o impares.
Se definen estas transformadas de funciones f absolutamente
integrables en [0,©) mediante:

S (£) (k) = £5(k) =\/§f: f(x) senkxdx ;  So(£) (k) = £o(k) =\/§f: £(x) cos kx dx

La férmula de inversién adopta la forma:

Teor 1': Sea fec!([0,%)) y sea J§|f|<W. Entonces:

f(X)=\/§f:fgk)senkxd< para todo x&(0,%)

f(x) =y %f:fc(k) coskxdk para todo xE[0,%®)

Con hipétesis andlogas a las del teorema 2 se tiene también:

Teor 2':

Se(£") = -K2J(£) + V2 £(0)k ;  Se(£") = -k23c(£) =V 2 £(0)

[Por este resultado, la g serd Gtil cuando nos den el valor de
u(0,t) mientras que la J. la emplearemos si lo fijado es uy(0,t) ].

Estas transformadas aparecen en problemas del calor en [0,%) :

e -1 _ak2 2 -1, _ak2 2
Teor 4 I (ke ak )= 13/zxe x4/4a i So (e ak )= 1 e~X/4a

[2a] V2a
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Ejemplo 3. Calor en una varilla semi-infinita:

u(x,0)=0, u(0,t)=g(t)
u acotada

Uy -U,,=0,x>0,t>0
(P3) {

Sea ﬁ(kﬁj la transformada seno de u(x,t) respecto a x (suponiendo
como siempre que existe). El problema para u es:

A A A A 2
G+k*u=1/2 g(t)k , U(k,0)=0 - G(k,t)=1/2e™ tjzg(s)kekzsds

Utilizando la férmula de inversidén, cambiando el orden de integra-
cién y utilizando el teorema 4':

2 k2 (t- 2 k2 (t-
u(x,t) =;f;j§g(s) ke X (*%)senkx ds dk = Ejz g[(s)ﬁ)O ke ™ (*-S)gen kx dk ds

_ 1t x -x%/4 (t-5)
— u(x,t) = 2\/}[0 [t_s]3/2 e g(s) ds

Ejemplo 4. Ondas semi-infinita: (Py) u(x,0)=uc(x,0)=0
u(0,t)=t?

2
A A A 2 A 2 t 2
Sgu=u — Uee + k20 =V; t’k - 1 =p(k)coskt+q(k)senkt+\/; [? - E]

A A A 2
a(k,0)=0.(k,0)=0 — a=14/2 [%+%(coskt-1)] ~ u= if: [ ]senkx dk

La integral parece muy complicada. Vamos a calcular sélo u(l,2) ya
qgue entonces parece simplificarse:

8 k 3
u(l,2)= Eﬁ: [% - % ]dk = (tablas) =

a oo

5-50-1

Lleguemos a este valor a partir de D'Alembert (mejor camino). Lo primero es

hacer homogénea la condicién de contorno (QSS y 3, no exigen este paso):

c
2,,2 . L s .
Tanteando un poco se ve que v=x +t” satisface la condicién y la ecuacidn:

. . th—W?(=(;, XZOlta; . th—wxx=olxlta
w=u-v w(x,0) =-x",w (x,0) =0 w(x,0) = £*(x) , Wt (%,0) =0
w(0,t)=0

— w(1,2) =% [ £%(-1)+£*(-3)] =-4 — u(1,2)=5-4=1

2 Wet=Wxx==2 S ={ 2 %<0
Con menos vista, w=u-t* — { w(x,0)=wt (x,0)=0 — { T xx -2 x>0
w(0,t)=0 w(x,0)=w¢(x,0)=0

— w(l,2) =% [(2)areaA]]]] + (—2)areaé ]=-3 — u(l,2)=-3+4=1
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Los primeros cinco libros (basicamente de EDOs y ya citados en la primera
parte de los apuntes) tienen introducciones a las EDPs. En concreto, BD, Br,
R y Si estudian los problemas de contorno para EDOs y el método de separacidn
de variables. R clasifica también las EDPs de segundo orden con coeficientes
constantes. E trata con detalle las EDPs de primer orden.

Los dos siguientes, el MCZ y el clasico PA (de 1950), son mixtos de EDOs
y EDPs y abarcan una mayor parte del curso.

Los deméds libros son més bien de EDPs: MU, W y T incluyen casi todos los
temas de los apuntes (y muchos otros que no se tratan en ellos). Sp y Ch
tienen bastantes menos paginas (y sirven para parte del curso). J y Sk son de
mayor nivel y bastante mas dificiles de leer.

Gran parte de los libros de EDPs, en vez de organizarse en torno a los
métodos de resolucidén (como en los apuntes), estudian por separado y con
diferentes técnicas las ecuaciones hiperbdlicas, elipticas y parabdlicas.

Las EDPs de primer orden se estudian en E, PA y J, pero en el caso mas
general de las ecuaciones cuasilineales (también tratan las no lineales). La
reduccién a forma candénica y las cuestiones de unicidad se ven en casi todos
los libros de EDPs. Véase por ejemplo MU, W o T. Para un estudio serio de los
problemas de Cauchy ver el J. La deduccidén de las ecuaciones y el significado
fisico de los problemas se puede mirar, por ejemplo, en Bd, W o T (en éste se
tratan otros muchos problemas de la fisica).

Para el capitulo 6 se puede consultar el PA, el MU, el W, el T o el J. En
ellos se deducen las férmulas de 6.2 no demostradas en los apuntes.

Para el 7 es recomendable leer BD y Si. La teoria general de problemas de
contorno, funciones de Green, desarrollos en autofunciones.. en el Sk. Hay
demostraciones menos generales (con matemdticas méds elementales) en Ch o W.

La separacién de variables (capitulo 8) estd en casi todos los libros.
Buenas introducciones hay en los cuatro primeros y en el Sp. Para precisiones
de convergencia y problemas de varias variables ver MU, W o T.

La seccién 9.1 sigue mads o menos el MU. W, T y Sp también estudian las
funciones de Green por otros caminos. Cuestiones mas avanzadas en el Sk. Para
la 9.2 ver Ch, MU, Sp y sobre todo W (tiene introduccidén a la variable
compleja y utiliza también la transformada de Laplace para EDPs).

E1 MCZ da métodos numéricos para problemas de contorno y EDPs (lo que no
hacen los demés libros, salvo unas pocas ideas del W).
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97-98 residual

problemas 5

1.

10.

11.

Resolver (si es posible) los siguientes problemas de Cauchy:
5

3x2uy+uX =x yuy+(2y-x)ux = X XUy-Yyux = 2Xyu
u(x,0)=x3 u(x,1)=0 u(x,0)=x

X-y 2 2u 4 2
Uy-Uy ="_. U Uy+3y ux = +6y X uyt+eX uy = 2x
x~Uy = o yt3Y Ux y y Yuy X
u(x,l)=x u(x,1)=x2 u(x,0)=0

. P . . . . - n n
Precisar para qué valores de n entero positivo la condicidén u(x,x )=Xx
. P . 2 . 2 2
determina una Unica solucidén de la ecuacidén uxtyu=y~ cerca de (0,0).

Determinar en torno a qué puntos tienen solucidén Gnica los problemas:

senyuytux=1 (x2+y2)uy+ux=0 (x2+y)uy+xux=0
u(0,y)=1 u(x,0)=0 u(x,x2)=x
Sea uy—2yux=2yu . Hallar la solucién que satisface los datos de Cauchy:

i) u(x,1l)=e~%, ii) u(2y,y)=0, discutiendo la unicidad de las soluciones.

yl u(_er)=0'

Hallar la solucidén y estudiar la unicidad de: uytxuy = ~x%e”
Sea (E) (y*+l)uy+xux=0 . Dibujar sus caracteristicas.
Probar que (E) tiene una Gnica solucién satisfaciendo u(x,0)=f(x). Probar
que si f no es constante dicha solucién no puede estar definida en todo RZ2.
(En torno a qué puntos hay mds de una solucién de (E) que cumple u(y2,y)=0?
Estudiar si existen soluciones de (E) satisfaciendo u(0,y)=g(y)-.

Demostrar que no existe solucidén de uyxy=0 que esté definida en todo el
semiplano y=0 y que contenga la curva I': y=x2,z=x3 .
Estudiar en qué entornos de I' hay soluciones tunicas locales.

2t . 2 .
Sea (E) ut—2tux+l+; =0 . Hallar la solucidén que satisface u(x,0)=f(x).
2 : 1
Dibujar u(x,2) en el caso particular en que £f(x) = {seg ™ :’i ||::||>Sl

Escribir un problema de Cauchy para (E) que tenga infinitas soluciones.

Sea (E) t2ut+ux=2xu .

Hallar la solucién de (E) que cumple u(x,l)=f(x), estudiando su unicidad.
. . 1
En particular, si f(x)=sen2x en [0,7t] ¥ 0 en el resto de R, hallar u(3,5).

Plantear un problema de Cauchy para (E) que tenga infinitas soluciones.

Sea (E) A(x,y,u)uy+B(X,y,u)ugx = C(x,y,u) [ecuacién cuasilineal].

Supongamos que las curvas integrales del sistema de EDOs: %§=§ ’ %;=§
vienen dadas por n(x,y,u)=C;, &(x,y,u)=C, [curvas caracteristicas de (E)].
Probar que mn(x,y,u) = p[E(x,y,u)] (o bien, E(x,y,u) = q[n(x,y,u)] ) para
cualquier funcidén p (g) arbitraria es solucidén de (E).

Hallar (si se puede) la solucién o soluciones de las siguientes ecuaciones
que satisfacen cada uno de los datos de Cauchy que se indican:

uy+uuy =0 con i) u(x,0)=x , ii) u(0,y)=0
uuyt+xux =u  con i) u(x,0)=1 , ii) u(0,y)=1
uy+ux=tﬂ con i) u(x,0)=x , ii) u(x,x)=1
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97—98 residual

12. Reducir a forma candnica y, si es posible, encontrar la solucidén general:

tzutt—xzuxx==0 Uyyt2Uyyt2Uyyx = 0 xzuxx-2xyuxy+y2uyy==ex

exuxx+eyuyy=11 uxx—3yux+2y2u==y Uxxt4uxy—-Suyytbuxt3uy = Ju

13. Escribir (E) ugit2uy=2 en forma candnica y hallar su solucidn general.

De los datos de Cauchy: i) u(x,0)=ug(x,0)=0 , ii) u(0,t)=0,u,(0,t)=t , hay

unos que determinan una Gnica solucién de (E). Hallarla en ese caso.

14. Sea [E] utt—xzuxx—ut==0 . Hallar su solucién general.
Determinar la solucién de [E] que satisface u(x,0)=2x, u¢(x,0)=x .

Escribir (en el caso de que exista) alguna solucidén de [E], distinta de la

u=0 , que satisfaga u(et,t)=u¢(et,t)=0 .

15. Sea utt—Zutx+uxx==2t_2u .

Calcular la solucidén que satisface u(x,1)=0, u¢(x,1)=g(x) .
0 si x=0

senitx si x=0 hallar y dibujar u(x,2).

En el caso particular g(x) = {

16. a) Escribir (E) dyuyy-uy,t2u, =0 en forma canbénica para y>0 y para y<O0.
b) Resolver (E) con los datos iniciales: u(x,1l) = 2x , ug(x,1) = x .

17 . Resolver los siguientes problemas de Cauchy (x,tER):

utt_4uxx=0 utt_uxx=o Upt—Uyp=UtTUy
u(x,x)=x2 { u(x,x)=0 { u(x,0)=x
ug (x,x)=0 ug (x,x)=0 ut (x,0)=0

18. Sea (E) Auyy+Buxy*+CuxxtDuy+Eux+Fu=G(x,y), con A,B,..,F constantes.

Probar que, si (E) no es parabdlica, un cambio de variable u=ePYe¥y

P Y g constantes adecuadas, lleva (E) a una ecuacién (E*) en la que no
existen derivadas de primer orden. ¢Para qué relacidén entre las constantes

A,..,F no tiene (E*) término en w?

Aplicar lo anterior para hallar la solucidn general de uxy*t2uyt3uxtéu=1 .
Probar que cualquier ecuacidén parabdélica o es resoluble o se puede escribir

mediante cambios de variable en la forma w, +E*wg=G""(E,m) .

19. Estudiar la unicidad de los problemas:

r ug-kuy,=F(x,t), x€(0,L),t>0 Uet—-(C(X)uy)~F(x,t), x€[0,1],tER
u(x,0)=f(x) u(xlo)=f(x)l Ut(X,0)=g(X)

1 ux(0,t)+au(0,t)=0 u(0,t)=0, u(l,t)=0
ug (L, t)+bu(L,t)=0 (c de cl y positiva)

Au = F en D

ut-kAu = F(x t) en D
Au-k’u = F en D u=f enC t (X,¥,t)
4T 0 " u(XIYIt)=O en 0D

si C1UC2=0D,C1NC2=¢

(D dominio acotado en R2)

20. Si la distribucidén inicial de temperaturas en una varilla es f(x)=2x2—3x,
x€[0,2], y la temperatura para t>0 en los extremos es ho(t)=—t/(1+t2),
ho(t)=2sent/t, y suponemos que no existen fuentes de calor en el interior
de la varilla, determinar la mdxima y minima temperaturas alcanzadas en la

varilla para t=0.
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problemas 6

__ -t
. . utt-4dug,=e 7, x,tER
1. Resolver por diferentes caminos:

u(x,0)=x2,ut(x,0)=—l
2. Para los problemas:
Ut ~Uxx=0s x,tER2< _ Up—Uyy=0, %€[0,4], tER Up-Uyy=0, x=0,tER
oo {3 o T | s {
ut(x,0)={ Sgnr”:s't;“fi’:f: ug(x,0)=u(0,t)=u(4,t)=0 u(x,0)=u(0,£y=0

i) dibujar el dominio de influencia y ver cuando la cuerda estd en reposo;
ii) dibujar u(x,1), u(x,2) y u(x,3); iii) dibujar u(3,t), t=0.

3. Para los siguientes problemas:

Up—Uyy=0, X,tER Utt—Uxx=sennx , x=[0,1], tER Utt-Uy,=0, x=0,tER
u(x,0)=0 u(x,0)=sennx x(1-x), Osx=<l
! u(x,0)=
0 _{1, |x|=1/2 u¢ (x,0)=sennx ’ 0, x=1
ut(® 0= o, [x[>1/2 u(0,t)=u(l,t)=0 ug(x,0)=u(0,t)=0

i) hallar u(x,1l) y u(l,t),t=0; ii) dibujar u(x,1/2), u(x,1l) y u(x,2).

Upp-Uyge=0(X), X,tER
u(x,0)=ug(x,0)=0

4. Sea el problema {

Hallar la expresidén analitica de su solucidén para t=0. Dibujar u(x,2) y
u(3,t). Analizar la continuidad y diferenciabilidad de la soluciédn.
[ayuda: v(x)=|x|/2 satisface v"(x)=8(x) ]

Upe—4ug=F(x,t), x,tER _ {1, XE€[1,2],t=0
5. Sea { u(x,0)=ug(x,0)=0 »con F(x,t) 0, en el resto
Calcular u(-1,1) y u(l,1). Calcular y dibujar u(x,1l).
Up—Uyy=0, X,tER
6. Sea _ J senx, x€[0,n] _{cosx, XE[0,7]
{ u(x,0) { 0 en el resto ¢ Ut (%,0) 0 en el resto

Demostrar que su solucién es una onda que viaja hacia la izquierda.

urt—-4uxx=0, x€[0,2],tER 3 3
7. Sea u(x,0)=4x—x3,ut(x,0)=0 Hallar u(EyZ). Dibujar u(x,2). Hallar u(x,1l).
u(0,t)=u(2,t)=0

u(x,0)=ug(x,0)=0

u(0,t)=t,u(L,t)=0
Hallar la expresidén analitica de u(x,T) con TE[0,L]. Describir la evolucibn
de la cuerda en el intervalo de tiempo t€[0,L]. Hallar u(x,kL), k=1,2,..

Up—Uyy=0, X€[0,L],tER
Sea {

Up=Uyy,=0, x=20,tER

u(x,0)=£(x), ue(x,0)=g(x), ux(0,t)=0

Escribir su solucidén extendiendo f y g de forma adecuada a todo R y
aplicando la férmula de D'Alembert. ¢Que condiciones deben cumplir f y g

para que la solucidén sea cléasica? ¢Se invierten las ondas al reflejarse en
x=0? ¢COmo son los dominios de influencia?

9. Sea {
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

l6.

17.

18.

19.

97—98 residual

Calcular u(0,t) para todo t.

Sea Up—Uyy = 6%, x20,tE€ER
u(x,0)=ug(x,0)=ux(0,t)=0

Sea utt—eZtuXX—ut= 0 . Hallar su solucién general y la particular que
satisface u(x,0)=f(x), ut(x,0)=0 . Escribir un problema de Cauchy para
dicha ecuacidén que no tenga solucidén, y otro con infinitas soluciones.

Si f(x) ={10_2 |e)r<1| relSJl:e|S>é(|)51/2 , dibujar la solucién para t=1 y t=2.

Dibujar en el plano xt las caracteristicas que pasan por (0,0) y (0,1).
¢Cudl es el dominio de influencia sobre la solucidén del valor inicial de £
en x=0? ¢Cudl es el dominio de dependencia de u(0,1l) de los valores de f?

El potencial v y la intensidad i en una linea telegrédfica satisfacen:
VxtLittRi=0 , ix+Cvie+Gv =20

donde L,R,C y G son constantes caracteristicas de la linea.

a) Hallar la ecuacién de segundo orden (E) que verifica el potencial v.

b) Si GL=RC, comprobar que un cambio adecuado reduce (E) a la ecuacidén de

ondas y hallar v(x,t) si inicialmente v(x,0)=V(x) e i(x,0)=I(x)

utt-cz(uxx+uyy+uzz)=0 a] x+y+z
Resolver u(x,y,z,()):f(x,y,z) ’ si f(X,y,Z)={b] X+y .

ug(x,y,2,0)=0 cl] x

Hallar u(0,t) para t=0 en los seis casos y u(r,t) cuando se pueda para:

Utt-Au=0 2
{ u(r,0)=£(r) con a) f(r)=g(r)=r’ , b) £(r)=0, g(r)={g‘r ' 551
ut (r,0)=g(r) v I

vistos como problemas en i)una, ii)dos y iii)tres dimensiones [r es la
distancia de un punto (de la recta, del plano, del espacio) al origen]

2
Utt — (Urr + _ur) =0 , r=0
Sea r )
r

u(r,0)=0, ut(r,0)=e”
Hallar u(r,t) para r>0. Hallar u(0,t). Dibujar u para varios valores de t.

2
u _ (u + ~u ) =0 rZO
Sea { tt rr T vr ! Hallar u(2,3).

u(r,0)=6, ut(r,0)=5r3

2
_ + = = >
Sea { Ut - (Urr® pur) =0, 120 0y ey u(l,t).

u(r,0)=r, ug(r,0)=0

Sean los problemas:

Vit-Vxx=0 , x=0,tER Ugte - (urr4-%ur) =0, r=0,tER
{ V% 0)ov (0, u(r,0)=£(r)
ve(x,0)=v(0,t)=0 ut (r,0)=0

donde f(x)=(x-2)(x-4) si x€[2,4] v 0 en el resto de [0,%).
Dibujar v(x,3), v(x,6), u(r,3) y u(r,6). Comentar la evolucién a lo largo
del tiempo de las soluciones de ambos problemas.

Estudiar qué tipo de ondas viajeras [soluciones u(x,t)=f(x-ct)] admite la
ecuacién no lineal (de Sine-Gordon): utt-uxxtsenu =0
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problemas 7

1.

10.

11.

12.

Determinar los autovalores y autofunciones asociadas:

y'"+Ay=0 y"+Ay=0 y'"+Ay=0
y(0)=y'(1)=0 y(-1)=y(1)=0 y(0)=y(1l)+y'(1)=0
y"-2y'+y+hy =0 tzy“+ty'+ky =0 t2y“+ty '+[Xt2—% 1y =0
y(0)=y(1)=0 y(l)=y(e)=0 y(1l)=y(4)=0

Estudiar los autovalores y autofunciones del ejemplo 4 de 7.1:
y"+Ay=0
y(0)=y'(0),y(1)=-y" (1)

y"+Ay =0

ay(0)+y'(0)=y(1)=0

Probar que posee infinitos autovalores positivos Va. Discutir si existen
autovalores negativos 6 0. Estudiar la evolucién con o del menor autovalor.
Comprobar para o=0 que la n-sima autofuncién posee n-1 ceros en (0,1).

Sea

Hallar cotas superior e inferior para los autovalores positivos de
t2y -2ty +[2+ 21y = 0
y(m)=y(2m)=0
comparando con una ecuacién de coeficientes constantes.
Con el cambio y=xt resolver explicitamente el problema y comprobar la
validez de las acotaciones anteriores.

y"+[A-V(t)]y=0

y(a)=y(b)=0
Hallar cotas superior e inferior para los autovalores del problema.

Sea y supongamos que m<V(t)<M para todo t&[a,b].

l|+ - = .
Determinar los autovalores de 2 [-v(t)]y=0 si V(t)='{(h si O<x<l

y(0)=y(2)=0 1, si 1<x<2

Hallar autovalores y autofunciones de los problema singulares:

[1-t]y" -ty ' +Ay = 0

, (ecuacibén de Tchebycheff).
y,y' acotadas en t1

y"+(2p+1l-t?)y=0, p cte=0 £2/2

y—=0 cuando |t|-—>o (hacer y=ue

para obtener Hermite)

Desarrollar f(t)=t2, tE[0,1] en serie de i) {sennmnt} , ii) {cosnmnt}
Dibujar algunas sumas parciales de las series obtenidas.

Desarrollar f(t) en serie de senos y cosenos en [-m,n], estudiando 1la
convergencia puntual y uniforme de dicha serie si:
2 t -, -m<t<0
f(t)=sen“t f(t)=|sent| f(t)=sen, f(t)={se1’1t, 0<ten

Desarrollar f(t)=t en serie de autofunciones de cada uno de los problemas
del problema 1.

Escribir los tres primeros términos del desarrollo de f(t)=1 en serie de
autofunciones del problema singular:
2 1 1
([1-t71y")'+ Ay = 0
y(0)=0, y acotada en 1

Desarrollar la funcién f(t)=1—t2 en serie de autofunciones del problema:

(ty')'+ My =0
y acotada en 0, y(1)=0
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14.

15.

l6.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

97—98 residual

Estudiar la unicidad de y"=£f(t) , t&€(0,1) [ecuacidén de Poisson en una
dimensién] con diferentes condiciones de contorno, utilizando técnicas
similares a las de las ecuaciones en derivadas parciales.

Determinar para qué valores de a existe solucién del problema:

yll = e_(t_1)2

ay (0)+(1-a)y'(0)=y(1)=0
Estudiar para qué valores de n (entero positivo) existe solucidn de:

y"+ny = cos”t
y(0)=y(2m),y'(0)=y"(2m)
Estudiar segin los valores de b cuéntas soluciones posee el problema:
ty"+2y' =1
y' (1)=2y'(2)+by(2)=0
Para b=1 hallar la solucién mediante la funcidén de Green.

p costy"-2senty' =f(t)

(P) y'(-n/4)=y ' (n/4)-ay(n/4)=0 °

Determinar para qué valor de a el problema (P) no tiene solucidén dnica.
Para ese a dar una f(t) para el que (P) tenga infinitas soluciones.
Calcular la solucibén de (P) utilizando la funcidén de Green si a=2 y f(t)=1.

Sea

Discutir, segin las constantes c y a, cuantas soluciones tiene el problema

"+2Y =1+E
t t
y'(l)+ay(l)=y'(2)=0

Para c=0 y a=1, hallar la solucién haciendo uso de la funcidén de Green.

Hallar la funcidén de Green y la solucidén para f(t)=t

y'=£(t) ty"+ty'—y=£(t) y'+y' -2y=£(t)
y(0)=y'(1)=0 y(1)+y'(1)=y(2)=0 y(0)=y'(0)=y(1)=0

y'=£f(t)

y(1l)=a,y(2)=b

en términos de la funcidén de Green, la funcién f y las constantes a y b.
Calcular su solucién si f(t)=1, a=0, b=l1.

Hallar una férmula para la solucidén de

u"+ r_lu'=F(r)
u'(l)—au(l)=A,u'(2)+bu(2)=B

Precisar cuéando tiene solucidén o soluciones [se puede interpretar como un

problema para la ecuacidén de Laplace en el plano con simetria radial].
2

Considérese con a,b=0.

Para F(r)=r “,a=1,b=0,A=B=0 resolverlo haciendo uso de la funcién de Green.
(ty')' =£(t)

y acotada en 0, y(1)=0
Hallar su funcidén de Green utilizando la férmula para problemas regulares.
Comprobar que proporciona la solucidén i) si f(t)=1, ii) si f(t)=t.
Relacionar los resultados con la ecuacidén de Poisson en el plano.

Sea el problema singular

< y'ty=£(t)
Calcular la funcidén de Green G(t,s ara

( ' ) PATA y(0)=y(1)=0 ’
. L G"+G=98(t-s)
resolviendo para s fijo G(0)=G(1)=0 °
y"=f£(t)

y(0)=-y(1),y'(0)=-y'(1) °
Construir su funcidén de Green y usarla para hallar la solucidén si f(t)=t.

Sea
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31.
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Calcular para A=0 y A=1 la solucidén (si la hay) de
t2y"—ty'+ky = t3
y(1)-y'(1)=y(2)-2y'(2)=0

haciendo uso de la funcidén de Green en el caso de que exista.

sea Y'thy=-4n’t

y(0)=1,y(1)=0
Precisar para qué A tiene infinitas soluciones y resolverlo en ese caso.

lPara qué valores de A tiene solucién Gnica?

y"+Ahy =0
y(0)=0,y(1)=1 °
Hallar la solucidén para todos los A para los que exista alguna.

Sea Hallar la funcién de Green G, para todos A que exista.

y" + Ay =1

y' (0)=y'(1)-2y(1)=0 "~

Determinar los autovalores y autofunciones del problema homogéneo.
Precisar si el no homogéneo posee infinitas soluciones para algin A.
Calcular la solucién para A=0, haciendo uso de la férmula de Green.

Sea

y"+Ay=1

y(0)-y'(0)=y(l)+y'(1)=0 °

Hallar autovalores y autofunciones del homogéneo.

Calcular aproximadamente Aj, Az, A3 v los ceros en (0,1) de yy e y3.
Estudiar para qué A tiene solucidén y para cudles dicha solucidén es unica.

Sea

n 1 _ -t
Sea Y *2Y fky-—e . (Existen para algin A infinitas soluciones?
y(0)+y'(0)=y(1/2)=0

ty"+2y'+Aty = £(t)

y(1)=y(2)=0 )

Determinar autovalores y autofunciones del homogéneo.

Si A=0, f(t)=1], calcular la solucidén a partir de la funcidén de Green.

Determinar para qué enteros positivos n el problema con A=n?, f(t)=sennmnt
tiene solucidén o soluciones, calculadndolas en ese caso.

Sea

Hallar una férmula para la solucidén de un problema de Sturm-Liouville no

homogéneo utilizando desarrollos en serie de autofunciones del homogéneo.
Escribir, si A=n2a2, el desarrollo en autofunciones de la solucién de
y'"thy = 1
y(0)=y(1)=0

Hallar (a partir de la funcidén de Green y directamente) la solucidén exacta

para A=0, A=1 y A=—1. Desarrollar esta solucibén para A=0 y comprobar.

Desarrollar la solucién para A=0 en serie de autofunciones del homogéneo:
y"+Ay=t y" + Ay = senmnt y"—2y'+y+7»y=et
y(0)=y'(1)=0 y(-1)=y(1)=0 y(0)=y(1)=0
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problemas 8

1. Resolver por separacidén de variables y dar interpretacidén fisica a los
problemas y soluciones que se pueda:

Utt-U,,.=0, x€[0,1],tER

BET e B T Utt-Ugy,=4sen6xcos3x, xE[0,n/2]
u(x,0)=ug(x,0)=0 tER
u(0,t)=u,(1l,t)=0

0)= X, X€[0,1/2]
u(x,0)= 1-x, xE[1/2,1]
ug(x,0)=u(0,t)=u(l,t)=0

2
uttdup-uy,=0, xE[0,m],t=0 utt—urr—;ur=0, r=<1,t>0
u(x,0)=sen2x

Ut (%,0)=u(0,t)=u(l,t)=0 u(r,0)=1

ut(r,0)=u(l,t)=0

Ut-Uy,,=0, xE(0,m), t>0 Ut-Uy,=0, xXE(0,m), t>0
{ u(x,0)=1 { u(x,0)=0
u(0,t)=0, u(m, t)=cost u(0,t)=1, ux(m,t)=0
Up-Uy,—4uyx-4u=0, x€(0,m),t>0 Au = 0, r<2
u(x,0)=e"%¥ u(2,6)= 3, xE(-n/2,7/2)
u(0,t)=u(m,t)=0 1, x€(n/2,3n/2)
{ Au = -1 , (x,Y)E(0,m)X(0,m) Au=cosf, 1l<r<2
u=0 en x=0,x=mw,y=0,y=n ur(1,0)=0, ur(2,0)=cos26
Au=ycosx, (x,y)E(0,m)X(0,1) Au=2xcos?y, (x,7)E(0,7)X(0,m)
{ ux(0,y)=ux(w,y)=0 u(m,y)=5+cosy
uy (x,0)=uy(x,1)=0 uy(x,0)=uy(x,mw)=u(0,y)=0
30
Au = r, r<2,0<0<m Au=cos?;4 r<1l,0<6<m/3
{ ue(r,01=ue(r,n)=0 u(1,0)=0
u(2,0)=3 ug(r,0)=u(r,n/3)=0
Au = 0, 1<r<2,0<6<m/4 Autu = 0, r<l,m/2<6<3m/2
{ u(l,0)=0, ur(2,6)=senb u(l,0)=sen20, u acotada
u(r,0)=u(r,n/4)-ug(r,n/4)=0 u(r,n/2)=u(r,3n/2)=0
2. Resolver y determinar para qué relacidén entre Ut-Uy,,=A, x€(0,1),t>0
las constantes existe solucién estacionaria u(x,0)=B
(interpretarlo fisicamente): uyx(0,t)=C,ux(1,t)=D

Ue-Uy,=F (t), x€(0,m),t>0
3. Resolver { u(x,0)=£f(x)

ux(0,t)=ux(w,t)=0
2 t

Determinar la distribucién estacionaria si f(x)=sen y F(t)=e”

X
2

1
u(x,0)=0 y sea Q(t)=‘f; u(x,t)dx

Ut-Uy,=F(x), x€(-1,1),t>0
Sea {
ux(-1,t)=ux(1l,t)=0

Calcular la variacién en el tiempo de Q(t) y deducir cuéndo es constante.

X .. X . P
o ii) F(x)=sen24* . ¢Tiene limite u cuando t—®?

Resolver si i) F(x)=sen 5

5. Calcular la solucién y su limite cuando t—x (F y T constantes):
ug-kuy,=cos’o, x€(0,1), t>0
u(x,0)=T, ux(0,t)=F, u(l,t)=T
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12.

13.

14.

15.

97-98 residual

Sea una varilla de aluminio (k=0.86 cm?/seg) de 20 cm de longitud, con una
temperatura inicial uniforme de 25 grados. En el instante t=0 el extremo
x=0 se enfria hasta 0 grados, mientras que el extremo x=20 se calienta
hasta 60 grados, y ambos se mantienen posteriormente a esas temperaturas.
Escribir la distribucidén de temperaturas u(x,t) para todo t y evaluar u en
x=5, 10 y 15 para t=0, 5 y 30 utilizando tres y diez términos de la serie.

u(x,0)=0
ux(0,t)=0, ux(l,t)-u(l,t)=1
Hallar su solucién y comprobar que tiende a » cuando t tiende a .

Ut-u,,=0, x€(0,1), t>0
Sea {

U -Uy,, =0, x€(0,m), t>0

u(x,0)=1, u,(0,t)=0, u(m,t)=e""

Resolver {

Sea una placa circular homogénea de lcm de de radio, inicialmente a 0
grados. Supongamos que en t=0 todo su borde se calienta hasta 1 grado y
luego se mantiene a esa temperatura. Determinar la distribucidén de
temperaturas en la placa para t>0. ¢Hacia qué valor tendera la temperatura
de un punto situado a 0.5cm del centro de la placa cuando t—®?

Sea (E) ug-uxxt2uyx=0 , x€(0,1), t>0, con el dato inicial (D) u(x,0)=f(x).

a) Determinar la solucidén de (E) que satisface (D) y las condiciones de
contorno ux(0,t)=ux(l,t)=0 . En el caso de que f(x)=eX determinar el
limite de dicha solucidén cuando t—x.

b) Demostrar que existe una Gnica solucién de (E) que verifica (D) y las
condiciones de contorno u(0,t)=hg(t), u(l,t)=hi(t) .

u(x,0)=1
u(0,t)-4ux(0,t)=u(3m,t)=0
Determinar, segin la constante a, el limite de la solucidén si t—o.

Ut-Uy,—-au=0, x&(0,3m),t>0
Sea {

Uy —Ug, =%, XE[0,n], tER

Dado u(x,0)=x, u.(x,0)=0 , obtener el valor de u(% ;)
u(0,t)=0, u(m,t)=n

a] utilizando la férmula de D'Alembert; b] por separacidén de variables.

_1\k
(sumar la serie ‘2 ?éi%%;i desarrollando nx—x2 en sennx en [0,m] )
k=0

Utt-Uyy=0, xE€[0,27],tER
Sea u(x,0)=0, ug(x,0)=g(x) con g(x) = {
ux(0,t)=ux(2m,t)=0

Hallar u(x,2m) con la férmula de D'Alembert y por separacién de variables.

u(x,0)=ug(x,0)=0
u(0,t)=senwt, u(m,t)=0
Determinar los valores de w para los que la solucién no estd acotada.

Utt—-Uyy=0, XE[0,7m],tER
Sea {

2
utt—urr—;ur=E‘(r), l<sr=<2,t>0

Sea 1 u(r,0)=0, ug(r,0)=g(r)

u(l,t)=u(2,t)=0
a) Hallar la solucidén para F(r)=0 i) por separacién de variables,
ii) con las técnicas del capitulo 6.

b) Resolver el problema con F(r)==g(r)==% sennr
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uxx+uyy=0 , (X, y)€(0,1)x(0,m)

Resolver { .
u(x,0)=uy(x,m)=u(0,y)=0,u(l,y)=1

Au = 0, r<l,0<6<a Au = 0, r<il
14

1,0)=sen"™ ko
Sean (Pg) u(l,0)=sen o y (P) u(1,6)=senzf

u(r,0)=u(r,a)=0
Comparar para k=1 y k=2 las soluciones de (P) con las de (Py) si a—2m.
Hallar cotas superiores e inferiores para todas las soluciones.

Au = m , r<l, 6€(0,m)

Sea el problema en el plano: u(r,0)=u(r,n)=u(l,0)=0

. s . 1 =xn
Resolverlo y justificar si u(,,,) €s mayor o menor que cero.

Probar que % su(%,g)sil, si u(r,0) es la solucidén del problema plano:
Au=0 , r<1 1, 0s<Os=n
f 3
u(1l,0)=£(0) con (0) 0, n<0<2n

1 1 2
Urr+> Uur+ 5 ugg=cos " 0-a, r<l,0<0<mn
Resolver r r para los a que se pueda.
ur(1,0)=0, ug(r,0)=ug(r,m)=0
Resolver por separacién de variables el problema en la semiesfera:

cos 0

2 1
upy+ ur+ 3 uge+ up=0, r<l,0<b<m/2

r?sen®
ur(1,0)=£(0), ug(r,n/2)=0

¢Qué condicién debe cumplir f(0) para que exista solucién?

Hallar la solucién si f(0)=cos?-a para el Gnico a en que existe.

Au+u=0, (x,y)E(0,m)X(-n/4,m/4)
Calcular la solucién (o soluciones) de {u(0,y)=uy(X,-ﬂ/4)=uy(Xrﬂ/4)=0
u(mw,y)=seny
Comprobar que no podemos garantizar la unicidad del problema si utilizamos
la férmula de Green.

Resolver el problema exterior para la ecuacién de Laplace en el circulo y
en la esfera con simetria, es decir, resolver:
Au = 0, si r>R Au = 0, si r>R
{ u(R,0)=£(0), 0=6<2xm y { u(R,0)=£(0), 0<6<n
u acotada cuando r—sx u—0 cuando r—>x

Hallar la solucidén en ambos casos para f(0)=a constante y para f(6)=cos36.

Resolver:
ut-Au=0, (x,y)€(0,m)x(0,x),t>0 utt-Au=0, (x,y)E(0,n)x(0,m),tER
u(x,y,0)=l+cosxcos2y u(x,y,0)=sen3xseny,u¢(x,y,0)=0
ux(0,y,t)=ux(m,y,t)=0 u(0,y,t)=u(m,y,t)=0
uy(x,0,t)=uy(x,m,t)=0 u(x,0,t)=u(x,n,t)=0

2 2 9 ug-Au=0, 1<r<2,0<z<1l,t>0
Au = z , x“+y“+z°<1 u(r,z,0)=sennz
u=z> si x2+y2+zz=1 u(l,z,t)=u(2,z,t)=0
u(r,0,t)=u(r,1,t)=0
Un cubo homogéneo de lado =mn, inicialmente a temperatura constante T, se

sumerge en el tiempo 0 en un bafio que se mantiene a temperatura T,;. Hallar
la distribucién de temperaturas en cualquier tiempo t>0.
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problemas 9

1.

y" = f(t)

y(l)=a,y(2)=b

siguiendo el camino de la teoria para el calculo de la funcidén de Green
para la ecuacién de Laplace en el plano [ayuda: la funcién v(s)=|s-t|/2
satisface v"=d(s-t) para cada t fijo].

Hallar una férmula para la solucidn de

Hallar la funcidén de Green para la ecuacién de Laplace en el semiplano
{(x,y):xER,y>0} y utilizarla para la hallar la solucidén de

Au=F(x,y), XER, y>0

u(x,0) =£f(x)
Resolver el mismo problema para F=0 con transformadas de Fourier.

Au=0, r<a,0<6<m/2, a>0
a) Resolver: (Py) u(r,0)=u(a,0)=0
u(r,n/2)=1
b) Utilizando la funcidén de Green adecuada resolver
Au=0, (x,y)E(0,0)X(0,%)
u(x,0)=0, u(0,y)=1
y comparar su solucidén con el limite cuando a—» de la solucidén de (Pg).

Au=rcos26 , r<l

Calcular el valor en el origen de la solucidén de
u(l,0)=0, 0=0<2mn

Hallar la funcién de Green para la ecuacidén de Laplace:
i) en el semicirculo r<1,0&€(0,n); ii) en el dominio r>1, 0€(0,n/2).

senf, 6€[0,mn]
0 , 6g[m,2m]
del plano de coordenadas polares r=2, 0=0.

Sabiendo que u(l,0) = { , hallar el potencial u en el punto

a) Hallar la funcién de Green en el semiespacio z>0 para la ecuacidén de
Laplace.

b) En el plano z=0 el potencial es Vg dentro de un circulo de radio a,
centrado en el origen, y 0 fuera de ese circulo. Usando a) expresar
mediante una integral el potencial en un punto de coordenadas cilindricas
(r,0,z). Demostrar que a lo largo del eje del circulo (r=0) el potencial es

V=vo [ 1-2z(2z2+a2)"1/?]
Escribir, utilizando coordenadas esféricas, la funcién de Green G para la
ecuacién de Laplace en la esfera unidad y deducir la expresidén, en términos
de G, Fy f, de la solucién del problema
Au=F, r<l

(®) u=f si r=1

Hallar el valor de la solucién de (P) en el origen en caso de que:
i) F=1, £=1 , ii) F=z, f=z2°

Sea (E) ug-uxx—-2uxtau=0. Simplificarla con un cambio de variable adecuado.
2

Hallar la solucién de (E) que satisface la condicién inicial u(x,0)=e ¥ y

analizar su comportamiento cuando t-—so.
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l6.

17.

18.

19.

20.

97—98 residual

Sea { Up-Uxx=0, x>0,t>0
u(x,0)=0,u(0,t)=1, u acotada
Escribir en términos de la funcién error ¢ su solucién u(x,t) utilizando:
a) la foérmula para la semirrecta obtenida en los apuntes,
b) la férmula de la varilla infinita, tras cambio y extensidén adecuados,
c) transformadas de Laplace en la variable t [L[l—¢bdZVI)]=i'exp(—ng)]

Hallar con un error menor que 0.001 el valor de u(0.5,1), u(l,1), u(6,1),
u(l,4), u(2,4) y u(lz2,4).

2 I
akcos kxdk probando que %;==-§§

T
I e I(a,0)= ; usar
2Va

i) Hallar I(a,x)=fge'

o~

2 2 2 2
lo anterior para calcular: I (e ), S (ke @), IH(e3*), I(e7¥).

ii) Probar el resto de afirmaciones de los teorema 2, 2' y 4 de 9.2.
C . - ak
iii) calcular J[§(x-a)+d(x+a)] vy I 1(§9%4* ) .
Resolver mediante transformadas de Fourier:
{ut—uxx=0,xER,t>0 {ut—uxx+ux=0,xER,t>0 {ut—Ztuxx=0,xER,t>0
2

2

u(x,0)=e* u(x,0)=e"* /2 u(x,0)=9(x)
o [upmugx = 0, x,t>0

Resolver: {upg0)=f(x),uxﬂLt)=g(t),u acotada

Utilizando transformadas de Fourier resolver el problema puro de valores
iniciales para la cuerda vibrante y el problema 4 de problemas 6.

s p Upp=Uyy=0, x%20,t=0
ea  (P) u(x,0)=u¢(x,0)=0, u(0,t)=sent °

i) Hallar y describir u(x,t) para cada t>0 fijo
(ayuda: v=sentcosx satisface la condicién de contorno y la ecuacién).

ii) Hallar ﬁs, transformada seno de la solucién u hallada en 1i).
Hallar ﬁs resolviendo directamente (P) por transformadas seno.

Upp—Uyg,t2u+tu=0, x,tER i. con transformadas de Fourier
a) Resolver L. . —t
u(x,0)=£f(x),ue(x,0)=0 ii. haciendo u=we
Si f(x)=sennx, x<[0,1] vy 0 en el resto de R, dibujar u(x,3).
Upp—Ug.t2u+tu=0, 0<x<1l,tER
b) Resolver T Uxx T ! !
u(x,0)=sennx,ut(x,0)=u(0,t)=u(l,t)=0
uttt2uextuxx=0, x,tER
u(x,0)=0,ut(x,0)=g(x)
i) a partir de su forma candénica, ii) con transformadas de Fourier.

Hallar la solucidén de {

t2ug-ux =g (x)
u(x,1)=0

o~

Resolver: { por las caracteristicas y utilizando la <& .

Sea (E) uy+ (cost)ugy=u , xER,t=0 .

i) Hallar la solucién con u(x,0)=f(x) por Fourier y las caracteristicas.

£(x) = { cos?x, xE€[-m/2,m/2]
0 en el resto

iii) Estudiar si existe mds de una solucidén de (E) satisfaciendo u(0,t)=0.

ii) si describir u(x,t) para t=0.

Dado { U —U,,,=0(x) , XER, t>0
u(x,0)=0 , u acotada
hallar u(0,t) sin que aparezcan integrales en el resultado.
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