Soluciones de los problemas 1, 2, 3 y 4 de MétodoslI-C (entregados el 14-2-25).

. Sea [E] yuy—xux=—u +x2y2 . al Hallar su solucién general, tomando i) n=x y ii) n=y, y la que cumple

u(x,—1)=x, dibujando las caracteristicas y probando que es Unica.
b] Escribir, si las hay, 2 soluciones distintas de [E] que satisfagan u(x,0)=x.
c] Precisar en qué puntos del plano puede dar problemas de unicidad el dato u(x, 2x—2)=0.

al
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dy _y lineal
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Gx=—x —— Y=x (siempre peor vista como separable), xy=C caracteristicas.

) {52 (T, = nun=u—E2, u=p(EN+E2, [ u(xy)=pOxy) x+x2y?|. i
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u(x,—1)=x2+xp(—x)=x, p(—x)=1—x, p(v)=1+v,

u(x,y)=x+x2y+x2y? ‘ A N

0 bien u(x,—1)=x2—q(—x)=x, q(—x)=x%2—x, q(V)=v+Vv2”

Es Unica porque la recta y=—1 no es tangente a ninguna caracteristica.
O porque T(x)=1-(—1)—0-(—x)=—1# 0 para todo x. O porque en el
proceso de calculo ha quedado p(v) determinada Vv de forma Unica.

o
/

u(x,0)=0+xp(0)=x se cumple VpeC! con p(0)=1, y posee infinitas soluciones (peor usando la q).

Por ejemplo, p(v)=1, p(v)=v+1 dan lugar a las dos soluciones ’u1=x+x2y2 ‘ ’uz =X+x2y+x2y2 ‘ .

[T(x) =1.-0—0-(—x) =0 corrobora que y=0 era una caracteristica, lo que era evidente.
Esto no implica, en principio, que haya infinitas soluciones, pues podria no haber ninguna].

cl Para (x,2x—2) es T(x)=1-(2x—2)+ 2-x = 4x—2. Es tangente a caracteristicas para x=% [a xy=—% ]
Puede haber problemas de unicidad en el punto del plano |(1/2,-1)]|.
[Los hay: u(x,2x—2)=p(2x2—2x)x+4x%(x—1)? sblo determina p(v) para v>—1,
valor minimo de 2x2—2x (en gris su gréfica). Si v<—% quedan libres los valores
s e . 1
de la peC?, y hay infinitas soluciones cerca del punto en la zona y<—sx ]
Utt—Uxx=0, x=0, teR . 5 al Dibujar la extensién g* y dar su expresién.
2. u(x,0)=0,ut(x,0)={gosrfe;tzin[’o1i) . bl Hallar el valor de u(7m,5m), u(5n,5mn), u(3m,5m) y u(m,5m).
u(o, t)=0 ' ' c] Calcular u(x,5m) para x>8m y para 6m<x<8m.
d] Dibujar aproximadamente u(x,5m) [con algin célculo méas o usando las ondas viajeras :I:%fgg*].
—cos3 si xe[—3m,—m] ~cos¥ g
al] La extensién imparde g es g*(x) = { cos3 si xe[m,3m] ,/" T 1
0 en el resto de R A ,Zm 37 .

— T T T
La grafica de cos% es simplemente la del cosx expandida «— -3m -2 -m L ”\./ 5m

1 rx+t

Entonces u(x, t) =3 it

g*(s)ds seré la solucién del problema.

1cl2m 4 1 r3m

_ _ s _ s13m _ _1pl0m 4 _ 1 (4m s _
bl u(7m,5m) =3[, 9*=5[5. cosids_[senf]m_. usn,sm=3[y 9*=5[,. cosids_.

c]

d]

18m 4 1 =T s, 1037 4 1 r3m s .
u(3m,5m)= 5 =—5 +5 = s cossds=|—1|, como el primer valor.
( )=3) 219 2 on9 43009 g+ impar 2921 €952 P
1 r6m

u(m5m)=5|_,.

g*= @ , pues se cancelan las integrales.

X+57

5 g*= @ , pues el integrando es 0 en todo el intervalo [ x—51>37 |

Para x>8m es u(x,5m) = 3

. 3
Si 6m<x<8m, u(x,5n)=% Xf5ncos§ds=sen(52—"—’2—‘)—l= cos3—1|, pues es T<X—5T<3m, X+51>37.

sen(a—b)=senacosb—cosasenb’

. ,5
Hallando los valores en otros intervalos se comprueba que la forma de la U 5m)

solucién para t=5m es la del dibujo de la derecha; esa es la onda que -os
seguird viajando a velocidad 1 hacia la derecha indefinidamente. -1

-15

Otro modo de dar el dibujo (y la forma de la cuerda para otros valores de t) -2
es dibujar las ondas viajeras G(x)=%fg g* y —G, trasladarlas y sumarlas.

g 21 3n 4n St 61 n 81 On

Se pueden dibujar estas ondas sin siquiera hacer integrales, mirando las
areas positivas y negativas que se van afadiendo y utilizando el hechode  _&7 =7 5/
que la primitiva de una funcién impar es par. Trasladando la azul G a la
izquierda 51y —G (verde) a la derecha es clara la suma y dénde es nula.
La G, primitiva de funcién continua, ha de ser C1, como la solucién.




a] Resolverlo para una f general utilizando la F.
3. Sea {u“_4u’°‘+ut+2ux=0 bl Resolverlo si f(x)=e* a partir de la f ini b
. u(x,0)=2f(x), ur(x,0)=—f(x) * 1 Reso ve_r/o si f(x)=eX* a partir de la forma candnica, comprobar

la solucién y que la proporciona la expresién hallada en al.
c] En caso de ser f(x)={’(§(,1rgs’g’é(:,[‘0'l], i) dibujar aproximadamente u(x,1), ii) calcular u(2,t) Vt=0.

l:ltf+Uf+4k2l:l—2ikﬁ=0 2 2 9L —1:!:(1+4|/<)
! {a(k,0)=2fk,at(k,0)=—f(k)' HoHpFakT=2ik=0, u=
p(K)+q(k)=2f(k), p=2f—q gk 2ikt 4 o=t F(k) e—2ikt
e B ) = Pl=38 ato=f0=p(k). Gk, D=FK)e?Kt + et f(K)e

=2ik,—2ik—1, G=p(k)e?iktyq(k)e2ikt-t

ylu(x, t)=f(x—=2t) + f(x+2t) et |.

b] Los términos de orden 2 son los de las ondas y ya sabemos que es hiperbdlica y sus caracteristicas

E=x+2t {ux= Uug+up {uxx=u.gg+2u.g,7+u,m _ _ Ua_=y _v - n/4
{[‘]:X—Zt " lur=2ug—2up ' | urr=4ugs—8ugn+4upy - 16UE[7+4UE—O Vn=z., V=P (E)e -

u=p(E)e"+q(n), |ulx, t)=p(x+2t)eC—2/41 q(x—2t)| (solucién general)
{u(x,O):p(x)e"/4+q(x)=2eX, q'=2e*—[p'+5]e¥4

g(x)=e*
ut(x,0)=|:2p’(x)—%p(x)]e"/“—Zq’(x):—eX, 4p’e"/4=3ex, p’:%e3"/4, p(x) e3x/4 /

- ’ u(x, t)y=extt4 ex=2t ‘

[La solucién debia ser Unica por que los datos se dan sobre recta no caracteristical.
Comprobando: uit—4uxx+ur+2ux=

Xt (1—44142)+eX2t(4—4—242)=0, u(x,0)=eX+eX, ut(x,0)=eX—2eX

En particular, para f(x)=eX nos devuelve (s) la solucién de arriba u=eX2t4 eX+2te=t = | X2t ex+t |

Con algo de vista se podria dar la solucién () para f cualquiera hallada en a]
{p(X)eX/4+q(X)=2f(X), q’=2f"—[p’+5]e4

q0)=f()"
[2p’(0)—1p()]e¥4—2q'(x)=—f(x), 4p’e/*=4f'—f, p’=[f'—L]e/*=[fe /4], p(x)=f(x) e/~

el i) u(x, 1)=f(x—2)+f(x+2)e~L.Es la f inicial 2 a la derecha 1/4% “(Xkl[)\
y 2 a la izquierda, pero ésta de altura maxima % ~0.09. ——

-3 -2 —1 o] 1 2 3 7 X
) u(2, )=f(2—2t)+f(2+2t)e~t. Es f(24+2t)=0 si t>0 y sera u(2,t)
f(2—2t)=0 si te[0,5] osi t=1.Esnonulasélosi 3+ <t<1 0‘21 .
y en ese intervalo serd u(2, t)=2(1—t)(2t—1). 0% 0.5 T TS
4. a] Para {tut+ux=f(x)

) Resolverlo con la F, deducir la solucién para f(x)= eX y comprobarla
u(x,1)=0 ii) Resolver a partir de las caracteristicas y probar la unicidad.
Ur—uxx+u=0, xeR,t>0
b] Ahora {u(x,0)=f(x), u acotada
a1 i) {80 g n= pryeikint — L7 <5 k= 7060, atk = F0 S =t vam
A es t>0,upaOJo
El cociente es la transformada de la funcién h(x)={é' fést;[gélgt], con lo que serd u=+v2mf(x)*h(x):
oo Int X—s=Vv x—Int X
ulx, )= [_ f(x=s)h(s)ds = [, f(x—=s)ds = "= [ f(v)dv, |u(xt)=[_  f(V)dv]|.

u(x, t)=ex(1—%) ) %ex+e"(l—%)=ex y u(x,1)=0.

" L . =teX ur=e>*u
i) %=t, t=CeX. caracterlstlcas. Mejor: {E te —»{ t &

n=x

Hallar su solucién con la F en términos de una integral real. ,
" Escribir la solucién sin integrales en caso de que sea f(x)= e X"/4,

Cuando f(x) = eX la solucién pasa a ser

ux=—te>ug+uy

ux, t)=p(te™) + [y f(s)ds|.

p(e™)+ [ f=0 - p()=— 7"V, uCct)=[}  f(s)ds|.

Solucién Unica por no ser nunca la recta tangente a las caracteristicas (o por ser T=1)
Ny — AV
b] {221:,0)(;(/2))“ — A(k,t)= p(k) e~te=k*t &5 pky=F(k), a(k,t)= e~tF(k) ekt (muy similar al calor).

— up=f(n). u(g M=p(§)+ [y f(s)ds,

Del dato inicial: u(x,1) =

Haciendo la convolucién de las inversas:

u =57

—(><—s)2/4tds )

Sustituyendo f(s) y completando cuadrados se llegaria integrando a la solucion elemental (*), pero mejor
FleX/4)=y2e ¥, i=y2e te k(14 Como Fl(e=a?*)

—_1 ~—x%4a —t a—x2/(4+4t)
Vor ks es |u(x,t)= e~le .

V1+t
o) 52  s2—2xs+x% _  1rsvt+1 X 2 x2 ! _
O =T =w =l —mE | awen - cambio v=[]..




Soluciones de los problemas 5, 6, 7 y 8 de MII-C (entregados el 2-4-25).

5. Sea (e) x(x—1)y”’+2y’—2y=0. a] Hallar una solucién no nula que se anule en x=0, escribiendo la regla
de recurrencia. {Son analiticas todas sus soluciones en x=07? [Mejor calcular otra y, a partir de la y; hallada].
b] Probar que hay soluciones de (e) acotadas en x=1. {Tiene (e) soluciones polinémicas?
c] Determinar si hay soluciones de la ecuacién (e) que tiendan a 0 cuando x— .

al] x=0 es singular regular con r(r—1)—2-r+0=0, r=3,0. Sélo se anula en x=0:

y1=3Tcrxkt3 o S [(k+ 3)(k+2)ckxk*3 — (k+ 3)(k+2)ckxk* 2 + 2(k+ 3)cexk+2—2¢,xk+3]

k=0 k=0

o

STI(k+4)(k+1)cexk*3 — (k+3)kckxk*+2]=0 — x2:0co=0, Vco. x3:4c1=4co, c1=Co.

k=0
xk+2. (k+3)kck—1—(k+3)kck=0, Ck=Ck—1 — C3=Ca=++=Co, |Yy1 =x3[1+x+x2+---]=% )
La y2=>" bixK+dy1 Inx serd también analitica caso de ser d=0 (calculando se ve que lo es) y no lo serd si d#0.
k=0
. _ _ 2 2 /(1 —x)2 3
Pero mejor hallamos eJ[2/(x(1=0)] = o[[2/x+2/(1-x)] = 7 yz=}/1f% =X L= =i

es analitica y todas lo serdan en x=0.Y con la solucién elemental las respuestas a b] y c] son féaciles:

. . . . vz —_— 3
Es claro que la y, hallada tiende a 0 en el infinito y no cuesta ver que la solucion yz—y1=11T’;= 1+x4x2
es un polinomio P (y obviamente acotado en x=1). Pero se pueden responder analizando ambos puntos:

b] Haciendo s=x—1 la ecuacién se convierte en ’s(1+s)y”+2y’—2y=0 , con s=0 regular, de r=0,-1.

yi=>y. cksk — es obviamente acotada en s=0, y calculando obtendermos 1+s+%s2 (es P/3):
k=0

i [k(k—1)cksk+k(k—1)cks 1] + ichksk‘l—izcksk= 0 - s% 2¢c1—2c0=0 - c1=cp;
k=1

k=2 k=0

sl: 6cp—2c1=0 — cz=%co; s2: 12¢3—0c2=0 — c3=0=cg=C5="--.

cl x=1 - $(1-§)[s*y+2s3y]+2[—s2y]-2y=5%(1—s)y+5s(25—4)y—2y=0. s=0 singular regular, r=1,-2.
La y1 tenderd a 0 al tender s — 0% (es decir si x— ).

6. Sea {y” +4y’+ Ay =0 a] Probar que Ag=4 es autovalor y dar la {yo} asociada. Probar graficamente
' y(0)=y’(1/2)=0 que hay infinitos Ap >4 y escribir las {yn}. [Ayuda: no existen A<4].
b] Con ayuda de ordenador dar un valor aproximado de A1. O bien: b*] Probar sin ordenador que A1 <95.
cl Hallar el primer término del desarrollo de f(x)=e~2X en serie de sus autofunciones (el coeficiente de yq ).
d] Precisar para qué valor de a tiene infinitas soluciones y”’+4y’+4y=8x—a con esos datos de contorno.

al U2+4u+A=0, u=—2x+/4=X.Si A=4 es u=—2 dobley si A>4 son u=—2xwi, con w=+vA—4.
c1=0

—2e1c=0
A>4: y=[c1cos(wx)+czsen(wx)]e 2%, y(0)=c1=0.Y del otro dato:

y'(1/2)=cze " wcosy—2sen¥ ]=0. ¢z cualquiera si “2=tan*".

Son los infinitos Ap=4+ w%, con yp={e sen(wpx)}, n=1,2,...

A=4: y=[c1+cax]e %X, y'=[cr—2c1—2Cox] e 2X — } = Ao=4 autovalor, |yo={xe 2X}|.

tan(w/2) /”/2

[Para A <4 se obtiene que habria autovalores si fuese th§=§ Yy €s0 nunca ocurre]. N

3.4 6.28 942 1257 1571

b] El primer corte entre la tangente y la recta es en w3 ~8.987— A1~84.763.

b*] Graficamente: w; <3m<3(3.15)=9.45 <179 — 4+w§<4+%<95.

—6

1/2
® —2x xdx

—2x — —2x —2x —(e™y0) _ Jo -8 _
c] Para e"*=coxe +n§=1cne sen(wnpX) es Co= 7~ = (x4 —, pues el peso es

r(x)=e*, ya que nuestra EDO pasa a ser [e*y’]'+Ae**y=0 en forma autoadjunta. o

0.6

[Calculando y simplificando los ¢, no pedidos se llega a la expresién cn=m,

02

y con los valores aproximados hasta ws se obtiene este dibujo sumando 4y 6 términos].

0.1 02 0.3 04 0.5

d] En forma autoadjunta: [e**y’] +e?Xy = e*¥(8x—a). El homogéneo tiene infinitas soluciones {xe=2X} .

Debe ser: 0=f01/2 ezx(8x2—ax)dx=(4x2—%)ezx]cl)/z—fg/z(Sx—%)ezxdx =-..=e-2-9- :

Directamente es largo. La solucién general de la no homogénea acaba siendo: y=[c1+cox]e?X + 2x—2—% .
De y(0)=0 se obtiene c1=2+% y del otro sale c;=e. Sélo es posible para el a de antes, quedando c¢; libre.



n/2, 0<x<mn/2
0, m/2<x<m
junto a la suma de esos términos [con ordenador]. ¢éCudl debe ser la suma de la serie si: i) x=0, ii) x=27

2
ur—uxx+u=0, xe(0,m), t>0
b] Resolver {u(x 0)=F(x), ux(0, t)=ux (1, £)=0 para:

7. a] Calcular 6 términos no nulos de la serie de Fourier de f(x)={ en {cosnx}. Dibujarla f

i) f(x)=cosx, ii) la f(x) del al.

al Si f(x)=ﬂ+2ancosnx es an=%fgf(x)cosnxdx para n=0,1,2... g,
n= nm 2
2 2 sen—=
En concreto, ao_zf"/ m/2dx=%. ap= (;T/ cosnxdx=-—7%, n>1.

Sélo sobreviven la constante y los cosenos impares: £y
4
n 1 1 1 1
fx)= 7 +COSX—35 C0S3Xx+ £C0S5Xx—3sen7x+ 5 Cos 9x—---
. L2 . 0 T S X
i) Como la extension par de f es continua en 0 la suma debe ser su ]! r M an
4 2 4

valor en el punto f(0)= . [Comprobable: es m/4 mas el arctanl].

ii) En 2 (es discontinua) convergera hacia 3[f(2)+f(2")]=|Z|. [Esto es obvio en la serie].

X" +AX=0

X'(0)=X"(1)=0 " An=n?%,n=0,1,2,... Xn={cosnx}. (Entre ellos Xo={1}).

Y ademads T/'=—(A+1)T, T,,:{e—(n2+1)t}_

_ T X"
bl u=XT, T+1—T——)\—> {

Por tanto u(x,t)=%e~t+ > ap e~("*+Dtcosnx y sélo falta cumplirse u(x,0) = 2+ > apcosnx=£(x).

n=1 n=1

Para i) (no se necesita hacer ninguna integral) es claramente a;=1 y resto an,=0 — ’ u(x,t) = e 2tcosx|.

Para ii) los ap son los calculados en al, y asi es: T
2
x m+1 2
u(x, t) = ze- Z 1) e~ (4m*=4m+2)t co5(2m—1)x -
m=1 Y
=Jet+ e 2tcosx— %e—mtcos 3x + % e 26tcos5x + -+
0 X

A la derecha solucién dibujada para t=0,0.05,0.4,1 con 6 términos de la serie.

T T 3n
Tiende a 0 cuando t— oo por el término +u a pesar de sus extremos aislados. 4 2 4

Resolver este problema no homogéneo para una {Utt +2ur—2uxx = e~ tsenx, xe[0,m], teR
" cuerda con rozamiento y comprobar su solucién: | u(x,0)=0, ut(x,0)=7sen5x, u(0, t)=u(m, t)=0"

T/+2T _ _
a7 = A

Separando variables en la ecuacidon homogénea: u=XT — X(T"+ 2T")=2X"T, XTH=
X" +AX=0 < T , .
= 1X0)=x(m=0 ~ Xn={sennx}, n=1,2,... [yademss T”+2T/+2AT,=0 que aqui no se usa].

Se lleva pues a la EDP: u(x,t)= ZTn(t) sennx, obteniendo Z [T/+2T/+2n?Tp]sennx = e ‘senx.
n=1 ya desarrollada

Ademas: u(x,0)= ZTn(O)sen nx=0, us(x,0)= Z T’(O)sen nx=7sen5x = Tp(0)= T’(O) 0,
menos T’(O) 7.
Todas las EDOs son homogéneas con coeficientes continuos y datos iniciales nulos (y podemos asegurar que
su solucién es T,=0 sin calcular nada, pues 0 es solucién y sabemos que hay solucién Unica) menos dos:
{T1’+2T1+2T1=e—t
T3(0)=T4(0)=0
{T§’+2T§+50T5=0
T5(0)=0,T;(0)=7"

, Ti=(c1cost+cysent)e t+e™t [u=—1%i, Typ=Aet— A= 1]—» up=[1l—cost]et

Ts=(c1cos7t+cysen7t)e ! [u=—1+7i] L us=e"tsen7t.

La soluciéon sera entonces: |u(x, t) = [l—cos t] e~tsenx + e tsen7tsen5x

u(0, t)=u(m t)=0 por cumplirlo senx y sen5x. u(x,0)=0 por anularseel[-]ysen7t.
ur=[sent+cost—1]e tsenx+[7cos7t—sen7t]e~{sen5x =5 7sensx.
urr=[1—2sent]e tsenx +[—14cos 7t—48sen7t] e fsen5x.
Uxx=—[1—cost]e tsenx—25e~tsen7t sen5x.

Ute+2Ur—2Uxx = [(1—2+2)+(2—2) cost+(—2+2)sent]e tsenx
+[(~14+14)cos7t+(—48—2+50)sen7t]e tsen5x = e tsenx.

[Si se ha encontrado una solucién de la EDP que ademés cumple los datos de cortorno: v=e~tsenx,
hacer w=u—v llevaria el problema a uno homogéneo, a cambio de complicar los datos iniciales].




