
Soluciones del examen de mayo de Métodos II (C) (14-5-25)

Elegir TRES problemas entre 1, 2, 3 y 4. Elegir DOS entre 5, 6 y 7.

1. Sea la ecuación (L+2y)My+LML=2M y los datos: i) M(2, y)=2y , ii) M(L,→L)=L . [1.8 ptos]

Calcular la solución que cumple el dato para el que hay solución única. ¿Cuántas soluciones cumplen el otro?

dy
dL =

2
Ly+1 lineal, y= CL2+L2

∫ 2
L = CL2→L , y+L

L2 =C ( y=→L la característica más simple).

Mejor:
"
N=yL→2+L→1
O=L ,

" My=L→2MN
ML=→(2yL→3+L→2)MN+MO

, MO= 2M
O , M=p(N)O2= p

# y+L
L2
$
L2 .

Mucho más largo con O=y .

Las T respectivas son: i) T(y)=0·(2+2y)→1·2=→2 ↑=0 para todo y ↓ unicidad.

ii) T(L)=1·(L→2L)→ (→1)1·L↔0 . Es una característica (tangente en cada punto

y además se sabía) y, por tanto, tendrá inifinitas o ninguna solución.

Imponemos i): M(2, y)=p
# y+2

4

$
4=2y, y=4P→2, p(P)=2P→1, M(L,y)=2y+2L→L2 .

Para el ii): M(L,→L)=p(0)L2=L , lo que es imposible. No hay solución con ese dato.

2. Sea
"Mtt → 2MtL + MLL → M = 0
M(L,0)= ƒ (L) , Mt(L,0)= ƒ ↗(L)

. a] Resolver el problema con la transformada de Fourier.
b] Hallar su solución general a partir de la forma canónica. [1.8 ptos]

a]
"
M̂tt + 2ik M̂t →

#
1+k2
$
M̂ = 0 , Q=→ ik ±

%
→k2+1+k2=→ ik ±1 , M̂(k, t)=p(k)e→ ikt+t+q(k)e→ ikt→t cR↘

M̂(k,0)= ƒ̂ (k) , M̂t(k,0)=→ Rkƒ̂ (k)
" p + q = ƒ̂ p(k)=q(k)= 1

2 ƒ̂ (k)
→ ik(p+q)+p→q=→ ikƒ̂ , p=q≃ . M̂(k, t)= 1

2 ƒ̂ (k)e
→ ikt &et+e→t
'
, M(L, t) = ch t ƒ (L+ t) .

b] B2→4AC=0 parabólica,
"
N = L+ t
O = t ↘
" Mt=MN+MO
ML = MN

,
( Mtt=MNN+2MNO+MOO
MLt=MNN+MNO
MLL= MNN

↘ MOO→M=0 forma
canónica

EDO lineal de 2⇐ orden en O con Q=±1 ↘ M=p(N)eO+q(N)e→O , M(L, t)=p(L+ t)et+q(L+ t)e→t solución
general

Comprobamos la particular por aquí:
" p+q= ƒ , p↗+q↗= ƒ ↗ ⇒
p↗+q↗+p→q= ƒ ↗ , p=q≃ p(L)=q(L)= 1

2 ƒ (L) , M(L,t)= 1
2 ƒ (L+ t)
#
et→e→t
$
.

3. Sea
"Mtt → MLL = 0 , L⇑0 , t⇓R
M(L,0)=0 ,Mt(L,0)=e→L,M(0,t)= t

.
Hallar con D’Alembert: a] M(1,2) , b] M(1,t) ∃t⇓ [0,1] .

[La P para el cambio es clara]. [1.8 ptos]

1 ex

e–x

g*

1

–1

–1

x
3

1

S=M→ t ↘
"Stt → SLL = 0
St(L,0)=e→L→1↔g(L) ,S(L,0)=S(0,t)=0 . Entonces será:

M(L,t) = t + 1
2

∫ L+t
L→t g

∅(s)ds con g∅ exensión impar de e→L→1 .

a] M(1,2) = 2+ 1
2

∫ 3
→1 g

∅ =
impar

2+ 1
2

∫ 3
1

#
e→L→1
$
dL = 1 + e→1

2 →
e→3
2 .

&
No se ha necesitado la expresión de g∅ en L⇔0 , que es →(e+L→1)=1→eL

'
.

b] En t⇓ [0,1] es 1→ t⇑0 y la integral no incluye valores negativos:

M(1,t) = t + 1
2

∫ 1+t
1→t
#
e→L→1
$
dL = t→ t + 1

2

&
et→1→ e→t→1
'
= e→1 sh t .

En [1,∇) sería M= t + 1
2

∫ 1+t
t→1 g= t→1+ e→t sh1 (el dibujo en [1,2] a la derecha). t

4. Sea Ly↗↗→2y↗+Ly=0 . Hallar, usando la regla de recurrencia, 3 términos no nulos del desarrollo en torno a
L=0 de la solución y1 . ¿Dónde converge esta serie? ¿Están y1 e y2 acotadas en L=0 ? [1.8 ptos]

T=→ 2
L ↓ L=0 singular. L2y↗↗→2Ly↗+L2y=0 , T∅=→2 , b∅=L2 analíticas (s.reg.). r(r→1)→2r=0 , r=3,0 .

Como T∅ y b∅ ‘convergen’ ∃L el teorema de Frobenius asegura que también lo hacen las series solución.

y1=
∇∑

k=0

ckLk+3 . y2=
∇∑

k=0

bkLk+dy1lnL ambas acotadas
&
aunque sea d ↑=0 , pues L3 ln |L|→↘

L↘0
0
'
.

∑

0

&
(k+3)(k+2)ckLk+2 → 2(k+3)ckLk+2 + ckLk+4

'
=
∑

0

&
(k+3)kckLk+2 + ckLk+4

'
= 0 ↘ ck=→ ck→2

(k+3)k .

L2 : 0 · c0=0 , ∃c0 ; L3 : 4c1=0=c3= · · · ; L4 : 10c2+c0=0 , c2=→ 1
10c0 ; c4=→ 1

7·4c2=
1

280c0 , . . .

y1= L3→ 1
10L

5+ 1
280L

7→ · · · .
&
Tiene solución elemental: y=c1(senL→L cosL)+c2(cosL+L senL)

'
.



5. Sea
"
L2y↗↗ → 2Ly↗ + Uy = 2L3

y↗(1)=4y(3)→3y↗(3)=0 . a] Estudiar si U=0 y U=2 son o no autovalores del problema homgéneo,
escribiendo su autofunción {yh} en caso de serlo.

b] Para ambos valores de U precisar cuántas soluciones tiene el problema no homogéneo. [2.3 ptos]

Ecuación de Euler con Q2→3Q+U=0 . Forma autoadjunta: y↗↗→ 2
Ly
↗+ U

L2 y=2L , e
→2 lnL,
& y↗
L2
'↗+ U

L4 y =
2
L .

a] Si U=0 , y=c1+c2L3

y↗=3c2L2
. Imponiendo datos:

" y↗(1)=3c2=0
4y(3)→3y↗(3)=4c1+27c2=0 ↘ c1=c2=0 . No es autovalor.

Si U=2 , y=c1L+c2L2

y=c1+2c2L
.
" y↗(1)=c1+2c2=0
4y(3)→3y↗(3)=9c1+18c2=0 ↓ c1=→2c2 . Es autovalor, con yh=

*
L2→2L
+

.

b] Para U=0 el problema no homogéneo tendrá solución unica por tener el homogéneo sólo la trivial y↔0 .
Para U=2 el no homogéneo tendrá infinitas o ninguna dependiendo de si se anula o no la integral:

∫ 3

1

#
L2→2L
$ 2
L dL =
∫ 3

1
(2L→4)dL =

&
L2
'3
1→ 8 = 0 . Tiene infinitas .

Más largo imponiendo los datos a la solución general de la no homogénea: yp=AL3 ↘ y=c1L+c2L2+ L3 ↘
" y↗(1)=c1+2c2+3=0
4y(3)→3y↗(3)=9c1+18c2+27=0 ↓ c1=→2c2→3 . Las infinitas son y = c2

#
L2→2L
$
+ L3→3L .

6. Resolver por separación de variables
(
Mt → 3t2MLL= e→4t

3
cos2L , L⇓ (0,V) , t>0

M(L,0)=2sen2L , ML(0, t)=ML(V, t)=0
. [2.3 ptos]

Por ser una EDP nueva empezamos separando variables en la homogénea XT↗=3t2X↗↗T , T↗

3t2T =
X↗↗
X =→U

↘
"X↗↗+UX=0
X↗(0)=X↗(V)=0 , Xn=

*
cosnL
+
, n=0,1, ... autofunciones

del homogéno
#
entre ellas {1}

$
.
&
Y además T ↗=→3t2UT ↖

'
.

Llevamos entonces a la EDP y al dato inicial la serie M(L, t) = T0(t) +
∇∑

n=1
Tn(t) cosnL obteniendo:

T↗0 +
∇∑

n=1

-
T↗n+3n

2t2Tn
.
cosnL= e→4t

3
cos2L , T0(0) +

∇∑

n=1
Tn(0) cosnL=1→cos2L (segundos miembros

ya desarrollados).

Como el resto son problemas para EDOs homogéneas continuas y con dato inicial 0 sólo hay que resolver:
" T ↗0 = 0
T0(0)=1

↘ T0=1 ,
"
T ↗2+12t

2T2=e→4t
3

T2(0)=→1
↘ T2=Ce→4t

3+ e→4t
3∫
e4t

3
e→4t

3
dt = (C+ t)e→4t3

dR↘ C=→1 .

Por tanto, M(L, t) = 1 + (t→1)e→4t3cos2L .

7. Resolver el problema en el semicírculo
(
Mrr+ 1

r Mr+
1
r2 MWW=0 , r<1 ,0<W<V

Mr(1,W)=VW , M(r,0)=MW(r,V)=0
. [2.3 ptos]

Conocemos las EDO que da M=RE↘
"E↗↗ + UE = 0
E(0)=E↗(V)=0 , Un=

(2n→1)2
4 , En=
*
sen 2n→1

2 W
+
, n=1,2, ...

Y también r2R↗↗+ rR→UnR=0 , Q=±
%
Un , que para los Un de arriba da: R=c1rn→

1
2 +c2r→n+

1
2 .

Y además las soluciones han de estar acotadas en el origen: Rn=
*
rn→

1
2
+
↘ M(r,W)=

∇∑

n=1

??
cn rn→

1
2 sen 2n→1

2 W .

Imponemos el último dato de contorno para hallar los cn : Mr(1,W) =
∇∑

n=1

2n→1
2 cn1n→

3
2 sen 2n→1

2 W = VW ↘

cn= 2
2n→1 2
∫ V

0
W sen (2n→1)W2 dW = 8

(2n→1)2 cos
(2n→1)W

2

'V
0 +

8
(2n→1)2
∫ V

0
cos (2n→1)W2 dW = 16

(2n→1)3 sen
(2n→1)V

2 .

La solución única de este problema mixto será entonces: M(r,W) =
∇∑

n=1

16(→1)n+1
(2n→1)3 rn→

1
2 sen2n→1

2 W .


