Soluciones del examen de mayo de Métodos Il (C) (14-5-25)
Elegir TRES problemas entre 1, 2, 3y 4. Elegir DOS entre 5,6y 7.

1. Sea la ecuacion (x+2y)uy+xux=2u y los datos: i) u(2,y)=2y, ii) u(x,—x)=x. [1.8 ptos]
Calcular la solucién que cumple el dato para el que hay solucién Unica. éCudntas soluciones cumplen el otro?

ﬂ——y+1 lineal, y= CX2+X2f2 =Cx?%—x, y;x—C (y=—x la caracteristica mas simple). 1
o [E=yx24x7t {Uy=>< Ug _2u YHXY 52
Mejor: { 5% A sy ¢ Un= s u=pE)N?=p(52)x?.

Mucho mds largo con n=y.
Las T respectivas son: i) T(y)=0:(2+2y)—1-2=—2#0 para todo y = unicidad.
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i) T(x)=1-(x—2x)—(—1)1-x=0. Es una caracteristica (tangente en cada punto -2
y ademas se sabia) y, por tanto, tendra inifinitas o ninguna solucién. \

Imponemos i): u(2,y)= p(y+2)4=2y, y=4v—=2, p(v)=2v—1, |u(x,y)=2y+2x—x>

Para el ii): u(x,—x)=p(0)x2=x, lo que es imposible. No hay solucién con ese dato.

2. Se {utt— 2Utx + Uxx—u=0 a] Resolver el problema con la transformada de Fourier. (1.8 ptos]
u(x,0)=f(x), ut(x,0)=f’(x) * bl Hallar su solucién general a partir de la forma candnica. ©P

: {att+2ikat—(1+k2)a=o, p=—ik £ VK23 1+k2=—ik %1, Uk, t)=p(k) e—iKt+t 4 g(k)eikt—t &
a(k,0)=f(k), ar(k,0)=—ikf (k)

pra= f _ p=q(k)=3f(K)
—ik(p+q)+p—q=—ikf, p=q~ '

a(k, t)y=3 f(k)e~ikt[et+e7t], ] u(x, t) = cht f(x+t) \ .

_ _ Utt=Ugg+2Ugn+Unn
2 _ T E=x+t Ur=ug+u _ _n forma
b] B-—4AC=0 parabdlica, {n=t — {ux=u§ n, {th__u55+ugn = Upn—U=0 Zndnica
xx = Ugg
EDO lineal de 2° orden en n con p=+1 — u=p(E)eN+q(&)e=", | u(x, t)=p(x+t)et+q(x+t) et ;(élrﬁ‘g'rgr
. . (pta=f,p'+a’=f"\
Comprobamos la particular por aqui: {p +q'+p—q=f, p=q” p(x)= q(x)——f(x) u(x, t)—zf(x+t)( t)
3. Se {utt—uxx =0, x=0,teR Hallar con D’Alembert: a] u(1,2), bl u(l1,t) Vte[O0,1].
u(x,0)=0, ug(x,0)=e*, u(0,t)=t * [La v para el cambio es claral. [1.8 ptos]
w=u—t — {th_ Ee Entonces sera: 1 :
- we(x,0)=eX—=1=g(x), w(x,0)=w(0,t)=0 " ' 1-e*
u(x,t)y=t+ zf“ttg (s)ds con g* exensién impar de e X—1. 1 X
—1 0 3
_ e-1 e—3
al u(1l, 2)—2+2f [0} |m?ar2+2f1 1)dX— 1+T—T . -

[No se ha necesitado la expresion de g* en x<0, que es —(e**—1)=1—eX].

bl En t€[0,1] es 1—-t>0 y la integral no incluye valores negativos: 08

w1l =t+3 [ (e*—1)dx=t—t+ I[et-l—e~t1]= "

0.2
En [1,00) seria u= t+1 3 t1+1tg=t—1+ e~tsh1 (el dibujo en[1,2] a la derecha).
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4. Sea xy’’—2y’+xy=0. Hallar, usando la regla de recurrencia, 3 términos no nulos del desarrollo en torno a
x=0 de la solucién y; . {Dénde converge esta serie? (Estdn y; e y, acotadas en x=07? [1.8 ptos]

a=—2 = x=0singular. x2y”—2xy’+x2y=0, a*=—2, b*=x2 analiticas (s.reg.). r(r—1)—2r=0, r=3,0.
Como a* y b* ‘convergen’ Vx el teorema de Frobenius asegura que también lo hacen las series solucién.

y1=ickx’<+3. yz—Zbkxk+dy1Inx ambas acotadas [aunque sea d#0, pues x3 In|x|—>0]

k=0 k=0
20: [(k+3)(k+2)cixk+2 — 2(k+3)cixk*? + cpxk+4] = ZOZ [(k+3)kckxk+2 + cxk+4]=0 — Ck=_(l<c-ll<-—_32)k )
x2:0-c0=0, Vcg;: x3:4c1=0=c3=---; x*: 10c2+co=0, cz=—1—10c0; C4=—%C2=ﬁCo,

y1= x3—%x5+ %ﬂ— -+ |. [Tiene solucién elemental: y=ci(senx—xcosx)+cz(cosx+xsenx) .




5. Sea {xzy”— 2xy’+ Ay =2x3  a] Estudiarsi A=0 y A=2 son o0 no autovalores del problema homgéneo,
y'(1)=4y(3)—-3y’(3)=0" escribiendo su autofuncién {yx} en caso de serlo.

b] Para ambos valores de A precisar cuantas soluciones tiene el problema no homogéneo. [2.3 ptos]

Ecuacién de Euler con u2—3u+A=0. Forma autoadjunta: y”—%y’+ ;\—2y=2x, e—2Inx, [y—/]'+ )%y = %

x2
y'(1)=3c2=0

. y= C1+C2X . i _ _
alSi A=0, Imponiendo datos: {4y(3)—3y’(3)=4c1+27cz=0 — c1=c2=0. No es autovalor.

y’=3cox2

2 Y
. =C1X+C2X 1)=c1+2¢c2=0
SiaA=2, §=c1+2c2x . {Z;(;)—Bl)/’(3)2=9c1+18cZ=0 = c1=—2c; . Es autovalor, con |y, ={x?—2x}|.

b]l Para A=0 el problema no homogéneo tendrd solucién unica por tener el homogéneo sélo la trivial y=0.
Para A=2 el no homogéneo tendri infinitas o ninguna dependiendo de si se anula o no la integral:
3 3
j (x2—2x) 2 dx =f (2x—4)dx = [xz]i— 8 =0. Tiene infinitas.
1 1
Mas largo imponiendo los datos a la solucién general de la no homogénea: yp=Ax3 — y=C1X+Cx%24+ x3 —

y/(1)=C1+2C2+3=0 _ e s _ 2 3
{4y(3)—3y’(3)=9c1+18cz+27=0 = c1=—2c2—3. Las infinitas son y = ¢(x?—2x) + x3—3x.

—3t2uxx= e 4 cos 2x, x€(0,m), t>0

6. Resolver por separacion de variables
POTSER { u(x,0)=2 sen2x, ux(0, t)=uyx (1, t)=0

[2.3 ptos]

/ 17
Por ser una EDP nueva empezamos separando variables en la homogénea XT’/=3t2X"T, 3t2T )g( =—\
X" +AX=0 _ _ autofunciones te T/'—=—32)T 1
{X’(O):X’(n):O , Xn={cosnx}, n=0,1,... del homogéno (entre ellas {1}). [Y ademas T/=—3t2AT1].
Llevamos entonces a la EDP y al dato inicial la serie u(x, t) = To(t) + Z Th(t) cos nx obteniendo:

- dos miemb
T’+Z[T’+3n2t2Tn]cosnx e cos 2x, To(O)+nZ;Tn(O)cosnx 1—cos2x (Sp3u4nos miemoros

Como el resto son problemas para EDOs homogéneas continuas y con dato inicial 0 sélo hay que resolver:

{T(’)=0 {T;+12t2T2=e—4f

_ —Ca—At3 | a— A [ Q43 o—at? g1 _ —at3 Al ~_
T0(0)=1—>To—1, FO)=—1 — Tp=Ce 4 4 =4[ e e=4dt = (C+t)e = C=-1.

Por tanto, ’ u(x, t) =1+ (t—1)e 4 cos 2x ‘ )

Urr+ = ur+ Uee 0,r<1,0<6<m

7. Resolver el problema en el semicirculo {
(1,9) ne, u(r,0)=ug(r, m)=0

[2.3 ptos]

0" +X0=0 _ (2n-1)?
0(0)=0'(m)=0"' An=""7——, On=

Y también r2R” +rR—A,R=0, u==++/A,, que para los A, de arriba da: R=c1r”_5+czr_”+% . Q

1 X 27 1 _
Y ademas las soluciones han de estar acotadas en el origen: Rn={r”_5} — u(r,0)=>¢cn r"~2 sen 2”2—19.

Conocemos las EDO que da u=R0O — {

- I _3 _
Imponemos el dltimo dato de contorno para hallar los cn: ur(1,0) =3 2”2 Lenl™ 7 sen 2”719 =76 —

_ 2 " (2n—1)6 _ 8 (2n—1)6 11 8 " (2n—1)6 16 2n—1)m
Ch=3p—1 2J065en s——df = Gn-1)2 €05* 3 ]0+ (2n—1)2J0 Ccos*=—=——db = Gno1)p S€N*"% -

vz 7 . . 7 n+1 — =
La solucidn Unica de este problema mixto sera entonces: |u(r,0) = Z 1(62(n 13)3 rn—z senzn 1o .
n=1




