Soluciones de problemas de Calculo (grupo C - 24/25) 4. Integrales multiples

1. a)/ol[:(x2+y2) dy dx =[:/01x2dxdy +/01[:y2dydx = Z/lezdx +2/01y2dy _ 43_1'

1 pl 1 1 : .

b) L/O ye*Ydx dy =/_| [exy]ody :L [ey_l] dy = e—e~'=2 (~0.35).

c¢) Como el integrando tiene dos expresiones en R, debemos hallar dos integrales:
1pl 1 px | 2 ) |

/()"/x (y—x)dydx+/0[1 (x_y)dydx :A [%4_@]61)(: :'/0‘ (x2+1)d)€=%. N4 I

d)[:/()‘(xy)Zcosx3dxdy :/1‘ y2[Lsenx?]} dy = %Senlfolyzdy = Zsenl.

2p2 2 2 2 2 2
2. //1 dedy = [Flogxdx+ [ logydy =2[2log2-1], log s ds=s1 —[*1ds=2log2-1.
a) . og(xy) dx dy /1 og x dx /1 ogydy [2log2-1] pues/1 ogsds=s ogs]1 /1 s og

2 pd-y? 2 4 pVA-x 4
b)// x3ydxdy=%/ y(4—y2)4dy:0.0bien// x3ydydx:/ 0dx=0.
—2.J0 -2 0 JVd—x 0

impar
1 px 1 2 1 Y SR
o [[ v dyar= [ [5]ae=1 [ s = 4 [1-1] = 4. Ny
x fy=x
) 1 pyy 1, 1 :
Oblen// xy dx dy =/ ] dy = %/ [y2=y’1dy = 3[3-3]= 5. -
0Jy 0 Y 0 %
2p,y 2 0 1 2
d)// eX Y dx dy :/ [l—e‘l‘Y/z]dy:2[l—%+ei2] , 0 mds largo: y=2x+2
0Jy/2-1 0 g
0 2x+2 202 0 2 y=x
/ / e* Y dydx +// e* Y dydx :/ [ex— e_x_z]dx+/ [1— ex_z]dx.
-1J0 0Jx -1 0 -1 0 2
)2 pt— /2 /2
e) Mejor: / / “senx dx dy :/ [Cosy - Cos(n—y)] dy = [2 sen y] =2. 2 d
0 Jy 0 =—cosy 0 = y=n—x
. /2 px n T-x _ /2 n B = X=m—y
Peor: /0 /0 senx dy dx +/”/2/0 senx dy dx —/0 xsenxdx + n/z(zr x) senx dx D i
0 /2 T

:—[xcosx]g/2+/0n/2cosx dx — [(ﬂ—x) cosx]:/2 —/";cosxdx =2.

) [j[s'x/zxdydx +/02/25_X/2xdydx - 5[:[x+x¢2] +5/02[x—x72] =404 10- 9, i

Ix/4
Con un cambio lineal podriamos llevar el tridngulo a uno mds sencillo; por ejemplo, :
el que lleva (1,0) a (2,4) y (0,1) a (-4,7), es decir, el dado por la matriz: _
_(2 -4 x\ A fu) _ (2u=4v\ 10y | |2 4] _ 2pn. v i :
A—(4 7)’0563, (y)—A()—( )a |6(u,v)_‘4 7 —30, ]
1pl-u 1
o Js " 60(u=2v) dvdu =60 [ [u(1-u)—(1-u)*|du = 10 .

v du+Tv

g) El recinto aparece dividido en dos regiones: //D f= //Dl f+ //D2 f. o
/Olfox’xz(xz_'_&yz)dy dx +/12/X:2 (x*+6xy)dy dx =/01 [x? (x=x?) +x(x—x%)?| dx —/12[--] dx :
= fol (% +x* =617 +6x°—2x7) dx —fIQ(--) dx = % + 55 =

2 p2 2 ax s
3- l‘[ exzdxdy :'/0"/(; exzdydx :'/0' xex2dx: %ex2:|(2)= %[64_1].

(La integral inicial no tiene primitiva elemental).

4. 2) f(x,y):% =0,1,-1 - y=0, y=x2, y=—x? (parédbolas). v
1
B ° : y=2-x
V= ()| 22 A= D)= (2. (3 8) =, s
2 p2-x 2, 5 5 : . ;
b [ £= [ S dyde=d [T gem (<2 2] d = 3 AN

Algo mads corto que:
1 p2-y 1 1
[ mady=[y[1-g5]dy = [y+1- 2] dy =5 +1+2In2.
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5. a) 1) Para no hacer 2 integrales, es mejor integrar primero respecto a x :

24

/02 yy/éz+1(2x y)?dxdy= /o [ (2x-y) ] /2+1d /o 2dy= )
Mais largo: fofo (2x—y)3dy dx +f/2 2(2x—y)‘dycbc

—/0 4x4dx+/l [4-4(x-1)*] dx = 2+4-2 = 4.

.. Coou=2x—y x="Y 9(x,y) _|1/2 12| _ 1 3 114
ii) Con el cambio: =y » Y=y 2, D) = ‘ ]‘—5. E/o/o ududv-l-[zu

b)// e’” xdydx+// e’ dy dx /f [?—e2¥] dx+/01[ez‘2x—l]dx

= 6:2—1+l[e‘z"]?l—l[ez‘”]1 =le2—1/.

0
y—Xx y—Xx 2y_ _a2y-2 _ | a2
/O[ye dxdy+// e’ *dxdy / 1 dy+/ e’—e ]dy n. N /
. u=y-x . X=§(V—M) _O(xy) _|FW2 12y _1
Pide hacer{ _.,, - Despejando {y:%(u+v) =5 = e 1p| T2 [J=5. 5 0 i

2p2 2
Los lados pasan a ser u,v=0,2. La integral se convierte en: %// e'dudv = %/ [e2-1] dv = m .
0J0 0

u=y—x x=(v-u)/2 B 1/21/2—_l xi0—>ui1i y )
6 {V=Y+x < {y=(u+V)/2 R VRS ;;S:?i_viz L ?
A
Luego,// e(y=x)/(y+x) dx dy =l/2/ve“/"du v =/2v(e—l)dv ol Y )
D 2 0J-v 0 € e |
a(u, MR
7. u =Xxy,v :x2_y2 - QEZ,;; 2x 2y 2(x +y2) - 3 A

2,2 _ [ _
//D(x -I—\y)dxdy—/l/lzdvdu 3

[Casualidad que coincida casi con el jacobiano].

[Despejar x,y en funcién de u,v es complicado]. 0

1 Vi-x2 1 1 27 27
3 _ 3112 dy — 4 3 _1 can2 _
8. a)[lx/_ — dydx—ZLx 1—x? dx 0./0r dr/o cos’0do 5/0 cosf(1—sen“0) d9=0.

impar
[integral de funcién impar en recinto simétrico]

b)/ Sdr/ cost0 df = L. 2n(1+2c0526+%[1+cos46’])d@ =Llogd=x,

275 %
/ /\/ﬁ dydx = 4/0 x*V1-x2dx = 4/0ﬂ/2sen4t cos’t dt =

o

. e e, _1['2 2N g A1 _ 11 1
. a) 1) Cartesianas: //f— x‘ydydx =5 [ x (1—X )dx—§[§ —§]— 15
D 0 0 0
1 pVIy2 1 1
Mis largo: /0/0 x?ydxdy = %/0 y (1—)’2)3/2 dy = _ls (1_)’2)5/2]0 = 11_5
i/
ii) En polares: // f =/ 2/1r4 cos26 sen dr do = [%rS]é [—%00536]0 = %% = %
D 0 0

V2 pV2-x2 V2
b) i)/ / x dy dx :/ xV2—x2dx = —1(2- x2)3/2]f 1, obien

2
[ = 11T = =t

ii)'/on/yl/coserzcosedrde = %/Oﬂ [2\/5 cos O— 129]d _ % [2V2 sen 6— tan@]ﬂM %[2_1] _ %

c) r+rcosf=1, x>+y>=(1-x)?, x:# que corta y=—x si y=—1+V2 — -
D A= (st 2n)dy = V2 4y 1 = 40 it \.
i) [ij:ztjon/<1+cos”>rdr de:%,/,:f(liiﬁ)z = [u=tan ¥ ---] = [ tang+1 tan’¢ 3n/4 4 Liys, BN ﬁj--
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10. g()c,y)=xy_x3 a) g(x,0)=—xVx = g,(0,0)=—1. g(0,y)=0Vy = g,(0,0)=0.

x2+y?

max X0
1+m? 1+ T+m?

g es discontinua en el origen = g no es diferenciable en (0,0) . R

Por rectas: g(x,mx)= distinto para cada m =

39 (— cs distinto segin 6, otra D
prueba de la discontinuidad).

/Onﬂ/l (res—r*c’)de / 2[%cs—g(c—csz)] do

_[32_ 7427317
=357 —35+35S ]0

b) g(r,0)=cosfsenf—rcos

3_7.7_1_29 0 1 2
i73%5= |73 |

[En cartesianas, mucho peor, es mejor dx dy y habria que hacer dos integrales, alguna larga con partes:

2
g(ry)=mim -+ g = [ey) de=3[(y+y) In(x*+y*) -x*| =G (x.y),

Jl6 s+ [ 1GR" ay= [ ma(yes) =3y« [ T2ty () + 472 dy = .

11. | f(x,y)=vx2+y2—x| a) f(x,0)=|x|-x, f(0,y)=|y| no derivables fx.0)
= A parciales en (0,0) = f no es diferenciable. = 0

[Que f es continua en R? es obvio, pues lo es la raiz para valores positivos]. £0.y) ISy 2=0-x
b) f=1 = x*+y*=x?+2x+1, x =3[y*~1] [pardbola con x'(-1)=-1]. -y y
\% -1,—=2=), Vf(0,-1)=(-1,-1) = u=(%, L), g

/= (\/x2+y \/x2+y2) gt )=( ) “ (\/i \5) T
pues la derivada direccional el minima en sentido opuesto al gradiente. 4;2;‘52?&
dibujo d
[En polares: Vf=f, e .+ %fg eg=(cosf—1,senb) ] c:)nu%\j)[apelef

[También se deduce del hecho de que el gradiente es perpendicular a la
curva de nivel en el punto y de que apunta hacia donde crece el campo].

/ / r*(1—cos 0) dr df = 3 (m — [ senf| ”B/i /4) = %ﬁ . | En cartesianas las integrales son bastante complicadas]|.
37/4J0

12. | x?P+y*3< 1| Como x*3+y?3 =1 es simétrica, tiene y= [1 —x 3] 32 pendiente O

en (1,0),corta y=x si x=V2/4,... laregién D es la del dibujo (este con Maple):

d(x.y) _ ¢’
o(r.0) ~ |3 3rs2¢

-3rcs
" =3r sen?6 cos?0(sen’+cos?6) =3r sen’6 cos?6 .

Jacobiano:

Veamos que el conjunto D* =10, 1] x [0, %] se transforma en nuestro recinto D :
=0 - y=0, 0=% - x=0; x*3+y*3=r23(sen’0+cos’0) =r?3<1, r<1.

[Y en D* es inyectivo, salvo en (0,0), como las polares: #=K constante lleva a distintas rectas y = (tan’K)x ]

A /21 /2
Area:ffDI:%f()ﬂ b rsen220drd9:%fon (1- cos49)d9———0— 33

3

(3]

13. z positiva en el rectdngulo: V= // (x>+y) dydx = fo X dx+f ydy 2% le i

14. Se puede describir el circulo x>+ (y—1)><1 con polares centradas en (0, 1) :
x=pcos¢, y=1l+psen¢d, con p<1y ¢€[0,2x]. [sigue siendo J=p].
Con ellas se tiene z=p’cos’¢+p2sen’p+2p sen ¢+1,y el volumen es:
_ 27 pl 3 2 _ 2r § 2 _ 3_71_
V—/O /0 (0> +p+2p*sen o) dp d¢ —/O (3+5seng)dp=| 3 |.
No sale mal en polares usuales: r2=2rsenf, r=2senf, He [0,7]. Y es z= re.

Asi pues: V:/”/mnyr3 dr dé :fon4sen49 do :fon(l—cos 20)2d0 =|3Z].
0 JOo

En ambos 6rdenes de integracion en cartesianas se complica. Por ejemplo:

1Vi-x2 2 7, (+y)3=(1=v7)3 _8 (.2 e T
//\/ﬁ x2+y? ) dz dy dx = 2/ 2x 1x+—]dx /O(x +2)V1-x2dx =
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13| a) g(x,0)=x*3y g(0,y)=y*? noderivablesen 0 =
no hay parciales = no diferenciable.
(2-2)

b) 8(2,-2)=2, Vg=1—2om(x,)) — (3.73) :

Plano tangente z:2+§(x—2)——(y+2), z=%(2+x—y) S I o %

15. |g(x,y)= (x2 +y2)

c) z=1 si x>+y*=1. g(r, 0)—r2/3 J=r. Volumen: fo fo 1 r2/3)drd6 27r[1 2_3 8/3] 71'[1—% =|Z].

16. | g(x, y) =2~ V7 a) De revolucién. g(0,y)=2e~ = g,(0,0) .
: no existe = g no diferenciable en (0, 0) . / y‘
b) 2e” Yol o r= Vx2+y2=log 2. Polares-cilindricas: / ! m\z

e /M/'"Z 2e"~1]drd = 2x[-2(r+1) e = 12| = 2x[1-In2- 1 (n2)?] .

17. |z=x>+y*| y |z=2-x>-7y?| se cortan sobre la elipse x*+4y>=1, y=+1 Vl —x2
Vi-x2/2

El volumen vendrd dado por V=8 / /

x=sent g

/2
¢ 4 _ 8 1+cos 4t _ =z
= 5/0 cos tdt—§/0 (14+2cos2t+ =) dt = 5

(1 —x2—4y?)dy dx = %/O](l—xz)zﬂdx

r

O con cambio de las elipses: x=rcos, y=%send, J=5 — V:/OZR/O](r—P)dr do =2

18. M = 2/07r/2 COStgrcos@drdé’:fo (1- SGDZQ)COSQdQ—%

2/0”/2 %912 0520 dr d = /o (l_senze) cos§df = 35 .

y = 0 por simetria de R y de la funcién densidad.

2 . L —_
19. a) {0<y<sen“x, 0<x<n}. Porsimetria, X = 7.

Fe sen X
2 (T sen4x
= x = =
senzxdx// ydyd /(;

b) {«/}+\/y<1 x<0, y20}. y=(1-vx) =1+x-2vx.
I+x-2v/x
// xdydx—6f0 x+x2-2x32) dx = L = =, por simetrfa.

0f /2: T

* /0 (1+x— Z\f)dx

2 1 1
20. a) //V(2x+3y+z)dxdydz=2/l 2edx+ [ 3ydy+2[ zdz=2(4-1)+0+1=7.

b) ///szcoszdxdydz=/01/01_x/0"xzcoszdzdydx=/01/01_x0dydx=0
c) /Ozfolf_jeydzdydx =/02/01yeydydx=2/01yeydy:2[(y—1)eY](1):2.

O bien: /z/ofleydydzdx:Z/o[e—e‘z]dz=2e+2[e‘z]?l:2,
0J-1J-z2 -1

d) —///xyzz3 dx dy dz //x/xyxyzz3 dz dy dx = // x°y® dy dx = 2]—8/01x12dx

364

[z =xy era un ‘paraboloide hiperbdlico’ (silla de montar)].

21. El plano tangente a x> +y?+z=4 es VF(1,1,2)-(x=1,y—1,z-2)=2(x=1)+2(y—1)+(z-2)=0.
Es decir, z=6—-2x-2y.

2p1 p6-2x-2y
La integral es /// xydxdydz :/// ’ xydzdy dx :/Ozfol xy(7-2x-2y) dy dx
\% 0J0¢ -1

=/02[%xy2 ]dx /O 6xx x =3. 4 —
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22. ¢ cartesianas polares esféricas
P (0,2,-4) (2,%,-4) (25, %, n—arctan 1)
----- 0 (-2,-2v3,3) (4,%,3) (5.4%, arctan 3)
R (2.2 (1.5.1) (V2.5.%)

23, {x=0, z=-2y} {x>+y*=1} {x2+y? <2 <1-x-y?} |
{0:§,z:—2r 6 0:—7,1_2r} {r=1} {rSzS Vl—rz}
{6=2, ¢=2Z 6 9=-Z%, ¢p=Z2} {psenf=1} {p<Z, p<i1}

recta por cilindro volumen entre
el origen vertical cono y esfera
g . —can? —
24, /// Zyz dvdyds an f:111ndr1cas, la funcién es f(r,6,z)=sen°0, 2s J=r ylos
v X7ty limites son 1<p<2, 0<0<2xnr, -2<z<senr”, luego:

227 psenr?
- 29dzdodr=| [ (2 2)ar|| " sen?0 6| =5 (6-cosd+cos 1)
///V /1/0 /_2 rsen’6 dz r fl (2r+rsenr?)dr fo sen % (6—cos4+cos 1)

25. Encilindricas 3z2=x%+y? pasa aser z= i% que corta z=1 si r=v3.

Z

V es el cono generado al rotar el tridngulo respecto al eje z.

p=1/cosd Z=1
1]

La integral en cilindricas se puede hacer de dos formas sencillas:

/// /ZK/I/I JlizdzdrdH ﬂ/‘f[r—giﬁ]dr 71'[; 2:
///sz/ozn/()/ofzrzdrdzcw:n/o 3z3dz::

3n

|-
En esféricas, el plano se complica, pasando a ser p=1/cos ¢ .
Aunque el dngulo ¢ varia simplemente de 0 a § [tan=V3].

[// /27'r/vﬂ/7‘ 1/cos ¢p sen ¢ cos ¢ dp d¢ do = 2"/
=3 [COS_2¢]”/3

En cartesianas es calculable, pero claramente mds largo (la base D es el circulo x2+y%=3 ):

V3 pV3-x2 V3
_2 232 _4 _2\3/2
// zdzdy dx / / /2+y/3zdzdydx 3/0/0 [3 b y]dydx 9/0 (3—=x%)"% dx

3
T

=3 qenqb ¢

cos3 ¢

3n

4[1/4 T]— 4

— 4 _ 1+cos 4t —|3n
e 4 A cos tdt —/O (1+2cos 2t+=5=5) dt =| = |.
2 2_ _ _
26. a) y°—2y+x°=0 — y=1+VI-x2, x=v2y—»2. P e T

i)/o'/“@xdydx /[x X +x(2 x2)1/2]dx_ 1,2 _§x 1(1 xz)g/z] /
X 1
/01/03’xdxdy +/2/ nyyxdxdy:%/ yzdy_i_%/l' (2y-y?) dy:6 y Y : //

sen - AN ’
ii) r2=2rsené. n/;/z gr cos 6 drdf = /ﬂ/4/zsen300059d0=%sen : ~ s s =7 —
b) El cono x?+y?=z? ylaesfera x>+y?>=2z—z> se cortansi z=0,1. SN
V es el sélido de revolucion del primer dibujo respecto al eje z.
i) Cilindricas. La esfera es z2—2z-r>=0, z=1+VI—r2 yel cono z=r. ) : (
\
/// /2”//I+ o rdzdrdf = 271/ [r r24r(l1- r2)1/2]d7’ | \\\ J ,// L

= 27‘[[%7‘2—1}‘3— %(1—r2)3/2]0

3 [Con el orden dr dz aparecen dos integrales].

ii) En esféricas, la esfera toma la forma p?= 2p cos¢, p=2cos¢.

///V 1 =/02"/0"/4/2m¢p2 sen¢ dp d¢ do = = n/48 cos’psen ¢ dp = 47”[— cos4¢]

/2
/4

= 42(1-4) =[x].
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27. a) // / ZdZdydx _// % “2xdy dx = /0 _zxdx—(partes)
i _2x]o 4/0 _Zxdx_ 8[3_2x]o g(3+e™) |

:(4

[Pedl’a cartesianas. Algo mds corto era haciendo fo /0 yfo z dz dx dy] .

b) El cono z =+/x2+y? y laesfera x?+y%+z>=4 piden hacer la integral en esféricas = |2 =
- S VET
Mz=2nf /P sengcos g dpds = n[ip']g[seno] " = [2x]. £ i —
e
En cilindricas: 27r/ / rzdzdr = 271/ re-r)dr=2al=g ]l =2m. L ) L
4- xz ---------- }-;-z—xz
En cartesianas: / / ZdZ dy dx / / 2 x*—=y?*)dydx=---

2n 1 prsen+2 21,1 2r
28. a) V=ffvl=/0 /0/0 rdzdrd9=/0/0(rzsen9+2r)drd0=/0 [220 1 1]d6 = 2r. /

1 pVi-x2 +2 1 pV1-x2
Peor en cartesianas: V:/ / ’ dzdydx :/ / (y+2)dydx = 4/1 V1-x2dx
—-1J-V1-22 Jo —1J-V1-x? -1
= par, x=sen]= 8 [/ cos2r dt = 4 ["/*(14cos21) di = 2.

[Sin integrar: volumen de cilindro de altura 1 mas medio volumen de cilindro de altura 2].

b) Sobre x?+ y2 <1 la grifica de z=1-x? estd por encima del plano z=0:

1-x2 /2
2\3/2 7, _ 4, 3. _ 3n
V= // / dzdydx—Z/ (1-x)¥2dx_= 4[" costrdr = 3.

2 1-r2 cos?6
Mejor cilindricas: V= /// rdzdrdf= // r—r3 cos?6 drd@/ 3COSMd :T"

1 pV2-r2 1
Ttadricac: U — _ 3\ g _
¢) Cilindricas: V = 27r/0 / rdzdr = 27r/0 (V2= =3) dr=2(8V2 7). i 1B
2m 1 pyE 2m V3 B i
O bien: v=/ // rdr dz df +/ / / rdr dz df |
0 0J0 0 1 0 2
i Vi A
= 7r/0 zdz + 7r/1 (2-22)dz=Z +2x(V2-1)-Z(2V2-1) =Z(8V2-7). = "'"y'":"'.'l;zl
27 p /4 p V2 27 p /2 peos ¢/sen’
Esféricas: V:/ / p*sen ¢ dp de do +/ / / prsen¢ dpdpdl [de pcosp=p*sen’s |
o Jo Jo /4
/4 §
:2ﬂ¥[—cos¢]g +2T”/7r/4 ::r815¢ do = 47r(\/_ 1)+2nf1/\f = 2 dt = %(8\5 _7).

Vi-x2 V2-x2-y2
En cartesianas salen dificiles integrales: V=4 / / / dzdydx =---
0 J0 x2+y?

2 p 1 T

29// dxdyd ///pse“¢ddd021 / de =[4nlog2].
fdxdydz 0] n[ogp] A sen ¢ d¢ .

30. M :%nR%',con o densidad constante. »A
_ 2MR? v

IZ:///V(x2+y2)0'dxdydz=0"£2n/7 ptsen’p dp dp do= Z”R‘T/ (1-c?)sdp= 8”R5 s
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Soluciones de problemas de Calculo (grupo C - 24/25) 5. Integrales de linea

1. a) (-t,3-1), te[-1,0]; (t,3-1), t€[0,5]; (t.1-3%), t€[$.1] Wl .
7 Y
— L= ‘/-_01 \/5 dtr + /(.)1/2\/5 dt + /1./2\/_ dt = 2\/5 (iclaro!). a) b)
b) L =/e—”;“ de "ZE N - log”—\/;czﬂ]j ~2.0035. 2 : % n
1 x 1 8

8
c) L= / J1+ 94—2ﬁ dx es mds larga, pero parametrizando x = y3/2

yell,4], / 149y dy = £[10%2- 113%2] ~7.63.

d) ||2(sen2t—sent, cost—cos?2t)|| = l1—cost =

L= 8/07r sen 5 dt = —16003%]6r =16.

2. r’=2rcosO+2rsenf, x2+y?>=2x+2y, (x—1)>+(y—1)?>=2, circunferencia.
] 4

Pasando de integrales: a) A="(—\/§)2 % =7x+4+2;b) L= 2+2+%E =4+7V2.

Con integrales: a) /()”/2 2eosOsen ) - g =/07r/2(2+4 senfcosf)do = n+2.
D) P24 ()2=8 - L=2+2+ ["?V8do = 4+nV2.

3.8) f(x,y.2) = vz, e(0)=(131,21), ¢ (1)=(1,3, 2)-/fds =/36t2«/ﬁd¢=2\/ﬁ¢3]3=52\/ﬁ.

b) f(x,y,2)=x+z, e(t)=(t,1% 31°), ¢ (1)=(1,2t,2¢%); /fds 0 (t+33)(1421%) dt = %(z+§t3)2]3=%.
2r b3 V
4. L :/ V629+629 do = \/5/2 eGdQ = \/5 [62”— 1] = 756 23l 535
0 0 X
2 2n
Tinedia = %/0 e?Ve20 420 d9:¥/0 e?do = ;/—Z [e*"—1] = $[e?™+1] ~ 268. i

5. Lainterseccién de x>+y?>+z>=1y x+y+z=0 es una circunferencia C parametrizable con
c(t)=costu+sentv,siendo u, v vectores ortogonales unitarios contenidos en el plano.

. _ (1 1 —
Por ejemplo, u = (T’_T’O) V= (( v f) Il ()] =1.
z t 2t | sentcost t _2
M / cos sen dl / (co; + sen\/gos sen ) dt = %4_% — T?T )
[La proyeccién de C sobre z=0 es 2x?+2y*+2xy=1; de ella salen otras parametrizaciones
con célculos bastante mds largos, por ejemplo: (x ; —x +V2-3x2], 1 slx £V2- 3x2 ])

o parametrizando distinto la elipse: (ﬁ sent, T cost — T sent, (— - —) sent — «/_E cos t) ]

6. a) (y%,y),ye[1,2] 6 (x,x'/?),xe[1,4]. Mejor con la primera:

A=27r/ WI+42 dy = Z(1+42)7]7 = £(1732-53/2) x30.8.

b) r:(1+cos0),0€[ ,5] , r'(@)=—senf, y = (1+cosH)sen9,

I’ (0)]| = vVr2+(r")2 =V1+2 cos +cos20+sen26 =V2+2cos 6.
A= 2\/571/ (1+cos0)3/zsen6d6— 4\f”(l+cose)5/2]7r/2—T’T(8 \/_)~1655

i j k z
7. |g(x,y,2)=(3,22-1,2yz) |, e(t) =(?,1,1%) . divg = . rotg = |§dx (92/(9y 80z —@ g
3 z°-12yz

13 N

Ie/l=VI+82, divE (e(r)=2t. [ divgds = ;' 20VI+82 dr = 5 (1+82)*] = | 2.

Ux= 3 — U=3x+ p(y 2)
x=p2\i

rotg=0, geC' = hay U. Uy=z2-1 - U=yz*-y+q(x,2) , U=3x-y+yz> = 1
2
Us=2yz — U=y2+ r(x, y) /g.dszy(l,l,l)_y(o,o,op Ve.

Oconlac dada: [ g-ds=[ (3,1*~1,26)-(21,1,20)dr = [ (6r+5r*~1) dr = 3+ | =1=[3].
< 0 0

O por este camino: C.(1)=(t,t,t), t€[0,1] — / g-ds :/1(3,t2—1,2t2)-(1, 1,1)dt :/1(2+3t2) dt = .
Cx 0 0
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8. ) (¥) = (x,2%), 0<x<1, [ (FP+)?)dx +dy :/‘(x2+x4+2x)dx—§
b)c(x):(,2) 1<x<2, /(x +y2)dx+dy—/ (x2 +4) :3
0 ¢(3) = (2,7, 0y<d, [ (PryDdx+dy = [ dy =]

15
9. ¢(t) = (cost,bsent), te[0,n], recorre b’x>+y>=b? en sentido opuesto.

y
T(b)= /0 (3b*sen’t+2,16cost)-(—sent, bcost) dt = 4b>—8bn+4. T'(b) = 8(b )
I

b
1IN
3b% sent(1—cos’t)—8b(1+cos2t)+2sent Tm1n1m0 si b=nm. * 'lx
10. f(x,y)=(xy,0) entre (—1,0) y (1,0). Usamos en todas el parametro x, x€[—1, 1]

y

a) ¢(x)=(x,0), ¢=(1,0), [ 0dx=0. b) e(x)=(x,1-x2),¢'=(1,-2x). [ (x-x%) dx=0. -

, - 0 1
¢) ¢(x) = (x,|x|-1), ¢ :{821)1’) ’xigo. /_1(—x2—x) dx+f0 (x?=x)dx =0

d) e(x) = (x,-V1-x2), ¢'= (1,x(1-x?)"1/2). /_11 —xV1-x2dx =

Pero no es gradiente de nigiin campo U pues f, =x#0=g, (sobre otros caminos no se anula)

11. a) ()= (£3,21%) . /()= (3%, 41), ||/ (1)[|=VOr*+1612 = |¢|V9r2+16

Longitud L /( V12 +16 dt = 27[ (912"'16)3/2] 52 4% %'
b) h(x y)—e2x+y,/Vh‘ds :h(1,2)—h(0,0)—e -1 / (6t2+4t) Q204207 g

2z3+212] 1
0
(calculo innecesario)

12. a] f(x,y)=x?>—y>=0 — lasrectas y = +x. [El resto, hipérbolas]. Vf(x,y)=(2x,-2y),
VAL, 1)=(2,-2). Duf(1,1)=(2,-2)-(-1,-1)=0. Af(x,y) = fax+fyy =2-2=0

b] Como g =(2x,—-2y)=Vf, serd /c g-ds=f(0,1) - f(1,0)=-2. Directamente

c(t)=(cost,sent), t€ [0, % f g-ds —fon/z(Zc -25)-(-s,c) dt=-2sen t]o =
O bien: ¢(r)=(z,

1-12), t€[1,0], [ g- ds_/1 (20.-2v)- (1, F) dr= /l 4tdt=-2.
13. D limitado por y=-2, y=0,x+2y=0y x+2y=2.

a) ffD(x+2y)dxdy f f2 2y(x+2y)dxa’y f(

I(x,y) _‘1 —2‘ _

22y+4y)dy f 2dy=12.
—>f0/_1udvdu=f0 udu=72.

b) Como f(x,y)=(1,cosy) cumple (1), =0=(cosy), = deriva de potencial (U=x+seny) = }{ f-ds=0
Directamente (largo): ¢;= (1, %), 1€[0,2] , e2=(1, -

.o u=x+2y,x=u-2v
O bien: N

> O(u,v) Tl0 1|

/0 1——cos

14. Para |f(x,y)=(—

1), 1€[2,4], e3=(r,1-%), t€[4,2], c4=(2,0), 1€[2,0]
dt+f2 a’t+ﬁ1 1—%cos(l—%)]dt+f20dt———senl +4sen1 =0.

Yy
G Gea) | 8 fy=

y+x)3 =gy, Yy hallamosuna U en y+x > 0: Ty
U=[ 224 = 24p(y) h
f@;j;;z - = U=3% :/f ds=U(1,1)-U(2,0) = 3-0=1. .
U= f +x)2 = y?_]-i-q(x) 1 \\\ 1 : X
Directamente: ¢=(2-y%,y), ye[0,1], /cf- ds 2/ ﬁd}/— o :2+yy——y2]0:%' . /
15. | g(x,y,2)=(2—y,—x, 1) | y | e(r) = (4 cost,4sent,3¢) |. a) [|e’||=[|(=4s,4c,3)||=5 — L= Sdt =[5n].
i j ok
b) rotg=|06, a4, 4.|=(0,0,-14+1)=0.Y como gECl(R3) el campo deriva de un potencial
2-y —x 1

¢) Definicion: [["(2—4s, —4c, 1) (~4s,4¢,3) dt= [" (3-8 senr—16cos2t) dr = 3n+[8c—8sen2t| =[37-16].
Uy=2-y > U=2x—xy+p(y,2)

Obien Uy=-x —» U=-xy+q(x,z) , U=z+2x—xy = /g-ds:U(—4,0, 37)-U(4,0,0)=|31-8-8] Ve
U,=1 — U=z+r(x,y) ¢

O también podriamos ir por el segmento que une los puntos inicial y final: (4—8¢,0,3x7), t€[O0, 1]
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16. g(x,y,z)=ye**"2. a) En [0,1]x[0,2] es z=2—x > z=0 (no se precisa el dibujo). > _
2p1p2-x 1 1 2 -2 y,
_ 2x-z2 _ 2x _ A3x-2 —[e2x _2 a3x-2]" _ 3e7=3+2e+2¢ T
///Vg—/O/O/O ye dza’xdy—Z/O [e e ]dx [e se ]o SEEEEEES L 22

b) i) e(t)=(t,2t,21), ¢’ =(1,2,2), |Ic||=3. /g-ds 2/1g(c(t))||c’(t)|| dt:fol 6rdt=3. [~

A
-

(122) ///
p
if) M ficil: [ Vg-ds = g(1,2,2)-¢(0,0,0) = 2.
Directamente: Vg=(2ye>~%,e2* % —ye?*7%) fol (41,1,-21)-(1,2,2) dtzfol 2dt=2.*

i j k
d/0x 0/0y 8/dz
Xy 2x -yz

=—zi+0j+(2-x)k = (—z,O,Z—x) .

[no deriva de un potencial].

/f -ds =/Oﬂ(cs, 2¢,—s)-(-s,c,0) dt :fon(2 cos’t—sen’tcost) dt = m + [% sen2t—% sen3t]6r =[nx].
Como ||¢/||=Vsen?t+cos?t+0 =1, la longitud de la curva es L :/07r ldt =[n].

17. ‘f(x,y,z)z(xy,2x,—yz) ‘ divf=y+0—y:@. rotf =

18. ‘F(x,y,z)=(x,y,z)‘. a) ¢(t) = (t,1,1), te[0,1]; /F-ds=/01(t,t,t)-(1,1,1)dt=/01 3tdt:.

b) ¢(t)=(cost,sent,0), t€[0,2r]; /F-ds :/2”(cost, sent,0) - (—sent,cost,0)dt = fozn() dt :@.
c 0

Como claramente F es el gradiente de U = % (x2+ y2+z2) , el a) es ya inmediato y el b) ya es obvio.

ik
o 9y @
2xz+y X X

2

=(0,2x-2x,1-1)=0
y FeC! = 3U potencial. +

)

19. F(x,y,2) = (2xz+y,x,x?). a) divF=2z, rotF =

[~

1 pl 2x 1 z
b)// 2z dz dy dx :// 2z dz dy dx :/ 8x2 dx :. o
\% 0J-1J0 0 b
U=x’z+xy+--- z=2x, ~1
c) Hallando el potencial U: U=xy+--- = U(x,y,z)=x>z+xy.
U=x*z+--- —2 ’
Por tanto: /F-dizU(l,1,2)—U(—1,1,—2):3—(—3) =[6]. ) .

Como es conservativo y la integral no depende de camino, se podria ir por el segmento que une los puntos:
1 1
c.()=(1,1,21), te[-1,1]. L (42 +1,1,12)-(1,0,2) dr =2 [ (61*+1) di = @ )
Usando la definicion con la ¢ dada se complica el cdlculo y surge una integral que parece no calculable:
1 1
/ (42+e 1 1,12)- (1,207, 2) dt = 2/ [62 + (22 +1) 1] dr = [263+1e” "] = [6].
! 0 derivada de Tre?~1

d) ¢(1)=(1,1,2), ¢/(1)=(1,2,2) . x=(1+z,1+2£,2+2¢t) corta z=0 en (0,-1,0)

20. F(x,y,2)=(1,2yz,y%), e(t)=(1,0,2)+ t(-1,3,-2)=(1-1,3t,2-2¢), t€[0,1] .

‘ﬁ'zi‘-'l‘(b:a)t:c(t)
/F - ds =/1(1, 126-122,912)-(~1,3,~2) dr = [} (~1+361-542) dit = 1.
c 0

i j ok
Como |9ox a9y 99z|= (2y—2y)i+0j+0k =0 y FeC'(R?) hay potencial y la integral serd —1 para toda curva.
1 2yz y2

U=x+p(y,2)
U=y2z+q(x,2) = U=x+y22, /F-ds= U(0,3,0)-U(1,0,2)=0—1=—1 (de otra forma).

U=y*z+r(x,y)

i j Ok
8l6x 8Idy 8oz
2 2y cxz

=(0,2z—cz,0).

21. f(x,y,z)=(z%2y,cxz) . a) divf=2+cx. rotf=

U= - U=x22+p(y,2)

b) Para ¢=2 es rotf=0 y como feC!(R?), existe el potencial: Uy=2y - U=y*+q(x,2) , U=xz>+y>.
U,=2xz = U=x22+r(x,y)

¢) Por tanto, fc f-ds=U(1,0,1)-U(0,0,0) = 1, sin necesidad de hacer ninguna integral de linea.
d) Una parametrizacion: ¢(r)=(,0,1), t€[0,1] = [ f-ds = [, (,0,¢2)-(1,0, 1) dr = [} (c+1)2dr = <L .
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22. f(x,y,z)=(e7%,1,—xe7?). a) ¢(r)=(1,1-1,3¢), 1€[0,1] —

fds=["(e3 1,—e3)-(0,~1,3)dr = [ (=1-3e~3) dr = |e3-2|.
c 0 0

U=xe *+p(y,2)

b) rotf =0, feC' = ha potencial. U=y+q(x,z) ,|U=xe %+y f.ds=U(1,0,3)-U(1,1,0)=e3-2].
y i e

U=xe *+r(x,y)

23. a) ///Vyzf_ll/x:/_jydzdydx =/_:/x21y2dydx= %/01(1—x6)dx:%[1—%] :. }:1

Ly=x2

1p0 pyy 10 1 y
O bien: ///yz// / yydxdzdy :// 2y3/2 dz dy :/ 2y5/2dy:.
v 0 J-yd—y 0J-y 0 ) /
i j k x \
b) f(x,y,2)=(y,x,z), rotf =|5ax day 9z|=(0,0,1-1)=0 y feC' en R®? p =y
yox oz = existe funcién potencial. :
Ux=y = U=xy+p(y.2)

Uy=x — U=xy+q(x,2) , U:xy+%z2 :/f-ds =U(1,1,-1)-U(-1, 1,—1)= para todo camino.
U=z U=12+r(x,y) ¢

O bien: ¢(x)=(x,x?,—x?), xe[-1,1] — /f ds —f (x%,x,—x?)-(1,2x, —2x) dt =/_11(3x2+2x3) dx =.
O por el camino mds simple: ¢(x)=(x,1,-1), xe[-1,1] - /cf-ds :f_ll (1,x,-1)-(1,0,0) dx :f_ll dx =[2].
24. , c(t)=(2-t,1,1-%), V acotado por x,y,z=0, x+y=2, z=e /2,
a) /OZ/OZX/Oe_y/22xz dz dy dx =/02/027xxe‘ydy dx =/02 (x—xe¥~2)dx = (partes)
=2 —xex‘z]g +/02 e 2dx = .
[Un poco mds largo haciendo [f>f¢" 2xz dz dx dy =1 foz(y—Z)ze_ydy].
b) Es ¢/(1)=(~1.1,-1), ||c'||=ng, Fled) = (t-2)?.
Por tanto, /6Fds :/02 %(t—Z)Zdt :%(t—2)3]3 = .
¢) La integral de un gradiente es inmediata: /c Vf-ds = f(c(2))-£(c(0)) = £(0,2,0)- (2,0, 1) = .

Perdiendo el tiempo podriamos utilizar la definicién hallando Vf=(2z,0,2x) y usando la parametrizacién dada:

/Vf ds=[ (2-1,0,4-21)-(~ 1,1,—%)dt=/2(2t—4)dt=4—8=.
0

' x+y=2

25. g(x,y)=(1,xy?). gx—fy=y*.No deriva de un potencial. i) e(t)=(2cost,2sent),t€[0,2x]. ’
— /c g-ds :foh(l, 8cs?)-(=2s,2¢) dt = 2cos t](2)7r+/027r 4 sen’2t dt :/02”(2—20054t) dt =4rm. )
X
ii) Green: [ y2dxdy = [ [ r¥sen®0dr do = [4r*]2 - 1 [*" (1-cos26) d6 = 4.
[En cartesianas mucho mds largo: / 2f \/ﬁ y2dy dx = 2f (4—x 3/2dx = ]
26. a) /01/::2 xeXdy dx :/OI[X—XeZX—Z] dx = XTZ_%er—Z](l) + %/Oler—de — 1_272 ' 1 e .
y=€
b) gx—fy=—xe*. Segin Green, la f - ds vale lo de arriba. Directamente: D
oD
¢ (=(0,1),yele21]; ea(r)=(t,e7") . 1€[0,1]; e3(r) = (r,e""2) , 1€[1,0].
1 1 _ 0 _ _ c T T —
an-ds:fe,z (0, 1)-(0, 1) dt + [ (£,1)-(1,—e™") di + [ (te*72,1)-(1,¢' %) dt i 2
_ l_e—2+/01(t_e—z)dt+ﬁ0(tezt—2+et—z) dt = %_e—z [ —t]O [z 2%-2 41‘ 2-2 of- 2]1 —2*2
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27. a) f(x,y)=(y%,2x), ¢1= (4—2‘2, 1), te[-2,1], e2=(1,1-2), t€[0,3] (sentido opuesto). v [ER))
1 3
/aD f-ds= [ (-2P+8-2%)dt — [ (**-21+4)dr =26-% - 12= 3] .

1 pa-y? 1
gx=fy=2-2, [ [ " (@-2y)dvdy=[,(4-6y+2y)dy =% . 02

b) f(x,y)= (y ,XY) // —ydxdy =-— f5”/4‘f Zsene_[%rﬂ‘f[cos@]?f:z‘f[

En cartesianas (de las dos formas) es mds complicado. Por ejemplo:

Jhy £== L vy ds = [ L yayde =0+ [ [¢1] e = .

Parametrizaciones sencillas: ¢1(¢)=(¢,1), t€[—1, 1] (en sentido correcto).
cz(t) = (\/E cost, V2 sent ) te [Z, Sf] (también en buen sentido). .
f f-ds=[ (*7)-(1, 1)aft+f57r (2sent,2sentcost)-(—V2 sent, V2 cost)  swd "7 -1

—f 212dl+2‘/_f5”/4 C—S]dt——+2\/_[cost—§cos1]5%4=‘—‘+2[

c) f(x,y)=(=xy,y). gx—fy=x. //Dx :L /};xx dy dx 2[1(2x+x2—x3) dx :Z
O peor: /Olfjx dx dy +/14/ny dxdy =0+ %/14(5y—y2—4) dy = % .
Parametrizamos asi 9D : ¢;(x)=(x,x?), xe[-1,2]. ca(x)=(x,x+2), x€[2,—
[ £-ds 2112(—x3,x2)-(1,2x) dx +/2 (=x2=2x,24x)-(1, 1) dx
:f_21x3dx +f_21(x2+x—2)dx: 14—5+§+%—6: %—

2
7-

[\S][S8]

1/3 p\1-9y2/2 1/3
d) f(x,y):(x,xz).gx—fy:2x.//];2x=/ / 2xa’xdy:%f0/ (1—9y2)dy:%.

-1/3 J0

Oconngcose,yzgsene,J:%,%/01 !/ r2cosed0dr—%%2=
L te[-%
/2

b
_1
—9-

Dy o=
— .

Sobre x=0 es f=0 y la elipse viene dada por: ¢(z)= ( cost, 3 sent)
— f-ds :[:// (%,2—2)-(—— dt = 6/07r/2(1 scdt = $[s—15°]

oD

(cos t, sen t)
&) £06,3) = (17,25, gu=fy==3x. [[,=3x =" 3r2cos0ardo = 1. /’ \\
3n/2 0 1

S
T
0

ds = cos2r) . (— . .
an ds /0 (costsent,2—cost)-( sent,cost)dt+/4 (0,2) (0,1)dy+/0 0dx r—

(0 y)

=/3ﬂ/zcost(2—cos2t—sen2t) dt +2 = sen t]3ﬂ/2+2 =1.
0

b4

£) £(x,y)= (3, x2y) . gx—fy =2xy. // 2xy dy dx / x(x-xt)dr=1-1=1. 1

Parametrizamos las curvas: ¢ =(x,x?), x€[0,1]. c2=(y%y), ye[1,0]. 08
0.6
£ ds :/f-ds +/f-ds=/1(x3,x4)-(1,2x)dx—/l(yﬁ,ys)-(Zy,l)dy 04
oD [ [ 0 0 0
_ .3 5 (YT s _1 ‘

—/0(x+2x)dx /(2y+y)dy_6' M2 08 06 08 1+

2) f(x,y)=(y2x2) . gx—fy=2(x—y). 2/ / 2(cos9 sen@)drd0—36/ cos0do = 36.

impar

O bien: 2//F (x—y)dydx:4/ (9-x )1/zdx:_§(9_x PR Z a2 36,

O bien: // " (2x-2y) dx dy = / (9- y2—2y\/9—y2)dy:54—2[y;](3):54—18:36.

impar
La 0D . Semicircunferencia: ¢; =(3cost,3sent), t€ [—%,%] . Segmento: (0,y), ye[3,-3].
n
/ f-ds= 27/ C (D) (=s,0) di = 54/ cos’tdt = 54[sent—5 sen’t| ] 22 36.
C —nt/2 0

c3—s3 (par—impar) 2 ¢

[Encartesianas: c.=(v9-)2,y), ye[-3,3]. [f-ds zxj(y2,9—y2) (\[, )dx 2/ y _T)dy]

impar

Para el segmento: /f -ds :f3_3 (»2,0)-(0,1)dy = 0. Por tanto, f{ f-ds= , como la doble.
o 0 oD
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28. x=t—sent, y=1—-cost, 0<r<2n. Utilizando Green:

2 2
A= %f{wxdy—ydx =370 =3 [ [(r—sent) sent — (1-cos1)?|df

= fOM(l—cost—%tsent) dt =3m. | €1=(0). 02w 27

29. g(x,y)=(x% —2xy). Green. //D(gx—fy) = [P (~2y) dy de =— [ (4-2x) dx = L (4-20)%]0 = - 2.

La 0D estd formada por 3 segmentos faciles de parametrizar. Por ejemplo: 4
c1(t)=(t,4-2t), t€[2,0] [para ir en sentido antihorario]. .
2
c(1)=(0,1), te[4,0]. c3(t)=(t,0), t€[0,2]. Entonces: Y
_ L) 2 0 29 <
) geds= [+ [+ =y (2,42 -80)-(1,=2) dr + [ 0dr + [7 (12,0)-(1,0) dt D

:/20(16t—712) dt+0+f02[2 dt = _32+% n % _ _%'

Divergencia. // divf dx dy = // (2x—2x) dx dy = 0. Las normales unitarias exteriores n a cada segmento son,
D D

respectivamente: (%,%) , (=1,0) y (0,—1). Susnormas || ¢, (¢)]| son: V5, 1y 1. Por tanto:

g-nds=[ (4780 (2,1)dr + [, 0dt + [} (12,0)-(0,~1) dr = [; (6:2=81) di — [7 0di=16-16=0.

oD

30. i) f(x, y) — (x, y) . D= {x2+y2 < 1} f.n=1 (dos vectores unitarios

en el mismo sentido).

lds:27r=//2dxdy:27r.
T D T

oD

longitud 2 veces el drea 2
i) f(x,y)=(2xy,—y?), divf=0, [[ divf=0. I Tcs /
Los cuatro n exteriores son: ny=(0,—1), my=(1,0), n3=(0,1), ng=(-1,0). ] e }
Luego: 7{ f-nds :/ y2ds +/2xy ds —/ y2ds —/ny ds ' ql 1 W4
oD o & c3 o

=0+ [ 2ydy - [ 1dx-0=0,tomando c¢3=(1,), ye[0,1], e3=(1-x,1), x€[0,1].

[Hasta aqui el control 2].
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Soluciones de problemas de Calculo (grupo C - 24/25) 6. Integrales de superficie

k

) D) ij u=0, v=1
1. [ r(u,v)=Qu,u"+v,v%) |. a) r,Xr, = 2u 0|=2Q2uv,-2v,1) — 2(0,-2,1).
01 2v

Plano tangente: (0,-2,1) - (x,y—-1,z—-1)=0 — z=2y-1.

2

by u=35,v=y-, z:(y—%z)z. 72x(0,1)=0, z,(0, D=2, z=140(x—1)+2(x—1). L

ueR x2+y2—z2=ch®u—sh’u=1.

2. | r(u,v)=(chucosv,chusenv,shu
‘ (,v) = )‘VG[O’ZH] x2+y%=ch®u curvas de nivel.

i i k

u=0,v=mn/4 11
I, XTI, =|shucosv shusenvchu|=chu(—chucosv,—chusenv,shu) — —(\—6,%,0).

—chusenvchucosv 0

r(0,% (\f Sk 0) . Plano tangente: —(%,%,0)-(x—\/%,y—%,z)=0, x+y=V2.
Partiendo de F(x,y,z):x2+y2—z2:1. VF = (2x, 2y,—2z)|(i 1 0)=(\/§,\/§,0)T
V2°2°

3. | r(6,¢)=((2+cos ¢) cos 6, (2+cos ¢) sen b, sen @) |, 6, < [0,2n] .

i j k i j k
FogXTgp=|-(2+cos¢)sen @ (2+cosp)cos® 0 |= (2+COS ¢) —sen @ cos 0 o |,
—sen ¢ cos 6 —sen¢send cos @ —sen ¢ cos @ —sen ¢gsen € cos ¢

= (2+cos ¢)(cos B cos ¢p,send cos ¢, sen¢) . |[rgXry||=2+cos¢.

Area = [[, dS = [[ lIrox ryll o dg :/02”/02”(2+cos ¢)do dp = 872 .

4. //S(x2+y2) ds|, x*>+y*+z72=4 — r(u,v)=(2senucosv,2senusenv,2cosu), ||r,xr,||=4senu

//S (x2+y?) dS = 16/02”/0"sen3u dudv = 32n/0”sen u(l—cosu) du = 32n [% cos’u—cos u]g:%ﬂ.

Con r(x,y)= (x, v, V4—x2—y? ) [integrando y recinto simétricos en z, basta esta y multiplicar por 2 la integral].

2 2 1/2 2
Iroxryll=yit (e = |ty ] = s =

2//5()62"‘)’2)615:4//3\/‘%&(1)/ 4[7 s drdo =an [ S =12y

polares

5. fx,y,2)=z |, 22=1+x>+y>. r(r,0)=(rcos@,rsend, V1+r2).

0€[0,2x],re[0,2] (es 5=1+r2sir=2).

i j k 2 2 V14272
I Xrg=|c s r/y-|= (—%,—r—f,r) . “l‘r)( I‘gll=;.
rs re 0 VoA V1+r2

Por tanto: //zds :/272r«/1+2r2drd9=§(1+2r )22 =2 |
S 0 0

O bien: r(x,y)=(x,y, V1+x2+y?), (x,y) € B circulo de centro (0,0) y radio 2.
1/ 2
rxxry:(_%, \y[,l) ” I lﬁ;:iy [/zdS //\/1+2x2+2y dx dy=--- (usando polares acabamos arriba).
Parametrizacién * =204 ) , (0, 2x] i jk zl
de x>+y2=4: y= ZSenu} ve[0.3] r,Xr, =l-2s 2¢ o|=2(cosu,senu,0). /'3'\
=V 0 0 1 /
% _ _ _ _ [claro, longitud de la
a) dreade S = [, 1dS = [[ lr,xr,|| dudv = 2 dvdu =121 b por b altural s| | -
) D) | £y ) =02 [fs £dS = ;7 8cos?u dv du :12/0 " (14+cos 2v) dv = 24r. N\
v X5
ii) ‘f(x,y, 2)=(xz,yz,2) ‘ f(r(u,v))=2(vcosu,vsenu,l1). ’ b r A
2n

£dS = [ £(c(u,v))-(rux vy) dudv = [*[° 4v dv du = 36x.
S D 0 JO
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5 5 x=rcosé re(l,2] i jk z
7. |z°=x“+y“|. a) y=rsend gel0.ay TrXTo=|c s 1 =(-rcosf,—rsenf,r).
z=r €10.27] -rsrc O] [apuntahaciainterior] ST
L, 2 [

e, xroll=VZr, drea= 27 [*|| - || = 37V2 . v

/fs f-dS= —ffD(rcose,rsene, 1)-(-rcos8,—rsend,r)drdf = [f(x,y,z):(x,y,l)] ﬁf/y
_ [ _ 3 1212 _[5_] [es >0 pues f apunta =
—Jo N1 [r"=r]drdf = 2”[ 372 ]1 =137 |" también hacia exterior] X

De otra forma: r(x,y)=(x,y,Vx2+y2 ), ryxry=(—x (2+y2) 2y (24272, 1).
—ffA(x,y, 1) - (rxxry)dxdy :—ffA [1—\/x2+y2 | dx dy :foznf]z [r2=r] drdf = --- como antes.

i j k
b) rotf =|gax 9oy 9oz = (0,0,0) y feC! (R?) = fes conservativo. [De hechola U= xy+z se ve a ojo].
x y 1

Su integral sobre toda linea cerrada es 0, sobre esa circunferencia en particular.

8. |F(x,v,2)=(x>+y*+22)(x,y,2) | divF = 2x24+2y2 4222 +3(x*>+y2+7%) = 5(x*+y>+7%)=5p>. rotF=0.
. 1,02
I, divFdxdydz = [} [~"[" 5p* sen ¢ dp dO dp = 2r[—cos ¢ = 4n.

r=(sen¢cosf,sen¢send,cosd), ¢e|0,n]

ffav F_-ln ds :/027707r sen ¢ d¢ df = 4m (= superficie de S).

ryXrg=sen¢ r(¢,0), 0€0,2x] ’
9. a) f(x,y,z):(4x,4y,z2) en el cilindro x2+y?<25, 0<z<2. divf =8+2z. /;‘Zm
[ divt = ciasicas) = [ [*r(8+22) dz dr do = 27 - $(16+4) = N e I
v o JoJo B
S dadapor r=(5cos6,5senb,z), rgxr,=5(cosd,send,0), 0€[0,2x], z€[0,2]. B Py

Sobre ella: £(r(6, z))=(20cos 6,20sen 6, 2%), [f, £-dS = [7"[? 100 dz df = 400x .
En la tapa superior T: f -n =(4x,4y,4)-(0,0,1)=2 — fst 4=715%4 =100x.
Enbase B: f-n =(4x,4y,0)-(0,0,-1)=0 — [f, 0=0. Por tanto, // f-dS = 4007+1007+0 = 5007 .
ov

b) |f(x.y.2)=(0.0,2?) ///Vdivf:A]/O]/IZZdzdydx :/01(1—x2) d=1-1=|2|
El flujo sobre 3 de las 5 caras del borde dV es nulo:

Sobre x=0 es n;=(-1,0,0) = f -n; =0, como su integral en el cuadrado trasero.
Sobre y=0,1, ny3=(0,%1,0) = se anula la integral de f-n en ambos tridngulos.

En la superior z=1, ny=(0,0,1) = f-n4=1, ff64f-dS = drea del cuadrado =1 .

Solo falta el flujo sobre el cuadrado inclinado d5 que parametrizamos en la forma:

r(x,y)=(x,y,x), (x,y)€[0,1]x[0,1], con producto vectorial fundamental ryX r,=(-1,0,1).
Como este vector apunta hacia el interior, el flujo hacia el exterior es

‘/35 F-ds= _AXI (O,O,xz)-(—],o’ 1)dxdy = —_/01 x%dx = —%,

Con lo que el flujo sobre toda la frontera es / f-dS=0+0+0+1- % = % como debia.
oV

10. ‘ f(x,y,2)=(y,—x,1) ‘ Flujo @ = g + ®p através de la superficie cerrada V= SU B

(semisuperficie esférica superior de radio R junto a su circulo base): c S
x = Rsen¢cos @ n _
o ¢e[0,Z] ry=(Rcpctd,Rcpsh,—Rs¢p)
Parametrizacién r(¢,0) de S: y = Rsen¢send 2 _1/
(¢.6) y_ R 9 } 0€[0,2n] ro=(—Rs¢s6,Rs¢ch,0)
z=Rcos¢
i j k

Rcpcl RcepsO —Rso
—-Rs¢psO RsopcO 0

= R*(s% c0, s° 50, s¢ cd) = R? sen ¢ (sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 0, cos ¢)
= Rsen¢r(¢p,0) (apunta hacia afuera).

Ly XTp =

@5://Sf-dS :'/OK/Z/OMR2sen¢cos¢ d9d¢=27TR2[% sen2¢]g/2=7rR2.
Para B es n=(0,0,-1), f-n=-1 = CDB://Bf-ndS:—//B dS =-nR? [=—drea]. @ = Dg+Dp =[0].
Comprobamos el teorema de Gauss. Como V-f =0: //VV-de :///VOdV:@://wf-dS.
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11. [f(x,y.2)=(x,1,y)| z=1- (162+y2)2 corta z=0 en la circunferencia unidad.

. B o . ] . _ gl 1-r4 B 1 5 [ 2x
divf=1. Cilindricas: ffvdlvf —/0 /O/O rdzdrdd = 27rf0 (r=r)dr=|31.
Sobre la base B: (x,y,0), //O(x, 1,y)-(0,0,—1) dx dy=— [[O ydxdy=0 (impar).
Sobre latapa S: r(x,y)=(x,y, 1= (x*+y%)?) = ryxry=(4x(),4y(), 1) (exterior).

[ @202+ +4y(2 432 +y) dx aly:/z”/1 4r3cos0 dr do="1-2m= [[[, £-dS.

© impar impar 070 2r5(l-|0|-cos 20)

[O bien, r(r,0)=(rcos@,rsend,1-r*), re[0,1], 6€[0,2x],...].

K2—6x+y*+72=0 & (x=3)%2+y*+72=3
[esfera de radio 3 centrada en (3,0, 0) ] .
Como divf =1, segin Gauss: / f-dS :// 1 dx dy dz =volumen de V = ‘3—‘7133 =36r.
ov \%
Calcularlo directamente seria largo, tanto usando esféricas centradas en el punto:
r(¢,0)=(3+3sen¢pcosd,3sengsend,3cosp), pe[0,7], 6€[0,2n],
como las parametrizaciones cartesianas: (x, y, £V6x—x2—y2), (x,y)€B circulo de radio 3 centrado en (3,0) .

12. ‘ f(x,y,2)=3yzi+2xzj+(z+xy) k‘

13. ‘ F(x,y.2)=(—y,%,2) ‘ a) Como div f =0 la ff V= @ Hallemos el flujo hacia el exterior del volumen dado.
La gV estd compuesta por dos partes: S; sobre la esferay S, en el plano z=-1.
En la esfera, si r(¢, 8) =2(sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 6, cos ¢) , la normal exteriores rgXrg= 2sen¢ r(¢,0).

Los dngulos varfan: 0<2m, cos¢= —% — 0<¢< %” . El flujo sobre la esfera es:

8/2"/3/2"(— sen ¢ sen 8, sen ¢ cos @, 1)-(sen ¢ cos 0, sen ¢ sen B, cos @) sen ¢ d d¢
0 0
= 8/2"/3/2” (cos¢p—2sendcosd sen2¢) sen¢ df d¢p = 8n [sen2¢]§”/3 =6m.
0 0

se anula

El flujo en z=—1 es a través del circulo x*>+y?<3, con vector normal —k :

F.(—k):—Z,//S F-ds:—2//x2+’2gdxdy:—2[ﬂ(\/g)z]:—6ﬂ. .

area del circulo

i j k
6)( 6y 6z
-y x 2

[/ rotF - dS :/272”/32k -2r sen¢p dop db = 16m 02ﬂ/3 sengcospdp = —8r [cosz¢]§”/3 = .
S 0 0

En 85, circunferencia en z=—1 con centro en (0,0,—1) y radio V3 (pues x2+y?=4-1=3 ) la integral de linea
de F es (en el sentido correcto para que el vector normal vaya hacia el exterior):

c(t)=(V3cost, V3sent,—1), ¢’ (1) = (- V3sent, V3cost,0), /2"3 (=s,¢,2)-(=s,¢,0)dr=3 [ dr =[6x].
0

b) Para Stokes calculamos rotF: = 2k. Suflyjo a través de S (hacia el exterior) es:

14. ‘ g(x,y,z2)=(x,xz,1) ‘ En cartesianas r(x,y)=(x,y,y?), con (x,y)€D elipse dada.
ryXry=(—fx,—fy,1)=(0,-2y, 1) (que apunta hacia arriba).

= (—x,0,2) . rotg(r(x,y)) = (-x,0,y?%).
//S rotg -dS =//D(—x,0,y2).(0, -2y, l)dxdy://D yz dx dy .

Lo maés directo es usar el cambio de las elipses:
x=2rcos ¢

_ 2 pl 3 ) _l P B =
y=rseng COM J—2r—>/0/02r sen (,adrd<p—4/0 (1 cos2<p)d¢_'

i j k
Ox 0y O
X Xz 1

rotg=

En cartesianas [22[\/:7//22 y2dy dx= 4/02/0 ) /2y2 dy dx = é/02(4—x2)3/2dx

o dad
paridades
_8 (/2 4 _2 (/2 2 _
x=25€nt—>—§/0 cos tdt—§/0 (1+200$2t+cos 2t)dt—~--

B ) 1 p2V1-y?2 5 _ L, 5 _ /2 5 5 _ 72 5 o
O mads corto: [112 — y dxdy—S/Oy Vi-y aly—8/0 sen-t cos tdt—Z/O sen“2tdt =7 .

[O directamente: r(r,@)=(2r cos ¢, rsen g, r>sen’y), re[0,1], p€[0,2x]. r,xr, = (0, -4r%s5,2r) ...].

Prametrizamos ahora la dS en el sentido adecuado al n: ¢(¢) = (2 cost,sent, sen2t) ,te|-nm, ] —

f g-ds =/”(2c, 2¢s%,1)-(=2s, ¢, 2sc) dt =/7r [2 senztcoszt—2sc] dt =/"sen22t dt=|Z2
as - b 0

- par impar 2
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i j kK
15. F(x,y,z):(y,2x+z,ex) VxF=lo. 06y 9. :(—1,—6",1) y n=Kk.
y 2x+z e*
(VxF)-k=1.Elflujo es el drea (medio circulo, %, menos media elipse, 2= ):
1 pViI-x2 1 1\/— 1 2v2
_ _(1__L _2 — _1l\x _ ,
~//[) dx dy _[l ‘/$ Vl*xz dy dx - (1 \ﬁ)/—l 1 * dxx:sent(l \ﬁ) 2 ’ o 08 0o 08 o
La circulacién en el circulo: /On(sen t,2cost,e").(—sent,cost,0)dt =/0”(2 coszt—senzt)dt = ﬂ—%ﬂ'= %ﬂ'.
: . [ 1 _1(° _ -
En la elipse (en otro sentido): /7r (E sent, 2 cos t’ec"s’)-(—sent, 75 cos t, O)dt _%/7r (ZCoszt—senzt)d _2‘_g.
i j kK ‘ i jk z
16. ‘f(x,y,z)=(yz,ey,l)‘ — rotf = |gox 9y 9oz| = (0,y,—2) . o |0 10|=i+kK.
vz e 1 -1t 5 s/ i
Tridngulo sobre el plano (1,0,1)-(x,y,2)=x+z=0 — r(x,y)=(x,y,—x) en T, ryXr, z [
0,1 0 2 340 ey e
//Srotf-ndS :[1[X(o,y,x)-(1,o,1)dydx :[1(x+x2)dx: [S+%]0 == = OE—
a()=(0,1,0), 1€[0,1]  ¢/=(0,1,0)  f(e))=(0,¢", 1) -
Parametrizamos 9S: ¢ (1)=(-t,1,1),t€[0,1] ¢,=(-1,0,1) f(e2)=(t,e,1) — N
c3(t)=(-t,1,1), t€[1,0] =(-1,1,1) f(c3)=(r%¢"1) -l ¥
f-ds= fol e'dr +/01(1—t) dt + flo(l—t2+ eNdr=e-1+ 1—% - 1+%+1—e = —% como debia.
s
f(x,y,2)=(3,x%y) _ _ _
r(x,y)z(x,y,4—4x2—y2) — rotf=(1,0,2x), ryxry =(=fx,—fy,1) = (8x,2y,1).
_ _ 2 V1324 _ 2 5 9 _
//Srotf dS—//A(l,O,2x) (8x,2y,1)dxdy—[2/0 10xdxdy—[2[5 4y]dy— 3 |- ¢
¢ (t)=(cost,2sent,0), te[— %,%] ¢ =(—sent,2cost,0) f (c1)=(3,cos’t,2sent)
e (1)=(0,-1,4-1%), te[-2,2] ¢, =(0,-1,-21) f(c2)=(3,0,-1) a7 /2y
_ [7/2 2 2 52 g, 4 3,172 32 _[40 x/1 ‘1
asf-ds _f_n/z [2cost(1—sen t)—3i;%£1rt]dt +f_22t dt= [4sent—§ sen t]O +T_E'
[Sale m4s largo parametrizando ¢;(¢) = ((1—%)1/2, 1,0), r€[-2,2] ]
18. ‘ F(x,y,2)=—yi+2xj+(x+2)k ‘ rotf =(0,—1,3) . Superficie x>+y*>+z°=9, z>0:
S
r(¢,0)=(3sen¢cosd,3sen¢send,3cosp), ¢€[0,5], 6€[0,2n], é .
ry X rg=9(sen’¢ cos §, sen’¢ sen 6, sen ¢ cos @) . —'ﬁ

// rotF - dS = 9/2”/"/2(3 sen ¢ cos ¢—sen¢ sen 0) do db) = 277r[sen2¢]g/2: .
S 0 JO Ol/
Ademas: ¢(f)=(3cost,3sent,0), te[0,2n1] — }1{ F-ds= 9/2"[sen2t+200s2t]dt = 9/2ﬂ# dt = .
as 0 0

o oy 1 S: T, y) = (ry, 1=x2=y?).
19. | £(x,y,2)=(x,xy,22) | rotf = gox oy 9oz = (0,0.y) . R
‘ ‘ xx xyy 2zZ IxXTy =(2x, 2y, 1) .

//S rotf - dS =[/B ydxdy ='[1| [g ydydx = @ [0 impar y recinto simétrico]. b

B y
c(t)=(cost,sent,0), t€[0,2nr] —>?§ f-ds :/Zﬂ(—sentcost+cos2tsent)dt:@. W
oS 0

¥(9 77‘2
divf =3+x. //vdivf = [cilindricas] :/02/01/01 r(3+rcos)dzdrdf = 671/01(r—r3) dr = %n .

// f-dS =// (x,xy,2-2x*=2y%)-(2x,2y, 1) dx dy = 2/27] (r+r3 cos 6 sen —r3 sen?6) dr db = %n.
s £ =2(1+xy-y?) o

rg(x,y)=(x,y,0), (x,y)€B, //Bf-ndS=—//B (x,xy,0)-(0,0,-1)dxdy =0. //S=//S +//B= %71 .

20. a) ulu = u(uxc+uyy)= div(uux,uuy)—(ui+u§) :div(uVu)—HVuH2 (y casi igual para n=3).

b) //DuAu dx dy =//D div(uVu)dx dy —//D div||Vul||>dx dy T=D£Du Up ds —//D |Vull®dx dy, pues uVu-n=uuy .

c) Gauss —>///V u Au dx dy dzz//avu Un dS —//V |Vull?dx dy dz. d)EnR: /ubuu”dx:uu’]z —/ub(u’)zdx (partes).
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