Soluciones de problemas de Calculo entregados el 18 de febrero de 2025

1. Sean p=(2,0,-2), §=(-1,1,0). a]Hallar p-g, pxg y p-(pxq).Comprobar la desigualdad triangular y
la de Cauchy-Schwartz para p y ¢ . Calcular la distanciade p a ¢ y el dngulo que forman ambos vectores.
b] Escribir una expresién paramétrica y la expresion cartesiana del plano que contiene los vectores p y g .
c] Dar dos expresiones paramétricas del segmento que une p y ¢ que lo describan en sentidos opuestos y hallar
el punto en que ese segmento corta el plano x=0.
i) hallar un & unitario que sea perpendicular a p y tal que D;F(0,0,0)=0,

: _ 2
dISi F(x,y,z) = sen(y—x)-z, ii) escribir la ecuacion del plano tangente a F'=0 en el punto (0, 0,0) .

i jk
al p-g=-2, pxg=|2 0-2=(2,2,2), p-(px=0. [|p+ql=11(1,1,-2)[|=V6<3V2=|[p|l+|[7]l (V3<3).
-110 perpendiculares
7+ ql=2<4=11pllall. d(5. @ =11G-pll=II(-3,1,2)||=VI4, phrlr=—L=cos ¢ — forman un angulo 2 .
2025110, (35" ey
b] Plano que contienea p y g: ¥ =1(2,0,-2)+s(-1,1,0), {yzs - |z==x—-Yy]|.
7==2t

O como p X § es perpendicular a este plano: (1,1,1)-(x,y,z)=0"
c] Podemos escoger ¢(1)=p +1(g—p) o ¢.(t)=g +t(p—g), ambos con t€[0,1].
Es decir: ¢(1)=|(2-31,1,21-2) |, C()=(-1,1,00+1(3,-1,-2)=| (3t—1,1-1,-2t .

A partir de cuaquiera de los dos se obtiene el punto | (0, %,—%) .

d] VF(0,0, 0):(—cos(y—x),Cos(y—x),—Zz)(o00):(—l, 1,00=G. iiserdla py g.Loeselhallado pxg.
Ty (1 1 1 e . p-(a,b,c)=2a-2¢c=0 £l £l sl
Un unitario valido es u—(\/g, 7 \/5) [0 también u] O directamente G- (a.b.¢)=bc=0 N (\5, el \E)'
El punto cumple F =0 yusandoel VF: (-1,1,0)-(x,y,z)=0 — plano tangente (vertical).

2

2. Sea f(x,y)= \7% , f(0,0)=0. a]Calcular Vf en (0,—1) trabajando en cartesianas y en polares.

S b] Precisar si es continua, si existen f, y f, y si es diferenciable en (0,0) .
¢] Dibujar f=0. Encontrar, si existe, un & unitario tal que la derivada direccional D; f(0,—1) sea: 1) 0, ii) 2.
d]Si ¢(r)=(2t,—¢") y h(r)=f(c()) hallar h’(0) con la regla de la cadena en R". €] Calcular Af(1,1) (mejor en

polares).

_ D S 2 e S S o £ ) —
a] fx= P o) @) fy=- RO ’Vf(O,—l)—(—l,O) \

En polares: f(r,0)=rcosf(senf—cosf), f.=cs—c>

, Lfg=c2—s2+2cs (=c20+526).
=-n/2
Vi=J(c, S)+%f9(—s,c):(s3—2cs2—c3, (c+s)c2)6—7r>/ (-1,0).

[O 0=3m/2, basta mirar el punto. Es falso, en general, 6= arctan% .

bl |£(7,6)-0]<2r—0 = f continua en (0.0). ]
f(x,0)=-& =—|x| = /,(0.0) no existe. ; ; £(0,y)=0Vy = £,(0,0)=0.

Por no existir f,, f no es diferenciable en (0,0) .

c] Con el dibujo es obvio que D=0 si [i@=(0,+1)| (en esa direccién f es constante).

O es claro que esos & son perpendiculares al Vf calculado en el punto y son unitarios.

D; f =2 es imposible por ser el valor mdximo de las derivadas direccionales ||Vf|=1.

dl h=fod, E(0)=(0,-1), & (1) = (2.~¢') = (2-1), W(1)= VF(0.~1) - & (1)=(~1,0)-(2.-1)=[-2].

’_ ’ ’ . _ 2tel+4 2 .
[0 W=fcx'+fyy , evaluadas donde deben]| [derivando (1) = —% se llegarfa a ese valor|
- 1 1 =1 —c2 2_9¢2_ =1].2_ —242 —_A2_|_
e] Af—]:ror"' Ffrtsfoo=x [cs c”+ 202C2352S2401sc] = [c 3sc—2s ]|(\5’ﬂ/4)— i V2.

_ x2-3xy—2y?
CEEO

Con célculos mds largos se llega en cartesianas a:  fxx+ fyy ="

__ 4 _
Ly 2PT ~V2.




3. Sean f(x,y,2)=(xz,x%,y+z) y é(t)=(t,4—1%,1>—4), te[-2,2].
a] Calcular divf, rotf, div(rotf) , V(ff) , A(f . f) , la matriz Df y el determinante jacobiano J = |Df| )
b] Encontrar la recta tangente a la curva descrita por ¢(¢) en el punto ¢(1) (e intentar dibujar aproximadamente
ambas en el espacio, a mano o con el Maple) y hallar el punto de corte de esa recta con el plano x=0.
c] Si 7(t)= (fo ¢)(z), calcular 7 (1) : i) componiendo y derivando, ii) con la regla de la cadena de R".

_ _ i d k _
a] din=z+0+1=. rotf=|ox 6y oz |[=i+xj+2xk = (l,x,Zx) . div(rotf)z@(siempreyobvio).
xz x2 y+z

V(F-F)=| (2022 +4x3, 2y +22, 202242y +22) | A(F-T)=|4+14x?+272|. Df=

z 0 x
2x00.]=.
11

0
X222 +xt+ (y+2)?
bl ¢(1)=(1,3,-3), &(n=(1,-21,21), & (1)=(1,-2,2). .
‘\ NNy
Recta tangente: x=(1,3,-3)+¢(1,-2,2)=| (1+1,3-2¢,2t-3) |. R
SSER W8T S uussut Guuse

[\ 0 10N
0N

[O interseccion de los planos y=5-2x y z=-y ]

Esta recta corta x=0 en el punto | (0,5,-5) | [para t=—11. ]

La curva es una pardbola sobre el plano z=-y que parte de (-2, 0,0), pasa por s
(0,4,—4) yllega hasta (2,0,0) . La recta tangente une (0,5,-5) y (5/2,0,0).

- ey 2 ! .
i) F(r)=(foc)(t)=(-41,1%,0) = #(1)=(3r*-4,21,0),_,= | (-1,2,0) |. [en azul 7(£) y su 7 (1) ]
ii) Con la forma matricial de la regla de la cadena: s o i :
- - 1 -1
f’(l):Df(c'(l))c"(l):(z 0 O)(_Q)Z(Z)
0

0 1 1/\2

4. Sean F(x,y,z)=z>—2yz—y’>+x?, la superficie S definida por la expresién F=6 yel punto p=(2,-1,1).
a] Calcular, a partir del VF', la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a § en el punto p y hallar el
punto en el que la recta vuelve a cortar la superficie. b] Dibujar los cortes de S con y=0, y=-1y z=0.
c] Ver que el teorema de la funcién implicita asegura que F=6 define una funcién z(x,y) de C' cercade p
y obtener z, y z, derivando implicitamente.
d] Volver a calcular en p el plano tangente: i) utilizando c], ii) despejando z de F =6 y derivando.

2,-1,1
al VF=2(x,y—z z2-y) 5" 4(1,0,1). Plano: (x=2)+(z—1)=0, [z=3-2x].

Recta normal: ¥=(2,-1,1)+1¢(1,0,1) :‘ 2+1,-1,1+1)

P42+ 142t 42— 1+12+41+4=6, 2t (1+4) =0 — | (=2,—1,-3) | (sit=—4).

b] x2+72=6, x2+72+2z="7 son circunferencias
de respectivos centros (0,0) y (0,—1) y radios
V6 y2v2. Y x2~y%=6 es una hipérbola que
pasa por (£V6,0) y tiene asintotas y=+x.

[Todos los cortes con y=C son circunferencias
y S es el hiperboloide inclinado de la derecha].

, que corta § si

¢] Como F,=0 & z=y,define F=6 una z(x,y)€C' cercade todo (x,y,z) con y#z (G lo cumple).

En esos puntos serd: 2zz,—2yzx+2x=0 — |zy= -*=|. 222,-2yz,—2z-2y=0 — |z, = :—i .

d] i) En (2,-1,1) las parciales pasan a ser zx:_%, zy:g,yel plano: z=1-1(x-2)+0(y+1)=3-2x.

i) z=y+y/6—x2+2y? — z;Fﬁ, Ty = 1+\/#ﬁy2 ,que en (2,—1) valen los —1 y 0 de arriba.

1=-1+2, el — da otro punto

[Sobre z=y el TFI indica que habr4 problemas para definir una tnica z(x,y) de C'. De hecho en ese plano es donde se
juntan las dos expresiones de z: z=y=+/--. Y en esos puntos los planos tangentes son verticales y las z no son C 1 ]



Soluciones de problemas entregados el 8 de abril de 2025

5. a] Hallar con integrales dobles [ //D ] el drea de laregiéon D acotada por 2x+y=3,2x+y=6,y=x, y=4x:
i) directamente (con los dos érdenes de integracién), ii) haciendo el cambio de variable u=2x+y, v= y

b] Si f(x,y)=(x,1) y ¢ es el segmento que une (2,2) y (1,4), parametrizar el segmento y calcular f f- ds
(Cuil es el valor de la integral de linea de f sobre la 9D completa en sentido antihorario?

. 1 4x 2 p6-2x 1 2 b
al i) [ 1dxdy —/1/2/3_2x1dydx+/1/x 1 dy dx —/1/2(6x—3)dx+/1 (6-3x) dx

. [No olvidemos que fszK(b—a)]. s [3)62]11/ —% +6— [%]T: % .

Obien [[ 1 //3 wzldxdy+//y3 "1 dx dy / (2-3)ay +/24(3—§Ty)dy
=[F1-3+6- 1% 5=[2] 2
1 2 8 12 41"
MVV.

i) Despejamos x e y: y=xv — u=(2+v)x, x=5, y=

a(x,y) _ |1/ (2+v) —u/(2+v)? o . . .
Fw) = | aav) 20)2avy| 2V (hay inversa local si u#0 segtn TFI). Ay

El jacobiano es:

=[3,6]%[1,4] pasaaser D con el cambio (y es inyectivo ahi, u,v=K dan rectas distintas).

Por tanto: //1a’xdy // J dudv // o )zdud =% ][ 2+V]4:227[§_%]= 21

b] Se puede parametrizar el segmento con &(x)=(x,6-2x), x€[2,1], ¢’(x)=(1,-2), T (c(x)) = (x, 1) . Entonces:
- _ 1 2 x2 2 |1
/Ef-ds :/2 (x,1)-(1,-2) dx :/. (2-x)dx=2-[%] =4

O como f es campo conservativo (pueses gx=0=f, y fes C'enR? ), podrfamos hallar su potencial:

Up=x, U=x*/2+p(y) _1.2 Toge_ _ —lig_n_ _
Up=1. Usy+q) — JEBM=2x+y, /f ds =U(1,4)-U(2.D)=3+4-2-2= ;|-

Y, por ser conservativo, la integral a lo largo de cualquier camino cerrado, por ejemplo 0D, debe ser @

6. a] Dibujar el s6lido V dado por las condiciones x>+y><3, x>+y?>+z2<4, z>0 y calcular ff y ¢ trabajando
al menos en dos de los sistemas de coordenadas: i) cilindricas, ii) esféricas, iii) cartesianas .

bl Si f(x,y,z)=3z+4xy y c':(t):(\/gcos t,V3sent, 1), t€ [O%] , dibujar € y calcular [fds e /Vf-a’i.

a] Cilindro x*+y?=3 y superficie esférica x*>+y?+z°>=4 se cortansi z2=1 — z=1.

V es el sélido de revolucién del segundo dibujo respecto al eje z.

i) En cilindricas: ///v Z =/02”/0(70er dzdr do = 71/0\5(4r—r3) dr = léT” )

ii) En esféricas hay dos regiones dependiendo de ¢ . Hasta % [ 1 /2] pvade 0 a2.
Yes r=V3 o pseng=V3. Ademds z=p cos ¢ y el jacobiano J=p?sen¢. 2|Z
_ 21 pre/3 p2 3 27 p /2 pV3/sen ¢ 3
///VZ—/O/O /Op sen ¢ cos ¢ dp d¢ df +// / p’sen¢cos ¢ dpdedb 1
— x4 [can2 s T3, 9 [*Pcospde _ 172 3r _ 15 $
_%[p ]O[Sen ¢]O + Tﬂ-‘/’;/3 CO:erﬁ(ﬁ 371- Tn[senzd)]n/:% _37T+TH_T7T . 5 iy 0) 1 ; 2)’,”

primitivas inmediatas

/4x Zdzdydx—Z/f/ﬂ4 —x2-y )dydx——/oﬁ(9—2x2)\/3—x2dx

X=

iii) Peor cartesianas: / /
V3-x2

3 /2
:sentZ/ (9-6sen’t) cos’tdt = - -
0

b] [ € describe el tramo de la circunferencia interseccién del cilindro y la esfera que une (V3,0,1) y (% 31

2
f(C(t))=3+12sentcost, 6’(1):(—\/§sent,\/§cost,0), I’ (H)])|=V3 —
?{fds =f07r/3(3+12sentcost)\/§dt=\/§7r+[6\/§sen2t]g/3 = V3 (r+3)|.

Y la integral de un gradiente es trivial: /6 Vf-ds :f(§ 3.1)-7£(¥3,0,1)=[3V3 .




7. Sean I_J(x,y,z):(ex‘z, 1,—e*7%) y ¢(t)=(cost,2sent,—cost), t€ [—%, %] . a] Hallar divF y rotF.
b] Dibujar el sélido V limitado por los planos x=1, y=-2, y=2, z=0y x+z=0, y calcular ffv divF.

¢] Calcular la integral de linea de F sobre ¢ desde (0,—2,0) hasta (0,2,0) de tres formas diferentes:
1) directamente usando la C, ii) siguiendo un camino mads sencillo, iii) hallando una funcién potencial U .

d] Aproximar con ordenador la longitud L de la curva dada por ¢. o probar sin él que V27 <L< 27.

i j k
Yox oy oz

X-z 1 —eX2

o) ivFerc 40 et e [267). ot ]
e
b] ///Vdivl_: :2.[22/Oj[iex—z ddedy? 8'/01(62x_ex) dx:4[62x_2ex]é: 4(6—1)2 )

lo de dentro no depende de y

cl i) /F ds— (26 1,—e%)- (—s,2c,s)dt=/ (2c 256 )dt = 4s]”/2—.
/2 -r/

ii) En linea recta: ¢.(y)=(0,y,0), ye[- / F-ds _/ (1,1,-1)-(0, 1,0) dy /dy [4].
Uy=e¥"%— U=¢e"%+p(y,2)

1ii) rotF=0 y I_JECI(R3) = 3U. Uy=1 - U=y+q(x,z2) , =

U — _aX—2 U: X—Z+ ) ol
,=—e""% 5 U=e r(x,y) fF.dE:U(O,Z,O)—U(O’_Z’O):'

/2
dl I]1=1(=s,2¢,5)|| = V2s2+4c2=V2+2c2. L=2] V2+2cos?tdt ~ 5.4026 (con Maple).
0

O como V2<V2+2c2<V4=2, es clara la acotacién propuesta.

8. Comprobar para g(x,y)=(xy, xz) y el D acotado por la pardbola x=y?>—1 ylarecta x+y=1 los teoremas:
a] de Green y b] de la divergencia.

Las curvas se cortan en los puntos (0,1) y (3,-2).
a] gx— fy=x.Para no hacer dos integrales integramos primero en x :
Ix=/" fylzifx dx dy= %[21 (3y2—2y—y*) dy=1[y*-y2-1y’] = | & |.
Los dos tramos de la D los podemos parmetrizar, por ejemplo:
Larecta: ¢;=(1-y,y), ye[-2,1]. Lapardbola: &=(y*-1,y), ye[1,-2].
Los vectores tangentes: ¢} =(—1,1), ¢,=(2y,1). Y las integrales:

Sobre la recta: /51 g-ds :/l(y—y2 1—2y+y2)-(—1, 1) dy :/1(2y2—3y+1) dt = % .

La otra: /ézg-d§=—/ (3 -y, y* 42y 2-|-1) (2y,1)dy=—-%. Por tanto, }4 g-ds =13-108 = como debia.
3y*—4y=+1

b] Integramos divg=y en este caso con los dos 6rdenes, pues al ser y impar la integral con —1 <x <0 es nula.
3,1- 3
oy=0+f5 [ yim ydyde=1 [*(=3x) dx=3[9-F]|=| -7 .
! 1
Iy=/) fz Y ydxdy =[2 2y-y*-yY) dy=[y*-3y* -0t = -

La normal unitaria exterior al segmento es claramente 71| = %5 (1, 1) . Para la pardbola, un vector perpendicular

al tangente (2y, 1) que apunta hacia el exterior es (—1,2y), y el unitario exterior serd i, = (\]% .
+4y

Hlo

Las normas que aparecen en las integrales de los campos son precisamente ||6’1||:\/§, ||6’2||=\/1+4y2.
5.7 Je — _ ‘ 21 2). N3y vA v 1) (—
fapg il ds —/c]+/cz—/ y=y2, 1-2y+y?) (1,1)dy+f (7 =y, y*=2y*+1)-(=1,2y) dy

/(1 y)dt+/ (2y*-5y*+3y) dy =3-Z = |-

el




problemas de extremos para un fin de semana:

1. Sea F(x,y)=y>+2xy+x* (la del problema 2 del control).
a) Hallar y clasificar los puntos criticos de F. (Dar con calculadora su valor aproximado de un extremo).
b) ; Hay extremos absolutos en R*? Hallar sus valores extremos en el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,—1).
¢) Encontrar los extremos locales sobre y=2x+3 sin utilizar y utilizando multiplicadores de Lagrange.

a) Hallar su punto critico y escribir su matriz hessiana. Aunque sea H, =0, probar,
dando valores en un par de rectas, que ese punto es una silla.
b) Hallar los valores extremos de f en laregion D dada por x”+y?+4z% <8 (con multiplicadores de Lagrange).

2. Sea f(x,y,z)=x>+yz.

Fo=2y+4x>=0, y=—2x3l

La) b o3y240r 2x(665+1) =0

2/5 4/5
— (0,0), (-%.%).
a~(-0.70,0.68)

H= 6x> 1‘ <0, sillaen (0,0).

1 3y

12x2 2
X :4
2 6y

6x2, 18x2y— 1>0, minimoenda.
El valor en ese minimo (local) es ~—0.40. 1

b) f(0,y)=y> — +co = no hay extremos absolutos.
y-)ioo

En el compacto A si debe la continua F' tenerlos y
se darédn en el borde, pues el minimo estd fuera.
En los lados: F(x,0)=x*, F(1,y)=y342y+1, F(x,—x)=x*—x3-2x2.

El primero tiene claro valor minimo 0 y maximo 1 (en sus extremos).

Como la derivada 3y?+2>0, los extremos del segundo también estdn
en los extremos del intervalo: F(—1,1)=-2y F(1,0)=1 de antes. F(x,—x)

El tinico un poco largo es el 3°: F’(x)=x(4x>-3x-4)=0 — x=0, %ﬁ . 0 es maximo local y los otros valores
estdn claramente fuera del intervalo [0, 1], asf que de nuevo sus maximo y minimo (0 y —2) se dan en el borde.

Resumiendo, el valor mdximo en el tridngulo serd 1 y el minimo —2.

©) h(x)=F(x,2x+3) =x*+8x3+40x% +60x+27, I’ (x) =4(x3+6x2+20x+15) =4(x+1) (x* + g)(g +15).
Por tanto, esta funcién tiene un claro minimo en x=—1 (el valores F(—1,1)=0) y no tiene maximo ( F —o0).
2y+4x3=-21 4x3+4x+6y>+2y=0 N
Con Lagrange, g(x,y)=y—-2x-3: 3y*+2x=1 7 4x3 +24x%+80x+60=0, la de antes.
y=2x+3 4
[Esa era la recta del control tangente en (—1, 1) a la curva de nivel, y debia aparecer al buscar extremos con Lagrange].

Je=2x=0 2 .0 0
2. a) fy=z=0 — (0,0,0) punto de matriz hessiana (0 0 1) con H;=0 que no decide nuestro teorema.
fz=y=0 010

Pero es obvio que £(0,0,0)=0 y que toma valores positivos y negativos cerca del punto. Por ejemplo:
f(x,0,0)=x? positivos [0 £0,z,2)=2> ] y f(0,z,—z)=—2% negativos.
b) La silla del interior no puede dar extremos. Estardn en el borde x>+y?+4z?=8 . Mediante multiplicadores:

2x=2Ax,x(1-1)=0 — x=0 o A=1. . _ o . _
=20y — 2(1-1602) =0 — 2=0 o A=+1/4. Sies =1 serd z=y=0 y hay dos posibles x=+2V2.

y=81z 7 Si A=+1/4 se obtiene y=+2z y de arriba sale x=0.
24ylid=3 Yendo al elipsoide: 8z°=8, z=+1 — y=+2.
Comparamos los valores de f en los 6 puntos obtenidos:

f(iZ\/i, 0,0) =8| valor méximo. f(0,+2,+1)= . £(0,£2,F1)= valor minimo.



problemas de integrales de superficie para el puente:

1. Sea S laparte de x>+y?+z>=4 con z>V3. a] Parametrizar S utilizando esféricas, cartesianas y cilindricas.
b] Calcular ffs zdS y el drea de la superficie S. ¢]Si f(x,y,z)=(z,x,7?) hallar ffs rotf-dS e ffs f-dSs.
d] Comprobar el teorema de la divergencia para f enel V acotadopor Sy z=1.

2. Comprobar el teorema de Stokes para F(x, y, z) = (=2, x, yz) sobre la superficie S descrita en el ejemplo 4 de la
pégina 62 de los apuntes: porcién de z=x+y? sobre el tridngulo D con ladosen x=0, x=y e y=1.

la. r(¢,0)=2(sen ¢ cos 8, sen @ sen §, cos ¢), 0€[0,2n], p € [0,%] . 2
O bien r(x,y) = (x, y, V4-x2=y2), con (x,y) €B circulo unidad. N
1
O r(r,0)=(rcos6,rsend,V4—r2), con re[0,1], 6€[0,2x] . >
Son: rgXrg=4sen¢ (s4co, S5y 59,¢4), |lll=4send. 20 T2
_ _ 2 _( r’c _ 2r (ést
IxXTy= (\/4_;_))2 s \/4_i2_y2, 1) P |||| - —m . I XTyg —( ,;4_‘}’ s /— ) ”“ Va_r2 i\spirrllt(;:)l.l

b] Las integrales de campos escalares no dependen de la parametrizacién'

2108 cos gsen d dp dd=2n[4sen’d] O =2n. [L [ 2dydy — [ 2rdr do=2r.

0
2 /6 2
A= [T s T dr d6 = 4n[ - 4=, .

c] Con las tres parametrizaciones el pvf apunta hacia arriba. Deben coincidir:

4sen¢ dp df=8n[- cos¢]g/6:4n(2—\/§)
impar
[l rott-dS = [, (0,1,1)-(rxx ry) dy dx / 1+\/7)dydx—areadeB—7r
O bien = 4/_7rf07r/ sen2¢ sen §+sen ¢ cos ¢) de d49=471[ sen2¢]0 =n

O usando Stokes: ¢(¢)=(cost,sent,V3), re[-m, x| — f_7; (cos?t—V3 sent) dt:fon(1+cos 20)dt=rm

lmpAres
f ds // (4- —xr -y x+—2 s ) dy dx= /0 4r—r3)dr:77”.

—8 2r 7r/6( 7

sen2¢ cos¢cos 6+sen’ ¢ sen 6 cos 6+2 cos ¢sen ¢) d¢ do=-8n cos4¢] =5.
d] Falta la 1ntegra1 sobre la base y la integral triple. T se parametriza (x, y, V3 3), (x,y)€B yes n=(0,0,—1).
Jly £-dS = [[(V3.x.3)-(0,0,-1)dxdy = =3 [[, 1 = =37 Luego [[, f-dS=%
x=sent
.= Va-x2-y? 1 VI-x2 1 32, 1
divi=2z, [[f,22= [ [ X' 2zdzdydx=af [T (1-ay?) dyde=3 [ (1-)dx == 5
zfozﬂ 01 (r—r’)drdo =%

Ej 4. Sea S la porcién de la superficie z=x+y? sobre el tridngulo D dado
por 0<y<1 y 0<x<y. Hallemos su drea y la /fs (z—x) dS .

r(x,y)=(x,y,x+y%) = reXry=(—fo,—fy, 1)=(-1,-2y,1)
Iexx ryll=v4y2+2 [=((f2+(H)*+1) ] -
lpy 5 1 >
A://D||rx><ry||dxdy :/0/0 AT ity :/ W22 dy
= 5 (4y*+2)"?]§ = 1V6 -1 V2 ~0.99.
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2. rotF =|9ox ddy 90z =(z,0, 1) . El producto vectorial fundamental (-1, -2y, 1) apunta hacia arriba.
-2 x yz

ff rotF - dS = //B x+y2, 0,1)-(-1,-2y, 1) // (1- —y2—x )dx dy = /0 y—iy y)dy i2
Los tres tramos de la dS orientados en el sentido que pide Stokes se pueden parametrizar:
ér=(t,t,t+1%2),1€[0,1], ca=(t,1,1+1),2€[1,0], 3=(0,1,#%),1€[1,0].

Conducen a las integrales: /01 (2644383 +12 +1-2) dt —fol(t—l) dt —/01 24dt = -5 +3-3 = 5 |

O simplificando antes: f B+ -1)dr =3+ -1=4%.



otro problema de integrales de superficie basado en el control 2:

3. Sean g(x,y,z)=(x,0,y) y el sélido V limitado por el paraboloide z=x2+y?>—3 y z=—-2x (los del control 2) y
sea T sutapaplanay S subase curvada. a] Comprobar para g el teorema de Gauss en V' y el de Stokesen S .
b] Calcular, efectuando una integral de superficie, el drea de la T eliptica. (Se puede comprobar utilizando wab ).

¢ Convenian las polares centradas en (—1,0) : x=rcos6—1,y=rsen y eran ffz 4—y )3/2dy —L3 3-2x—x )3/2dx (%,
e La elipse descrita por ¢(¢)=(2cost—1,2sent,2—-4cost), 1€[-n, x| daba el corte del paraboloide con el plano.

3.Era divg=1, rotg§=(1,0,0) y V estaba sobre x’+2x+y’=3 & (x+1)>+y*=4.
En el control calculamos con esas polares y en cartesianas: N WV%?%”}W;
- 2 4 ! 2\3/2 _ Nn3/2 5//,'#"’ lf’:}’
[/V dlvg=2n0 (4r—r3)dr=§[3 (3-2x—x ) / (4-y ) :‘ nl x j;””l':fﬁ /
Y la integral de linea sobre S dada por c(1): ,”'W
o.ds = " 2_ = i — =
/é g-ds [ﬂ(Sg 4sci+2s)dt 8/0 (1—cos 2t) dt .
Para Gauss necesitamos la integral sobre 7'y S. Empezamos en cartesianas y luego el cambio:

T: (x,y,-2x), pvf=(2,0,1), ffT -dS= ffB (x 0,¥)-(2,0,1)= f fO r(rs+2rc 2)=-8
+y=2rc-2+rs
16m—8m = .

exterior
S (x v, x2 +y2 —3) — pvf=(—-2x, -2y, 1) (hacia el interior, tomamos el vector opuesto):

Js g-d8=[[, (x,0,y)- (2x 2y,-1)=2[" /0 (4r3c?+r)drdo=8 [ (2c*+1)d6 =167
2x2-y=8r2c2+2-8rc-rs 2+c0s26
1+Va—y2 4 2 32
Sélo en cartesianas dxdy comprobamos lade T : / / (2x+y) dxdy=-- -=§/ (4—y2) dy = 8.
)

Para Stokes integramos el rotacional (observando que el pvf apunta para arriba como debe, segin se orienté 9D )

JJs rotg - dS == [y 2x= [ [ (2r—4r?c) =[8x]. Cartesianas: — [, 2r=— [, 4xV3=2x—2? dr=8r.

Para el 4rea de 7 hallamos ||pvf]|=V5 — A:fdeS :ffB V5 dx dy=|4nV5|.
Los semiejes de la elipse los puede dar la distancia de su centro (—1,0,2) a (1,0,-2) y (-1,2,2) [\/_ y 2]




