Soluciones del examen de Calculo (grupo C) (19 de mayo de 2025)

1. Sea F(x,y,z)=x>+2xy+y*+z%. a] Calcular en el punto p=(1,-1,1) larecta R normal a la superficie S dada
por F=1 yel puntoenel que R cortael plano z=0.
b] Encontrar dos & unitarios (no multiplos uno del otro) para el que sea la derivada D; F(p)=0.
c]Si h(t)=F (t3,—t, t2) , calcular, mediante la regla de la cadena en R", el valor de 7’ (1). [2 ptos]

=(2x+2y,2x+4y3,21)£_> (0,-2,2)|. a]Como VF esnormala S la R sera:

"=(1,—1,2)+t’(0(,0—21,12)): (1,-1-21,1421) |, que si t:—% nos da | (1,0,0) |.
0t(0,-1,

bl Alser FeC',es Dap.c)f(p)=2c-2b=0si c=b. ||(a,b,b)||=Va2+2b2.
Dos de los infinitos vectores unitarios por ejemplo son ii=(1,0,0), i=(3,%,3).

c] Si C(t)=( ,—1, t2) serd h'(1)= VF(C(I)) 5'(1) (0,-2,2)-(3,-1,2)= @ facil de comprobar, pues h(t) = t6]
6 h'=312Fx—Fy+2tF =

2. Hallar, minimizando la distancia al cuadrado y con multiplicadores de Lagrange, los puntos de x?>+4y?=4 mds
cercanos al punto (1,0) . Parametrizar la curva de alguna forma y volver a hallar los puntos. (2 ptos]

Minimizamos D = (x—1)?+y? sobre la elipse. Con multiplicadores:

2x—2=2x, x(1-2) =1 x=%,y= _‘3@, D(g,i‘g) % (mds préximos) : 7
{2y=8/ly, y(1-40)=0, y=0, 111 ¢ S
)62+4y2 =4 x=%x2, D(-2,0)=9 (més lejano) , D (2,0) =1 (mdximo local) \

Parametrizando la elipse (2cost,sent), t€[0,2x], debemos minimizar:

h(t)=(2c=1)>+s%, W' (t)=25(2-3¢)=0 = s=0 o c=% (s2=1—‘—‘) que da los mismos cuatro puntos.

O como y>= 1——x estudiamos p(x) = 4x 2_2x+2 con x€[-2,2], p'(x)=3%-2 — x— y los extremos.

a] Precisar en (0,0) si f es continua, si existen fy, fy ysi f es diferenciable.
{f (x,y)= \/_ Hallar la ecuacion del plano tangente a la graficaen (—1,1). [2.2 ptos]
f(0,0)=0 b] Calcular la integral ffD f,con D dado por x2+y2 <2,x>20, y>1.

al |f(r,0)|=r|sen20|<r —>00 = continua. f(x,0)=f(0,y)=0 = £:(0,0)=£,(0,0)=0.
f(x)-0-0-x _ 2xy i

R = xin? = sen 26 depende de 6, no tiene limite y asi f no es diferenciable.
O por no haber mds derivadas direccionales. Por ejemplo, f(x,x)=V2|x| no derivable.

_ 2%y 2y’ 2x3 (cambiando N

- Vil+y? B (x2+y2)3/2 T (x2+y2)3 % Iy (x2+y2)*"? papeles). VF(=1,1)= (_ __) :
O en polares f,. =2cs, =2c%-25%, é,=(c,s), ég=(-s,c), r=v2, —c:s:\/%,
El plano tangente es: z= —\5 +‘/7§(x+ 1)—‘/72(y— 1) > |z= ‘/TE(x—y) .

V2 py2- —
b]Mascorto// yfdxdy 2 y x2+y?2 ] ydy 2/ [V2y-y?] %ﬁ )

obien [ payas =2’ [xmlzxdx 2 [ (Vs VT = _w

En polares / 2r%senfcos O dr df=2 /n [23/2sen90059—m]d9— 2-V2 |
/4 J1/sen 6 n/4

sen2 6

O incluso, quizés lo mads facil, integral sobre un sector menos integral sobre un tridngulo:

/2 V2 x
/ / 2r2sen @ cos @ dr d — //fdxdy—z‘f sen29 /2 / \/_ ldy:%—¥+2,

/4Jo

Wl




4. Sea C el tramo de la curva y=e* con 0<x<1. a] Parametrizar la curva C y probar que su longitud es > % .

b] Si g(x,y)=(2x+y,x) calcular el valor de su integral de linea desde (0,1) hasta (1,e) alo largo de C. [1.8 ptos]

a] Parametrizando ¢(x)=(x,e*), x€[0,1]. [|¢’||=V1+e?¥, L:_fo1 V1+e2Xdx > ex]é=e—lz§. y (1)
>er

2.5

oc(y)=(ny,y), ye[l,e] —» L=ﬂew/1+y—2dy
O longitud de C mayor que la del segmento que une los puntos: +/(e-1)2+1 >e—1.

) . ) 1 _
Con mds trabajo, una cota mejor: 1+e>¥ =2+2x+2x%+--- — L>/0 V2+2x dx = %ﬁ >3>3.

[ L es calculable, pero es largo y, no es facil acotar el resultado sin ordenador:

s=VI+e® — ﬁ'“ez Sds = =V1+e2-V2- 1+ In(VI+e2—1) +In(V2+1) ~ 2.0035]. b
b] Conla ¢ e integrando por partes: [ g-d5s :fol (2x+e*,x)-(1,e*) dx = [x2+xex](l): .o
2x+(x+1)ex

R
O por ser conservativo ( gy =1=f, yde C!), de potencial U=x?+xy,serd U(1,e)-U(0,0). ""orovao i

O yendo por el segmento que une los puntos 7(x) = (x, 1+(e—1)x), x€[0,1] — fol (142ex) dx.

5. Sean S la parte del paraboloide z=x>+y? con z<4, V el sélido limitado por S y el plano z=4 y el campo
f(x,y,2)=(y.2x,2) . a] Calcular la integral triple [[[[, divf. b] Parametrizar S y calcular integral [[ f-dS.
¢] Comprobar que f cumple el teorema de Gauss sobre V. [2 ptos]

a] divf=1, //VI ://B (4—x2—y2)dx dyz/OZHOZr(4—r2)dr d9:27r[2r2—}—‘r4]§: .
Aun mas corto es este orden: /02704/0\E rdrdzdf = nf04 zdz =8m.

bl 7(x,y) = (x,y,x*>+y?), (x,y) €B circulo centrado con r=2. FyXx 7y = (—2x, =2y, nlt Z

_ _ 7 exterior 272
Integral sobre S: [[.f-dS = [[, (v, 2x,x*+y%)-(2x,2y, —1)? - dr =—8x.
6xy—x2—y? 6xy impar y polares
O polares directamente 7(r,0) = (r cos 6, r sen 6, r?) , 7; XFy= (=2r%c, =2r%s,r) —
ffs f-ds :f_frfoz(rs, 2rc, r2) -(2r%c,2r%s,—r) dr df = —271/02 rdr =-8r.
c] Para completar la frontera de V debemos considerar ademas la integral sobre la tapa 7' facil de hacer:

F.=(x,y,4) en B, (0,0,1) T exterior. [[, T-dS = [[, 4 = 4(drea de B) = 4n2*=167.
Por tanto, ffav f-dS =167-8n= , como asegura el teorema de Gauss.




